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Optimieren im Mathematikunterricht
Beispiele aus der elementaren Spieltheorie

Hans Humenberger

Spieltheorie - ein neues Element im Unterricht? Ein neues Thema im
ohnehin iiberfiillten Mathematik-Curriculum? Neuer Ballast fiir den
Unterricht? Nein, dieser Aufsatz versteht sich nicht als Pladoyer fiir die
Aufnahme spieltheoretischer Aspekte in den Pflichtunterricht fiir alle
Lernenden bzw. fiir die explizite Aufnahme in gewisse Lehrpline. Es
sollen lediglich einige (ausgewihlte) elementare Aspekte herausgestri-
chen und so aufbereitet werden, dafl eine Umsetzung im Unterricht fiir
interessierte Lehrer (insbesondere in Leistungskursen, freiwilligen Kur-
sen oder ,,Wahlpflichtgegenstinden” - wie es sie z. B. in Osterreichi-
schen Gymnasien seit einigen Jahren gibt - etc.) moglich erscheint, und
zwar ohne notige Vorkenntnisse des Lehrers in der Spieltheorie. Aus
diesem Grund war es uns auch ein Anliegen, die Materie mit mdglichst
konkreten Beispielen und auf niederem Abstraktionsniveau darzustel-

len.

Einleitung

: 1 Optimieren in allen seinen Erscheinungsformen ist ein be-
~ sonders wichtiges Element der Mathematik, insbesondere der
Angewandten Mathematik. Die Idee des Optimierens verdient u.
_E. zurecht die Bezeichnung Fundamentale Idee der Angewand-
~ ten Mathematik (vgl. [5]), sie wird im Unterricht jedoch oft
iemlich reduziert; bisweilen sogar bis auf eine einzige Methode
das ,,Nullsetzen der ersten Ableitung”. Wir meinen, dal} gerade
im Optimieren eine groRe mathematische Vielfalt liegen soll,
af} Schiiler verschiedenste Arten, an ein Optimierungsproblem
eranzugehen, kennenlernen sollten - nicht nur der Anwen-
ungsorientierung wegen, auch das Motivationspotential von
ptimierungsaufgaben scheint uns im Vergleich zu anderen
hemen oft etwas hoher zu liegen. Doch nun zuriick zur
pieltheorie, anhand derer wir einen moglichen Weg darstellen
ollen, die Idee des Optimierens auf eine einfache Art zu reali-
ren und so die Vielfalt der Optimierungsverfahren einmal
iehr zu demonstrieren.

nentwegt miissen wir Menschen Entscheidungen treffen oder
trategien entwickeln, wir miissen uns fragen, wie wir ein ge-
Visses Ziel moglichst schnell, mit moglichst wenig Aufwand o.
ﬁ-- also jeweils ein gewisses Optimum - erreichen. Auch in der
;Spieltheorie geht es vor allem darum, optimale Entscheidungen
m treffen, wobei wir hier nur den einfachsten Fall behandeln
Wollen. Wenn uns z. B. ein Spielbudenbesitzer das Spiel anbie-
Iet, eine (garantiert) faire Miinze zu werfen (Kopf (K) oder Zahl
(£)), uns bei Kopf den doppelten Einsatz zuriickzugeben und bei
Zahl unseren Einsatz zu behalten, dann ist es wohl zunichst
Klar "), dap dies ein faires Spiel ist. Hier konnen wir aber keine
Strategie wihlen, der Zufall bestimmt alles, wir haben nur die
Wahl, das Spiel entweder zu spielen oder nicht - diese Entschei-
dung wird jedoch, da das Spiel fair ist, nicht von zusitzlichen
mathematischen Uberlegungen, sondern von unserem Charakter
abhdngen (spiel- bzw. risikofreudige Leute werden die Heraus-
forderung annehmen, andere nicht). An dieser Situation
(Entscheidung nur durch Zufall; Fairness) wiirde sich auch
nichts dndern, wenn sowohl der Spielbudenbesitzer als auch wir
selbst jeweils eine faire Miinze werfen wiirden, und z. B. bei
zwel gleichen Ergebnissen ((K,K) oder (Z,Z)) wir und bei zwei
e ——————————

) Bei der Begriindung dafiir hilft uns die Mathematik.
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ungleichen Ergebnissen ((K,Z) oder (Z,K)) der Spielbudenbesit-
zer einen gewissen Betrag (den ,.Einsatz”, z. B. 1) gewinnen
wiirde.

Optimale Entscheidungen bei Matrixspielen

Beispiel I: Die Spieler A und B haben je eine Miinze in der
Hand; sie werfen die Miinze nicht, sondern sie wdhlen bei ihrer
eigenen Miinze Kopf oder Zahl, und zwar ohne daB ein Spieler
die Wahl des jeweils anderen kennt (geheime Wahl). Nun pri-
sentieren sie einander ihr Ergebnis und die Gewinnverteilung sei
dieselbe wie oben (bei gleichen Miinzenseiten gewinnt A, bei
ungleichen B).

Hier ist das Ergebnis nicht vom Zufall bestimmt, sondern von
der willkiirlichen Wahl der einzelnen Spieler. Die Spielergebnis-
se konnen in diesem Fall leicht und iibersichtlich in einer Art
Matrix 2) bzw. Tabelle zusammengefat werden, wobei wir ver-
einbaren wollen, solche Tabellen jeweils vom Spieler A aus zu
betrachten (d. h. positive Zahlen bedeuten Gewinne fiir A und
negative Zahlen bedeuten Verluste fiir A). In Tabelle 1 ist die
Auszahlungsmatrix fiir unser Spiel angegeben.

B wihlt K B wihlt Z
A wihlt K 1 -1
A wihlt Z -1 1

Tabelle 1: Auszahlungsmatrix fiir Spieler A bei Beispiel 1

Wir wollen uns in dieser Arbeit auf die einfachste Art solcher
Spiele beschrianken; wir werden (im wesentlichen) nur solche
betrachten, bei denen

l. nur zwei Spieler (A und B) gegeneinander
(,,Zweipersonenspiele”),

spielen

2. einer der beiden Spieler (z. B. A) nur zwei Wahlméglichkei-
ten (,,Strategien”) besitzt und

3. der Gewinn des einen gleichzeitig den Verlust des anderen
darstellt. In Summe flieft also kein Kapital aus diesem Zwei-
Spieler-System heraus (z. B. an eine Spiel-Bank o. i.); solche
Spiele heilen demnach auch ,Nullsummenspiele®. Daher ge-
niigt es, zur vollstindigen Beschreibung des Spiels nur eine
Tabelle (z. B. aus der Sicht des Spielers A) anzulegen.

Im obigen Spiel ist offenbar keine Wahl eines Spielers in ir-
gendeinem Sinn ,besser” als eine andere, da sich jeder Spieler
bei jeder seiner Entscheidungen den gleichen Méglichkeiten ge-
geniiber sieht (1 gewinnen oder 1 verlieren). Wahrscheinlich
wird hier keiner von beiden groBartige strategische Uberlegun-
gen anstellen - z. B. im Hinblick auf Gewinnmaximierung oder
Verlustminimierung -, sondern sie werden (intuitiv) vielleicht
denken: ,,Es kann nicht sehr klug sein, immer bei ein und dersel-
ben Strategie zu bleiben, denn der Gegner konnte sich darauf
einstellen und mir daher jeweils Verlust bringen; ich wiirde rich-
tiggehend ausgebeutet werden.” Wir kommen spiter noch einmal

?) Solche Spiele werden daher oft auch als Matrixspiele bezeichnet.
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auf Beispiel 1 zuriick: Es wird sich - wie vielleicht a priori zu
erwarten ist - herausstellen, daB es fiir beide am besten ist, die
Miinzenseiten K und Z jeweils mit Wahrscheinlichkeit 5 dem

Gegner zu prisentieren, um auf lange Sicht weder etwas zu ver-
lieren noch etwas zu gewinnen. Nun betrachten wir ein Beispiel,
bei dem einfachere Uberlegungen in dieser Richtung anzustellen
sind.

Beispiel 2: Der Spieler A habe die Moglichkeit, eine der beiden
romischen Zahlen I oder II zu wihlen, wihrend Spieler B die
Maglichkeit haben soll, zwischen den drei Zahlen I, I oder III
zu withlen. Wihlen z. B. beide die Zahl I, so gewinnt A den Be-
trag 2; die anderen Auszahlungswerte aller moglichen Spielaus-
ginge sind wieder in einer Tabelle zusammengefaBt (siehe Ta-
belle 2).

B wihlt
I 11 I
Awdhlt 1 2 -1 -2
I 1 0 1

Tabelle 2: Auszahlungsmatrix fiir Spieler A bei Beispiel 2

Da es sich bei den Eintragungen in der Auszahlungsmatrix um
Gewinne fiir A handelt, ist es klar, daB A die hochstmoglichen
Eintragungen erzielen will, wihrend B naturgemdl die niedrig-
sten anstrebt. Wir nennen deshalb A den Maximumspieler und B
den Minimumspieler.

Uberlegen wir nun zunichst gemeinsam mit Spieler A, welche
Wahl fiir ihn die beste ist. Er kann sich z. B. folgendes denken:
Wenn ich I wihle, so konnte es sein, daB B sich fiir IIT entschei-
det, was fiir mich einen Verlust von 2 bedeutete (in der Tabelle —
2). Wihle ich hingegen II, so ist das Schlechteste, was mir pas-
sieren kann, daB sich B fiir II entscheidet, und ich weder etwas
gewinne noch etwas verliere. Bei der Wahl von II habe ich also
eine hohere Sicherheit in dem Sinne, daB ich bei I mehr verlieren
konnte. Spieler A wird sich daher fiir II entscheiden, weil dann
der grofte denkbare Verlust am kleinsten ist. Der groBte denkba-
re Verlust ist fiir A jeweils das Minimum einer Zeile. Er wird also
jene Zeile wihlen, bei der dieses Minimum am grofiten ist. Wir
konnten auch statt grofter denkbarer Verlust den dquivalenten
Ausdruck kleinster denkbarer Gewinn verwenden (negativer
Gewinn bedeutet ja Verlust). Dann entspricht dem Zeilenmini-
mum wirklich ein Gewinnminimum und nicht ein Verlustmaxi-
mum, was rein von den verwendeten Begriffen her kein
,,Umdenken“ notwendig macht.

Nun versetzen wir uns in die Lage von B und iiberlegen abermals
gemeinsam mit ihm in einer vollig analogen Weise, ndmlich da-
nach trachtend, den groBtmoglichen Verlust zu minimieren, also
die hochste Sicherheit zu haben: Der groftmdgliche Verlust be-
deutet diesmal (aus der Sicht von B) das Maximum einer Spalte.
B wird also jene Wahl treffen (Spalte wihlen), bei der das Spal-
tenmaximum am kleinsten ist. Die Spaltenmaxima von I, II bzw.
I1I sind 2, 0 bzw. 1, d. h. der Spieler B wird ebenfalls II wihlen;
diese Wahl garantiert ihm analog eine hohere Sicherheit in dem
Sinn, daB jede andere Wahl einen groBeren Verlust mit sich
bringen konnte.

Bemerkung: Die Uberlegungen, die hier zu einem optimalen Ergebnis
fiihren, heiBen in naheliegender Weise Mini-Max-Strategien.

Wir konnen hier also leicht zu optimalen Verhaltensweisen der
einzelnen Spieler gelangen; keiner von ihnen hitte ja Grund sei-
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ne Entscheidung fiir IT zu bereuen: Selbst wenn sie ndmlich die
Entscheidung des Gegners vor ihrer eigenen Entscheidung ge-
wuft hitten, so hitte sich jeder von ihnen trotzdem fiir II ent-
schieden. Es ist nicht schwer zu durchschauen, warum die
Uberlegungen hier so leicht zu einem optimalen Ergebnis ge-
fiihrt haben: Dies liegt an der Konstellation der Auszahlungsta-
belle, namlich an der Tatsache, daB hier eine Zahl existiert, wel-
che die kleinste ihrer Zeile und gleichzeitig die groBte ihrer
Spalte ist (die Eintragung O in der zweiten Zeile und zweiten
Spalte). In einem Matrixschema ist es allgemein leicht zu iiber-
priifen, ob eine solche Eintragung existiert - und zwar nicht nur
bei einer 2 X m-Matrix, sondern allgemein bei einer n X m -
Matrix: Wir markieren einfach alle Zeilenminima und alle Spal-
tenmaxima (indem wir sie z. B. neben die jeweiligen Zeilen bzw.
unter die jeweiligen Spalten schreiben) und iiberpriifen, ob das
grofte Zeilenminimum gleich dem kleinsten Spaltenmaximum ist.
Ist dies der Fall, so haben wir damit gleichzeitig die optimalen
Wabhlen (,,Strategien®) fiir beide Spieler gefunden.

Bemerkung: Diese beiden optimalen Strategien zusammen bilden die
Losung des Spiels. Der Ort einer solchen speziellen Eintragung heift
Sattelpunkt und die Zahl selbst an dieser Stelle heilt Wert des Spiels.
Wir konnen also in diesem Fall auch Spiele untersuchen, bei de-
nen jeder Spieler mehr als zwei Wahlmdoglichkeiten zur Verfii-
gung hat, wie etwa bei einem Spiel mit der Auszahlungsmatrix
von Tabelle 3.

B Zeilen-
I O II IV V|minimum
1 o 11 [0 o [
A mi({-2 2 4 -1 -5 -5
m |2 -3 2 =2 2 -3
Spalten-
maximum 2 2 4 [1_)_] 2

Tabelle 3: Auszahlungsmatrix eines Spiels mit ,,Sattelpunkt*

Es ist hier leicht zu erkennen, daB sich in der ersten Zeile und
vierten Spalte ein Sattelpunkt mit dem Wert O befindet. Wahlt
Spieler A die Strategie I, so wird ihm garantiert, da8 er minde-
stens 0 gewinnt (also sicher nichts verliert); wihlt Spieler B
Strategie IV, so wird ihm garantiert, dal er hochstens 0 verliert.
Jede andere Wahl eines beteiligten Spielers konnte fiir diesen ei-
nen hoheren moglichen Verlust bedeuten, weshalb jedem zu ra-
ten wire, sich der jeweils optimalen Strategie zu bedienen (I fiir
A bzw. 1V fiir B).

In anderen Fillen eines Matrixspieles (ohne Sattelpunkt) kann
ebenfalls immer eine optimale Losung gefunden werden, und
zwar auch nach einem Minimax-Prinzip (siehe unten) - dies be-
sagt ein Kernsatz der Spieltheorie. Wenn dabei ein Spieler nur
zwei Wahlmoglichkeiten hat, so ist das Finden dieser optimalen
Losung besonders einfach, weshalb wir uns im folgenden auf
solche Fille beschrianken wollen.

Beispiel 3: Ein Spiel zwischen den Spielern sei - wie gewohnt -
durch eine Auszahlungsmatrix (Tabelle 4) gegeben. Welchen
Rat kénnte man den einzelnen Spielern geben?

Wir sehen, daB hier das grofte Zeilenminimum —1 und das
kleinste Spaltenmaximum 2 betrigt, also kein Sattelpunkt vor-
liegt. Uberlegen wir zunichst was passieren wiirde, wenn die
Spieler analog zu oben dichten (Minimierung des groBtmdogli-
chen Verlustes) und jene Strategie wihlten, bei der die schon an-
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B Zeilen-
I II |minimum

AI4—1E1

I (-2 2 =2

Spalten-
maximum

4

Tabelle 4: Auszahlungsmatrix eines Spiels ohne Sattelpunkt

gesprochene Sicherheit am groften ist. Spieler A miiite dann die
Strategie I wihlen und Spieler B die Strategie II - es ergibe sich
—1, also ein Verlust von A. Nun wiirde sich nach dem Spiel aber
A wahrscheinlich drgern und insoferne ist diese Wahl kaum als
optimal zu bezeichnen. Spieler A konnte sich z. B. denken:
»Wenn ich gewuBt hitte, da3 sich B fiir II entscheidet, dann hitte
ich selbstverstandlich auch II gewéhlt - ich hitte damit 2 gewon-
nen!“ Bei einer Wiederholung des Spiels wiirde er wahrschein-
lich II wihlen, wenn er damit rechnet, dafl B bei II bleibt. Und er
darf berechtigt darauf hoffen, denn Spieler B kann mit seiner
Wabhl ja zufrieden sein; dieser wire bei seiner Entscheidung fiir
II geblieben, selbst wenn er gewuft hitte, da3 A Strategie I wihlt
(er hitte sonst ja 4 verloren). In einem zweiten Durchgang wiirde
sich A also wahrscheinlich fiir II entscheiden, was B dazu bewe-
gen wiirde, sich in einem dritten Durchgang doch fiir I zu ent-
scheiden usw. - es kime nie zu einem stabilen Punkt, bei dem je-
der mit seiner Entscheidung zufrieden sein konnte.

Wir sehen, daB bei diesem Beispiel (auf Dauer) keine Strategie
der Spieler optimal sein kann %). Die Strategien I und II werden
auch ,,reine Strategien genannt (im Gegensatz zu den folgenden
»gemischten” Strategien), da sie die urspriinglichen (reinen)
Wahlméglichkeiten darstellen. Nun erhebt sich jedoch die Frage,
ob es nicht doch Uberlegungen bzw. in einem gewissen Sinn op-
timale Entscheidungen gibt, die den einzelnen Spielern ihre Si-
cherheit im Sinne der Minimierung des groffitmoglichen Verlu-
stes gibt (insbesondere auf lingere Sicht, wenn viele Spieldurch-
ginge absolviert werden).

Da die reinen Strategien nicht optimal sein konnen, wird es zu-
nichst naheliegen, diese in einem noch zu bestimmenden Ver-
héltnis zu mischen. Was soll aber mischen heilen? Wenn wir uns
z. B. fiir eine Mischung 1:1 entscheiden und diese so anwenden,
daB wir streng abwechselnd Strategie I und II wihlen, so wird
dies der Gegner ziemlich rasch durchschauen und sich darauf
einstellen. Es muf} also fiir den Gegner undurchsichtig bleiben,
welche Entscheidung wir im einzelnen Treffen, und dies kann z.
B. durch einen geheimen Zufallsmechanismus geschehen. Ent-
scheidet sich also z. B. Spieler A fiir ein Mischverhiltnis von
1:1, so konnte er z. B. jedesmal einen (geheimen) Miinzwurf fiir
sich entscheiden lassen, ob er nun I oder II wihlt, so daf} kein re-
gelmiéBiges (und fiir B vorhersehbares) Entscheidungsmuster
entstiinde. Auch fiir jede andere gewiinschte Mischung der rei-
nen Strategien 146t sich ein Zufallsmechanismus 4) vorstellen,
der mit den jeweiligen Wahrscheinlichkeiten fiir seine Ergebnis-
se dem Spieler seine Entscheidung fiir I oder II abnimmt (und
zwar prinzipiell nicht vorhersehbar - von keinem der Spieler).

) D. h. weder ,,immer I’ noch ,,immer II” kénnen zu einem optimalen
Ergebnis fiihren, da sich der jeweils andere Spieler darauf einstellen
und seinerseits entsprechend reagieren (,.kontern*) konnte.

) Die konkrete Konstruktion der einzelnen Zufallsmechanismen sei
hier nicht unser Thema!
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Wir untersuchen nun das Spiel, wenn sich Spieler A mit Wahr-
scheinlichkeit p fiir I und daher mit Wahrscheinlichkeit 1 — p fiir
II entscheidet; die analogen Wahrscheinlichkeiten der Wahlen
des Spielers B seien g bzw. 1 — g . Da jetzt Wahrscheinlichkeiten
ins Spiel gekommen sind, werden nun simtliche Uberlegungen
nicht mehr fiir tatsédchliche Gewinne bzw. Verluste anzustellen
sein, sondern nur mehr noch fiir erwartete. Erwartungswerte von
Gewinnen bzw. Verlusten werden daher im folgenden eine grofe
Rolle spielen.

Kann nun dem Spieler A analog zu den obigen reinen Mini-Max-
Strategien ein Rat gegeben werden, wie er p wihlen soll, damit
sein grofter erwarteter Verlust moglichst klein bzw. anders for-
muliert sein kleinster erwarteter Gewinn moglichst grof3 wird?
Gibt es eine optimale Losung durch gemischte Mini-Max-
Strategien? Wir konnen zundchst den Erwartungswert E[G] des
Gewinnes fiir A bestimmen, wenn wir fiir den Spieler B eine fixe
Wahl voraussetzen, z. B. 1. Dieser Erwartungswert ist dann of-
fenbar eine Funktion von p; die Schreibweise E[G(p,])] soll aus-
driicken, daf} beim betrachteten Erwartungswert der Spieler B die
Strategie I wihlt und er von p abhingig ist. Wir erhalten dafiir
(siehe Tabelle 4):

(1) E[Gp.D]=4-p+(-2)-(1-p)=6p-2

Wenn der Spieler B sich hingegen fiir II entscheidet, so betrigt
der erwartete Gewinn des Spielers A

() E[GpID]=(-1)-p+2-(1-p)=2-3p.

Nun weif} jedoch A nicht, ob sein Gegner B die Strategie 1 oder
II wéhlen wird und auch nicht mit welcher Wahrscheinlichkeit g
der Spieler diese Wahl trifft. Er kann sich nur darauf verlassen,
daB B sicher bemiiht sein wird, die Wahrscheinlichkeit g so zu
wihlen, daB der erwartete Gewinn von A minimiert wird. Der
Erwartungswert E[G] ist i. a. natiirlich nicht nur von p, sondern
selbstverstiandlich auch von g abhingig (die obigen Erwartungs-
werte wurden ja unter der Voraussetzung berechnet, daf3 sich B
entweder fiir I oder fiir II entscheidet) - wir bezeichnen im fol-
genden den Erwartungswert E[G(p,q)] des Gewinnes fiir A der
Kiirze und Ubersicht halber mit E(p,q) oder einfach mit E. Wir
erhalten dafiir anhand Tabelle 4 bzw. durch die Gleichungen (1)
bzw. (2) den Funktionsterm

(3) E=E[Gp.9)]=(6p-2)-q+(2-3p)-(1-gq),

den wir jedoch nur der Vollstandigkeit halber angeben - er ist fiir
das Weitere gar nicht wichtig! A weil} also, dal B das Minimum

min £ anstrebt, so dall er selbst danach trachten wird, diesen
q

minimalen erwarteten Gewinn moglichst gro3 werden zu lassen,
d. h. er wird versuchen, durch seine Wahl von p das Maximum
des kleinsten erwarteten Gewinnes

max (mink) =V,
p q

zu erreichen. Das fiir A in diesem Sinn optimale p kann nun gra-
phisch iiberraschend einfach ermittelt werden. In Fig. 1 sind die
zwei Graphen (Geraden) dargestellt, die den Gleichungen (1)
und (2) entsprechen - es handelt sich dabei ja um affin-lineare
Funktionen. Die Gerade I: E(p) = 6p — 2 stellt die Gewinnerwar
tung fiir A dar, wenn B sich fiir I entscheidet, die Gerade II: E(p)
=2 — 3p stellt diese fiir den Fall dar, daB B die Strategie II wihlt.
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AE(p) s, A*

Fig. 1: Graphische Darstellung der Gewinnerwartung in Abhéngigkeit
von p

Sei nun p = p, ein beliebiger Wert zwischen 0 und 1. Jede solche
(feste) Stelle p, entspricht einer speziellen Wahl von A, und bei
jedem p = p; kann in Fig. 1 abgelesen werden, in welchem Be-
reich sich die Gewinnerwartung fiir A bewegen wird (abhingig
von B bzw. dessen Wahl-Wahrscheinlichkeit ¢). Betrachten wir
zunichst z. B. die beiden Randpunkte p =0und p=1.Beip =0
(linker Rand in Fig. 1; A wiihlt also immer II) bewegt sich die
Gewinnerwartung zwischen —2 und 2. Bei p = 1 (rechter Rand in
Fig. 1; A wihlt immer I) bewegt sich die Gewinnerwartung zwi-
schen —1 und 4.

Genau dieselben Uberlegungen konnten wir nun fiir jeden Wert
p1 zwischen 0 und 1 anstellen, der erwartete Gewinn wird jeweils
zwischen beiden Ordinatenwerten von S; und S, liegen. Etwas
stirker ist in Fig. 1 jener Streckenzug eingezeichnet, der die je-
weilige kleinste Gewinnerwartung reprisentiert. Da A bestrebt
ist, diese kleinstmogliche Gewinnerwartung zu maximieren,
wird er sich fiir jenes p entscheiden, das beim Schnittpunkt M
der beiden Geraden liegt. Eine leichte Rechnung zeigt, daf} die-
ses popt hier % betrigt. Die dadurch gesicherte Gewinnerwartung

betrigt V, = % :

Dieser Wert pop = % hat nicht nur die Eigenschaft, daf er die
kleinstmogliche Gewinnerwartung moglichst groB werden 1dBt,
sondern noch eine andere ganz wichtige, die auch aus Fig. 1
unmittelbar abgelesen werden kann: Bei diesem Wert kann die
Gewinnerwartung (Ordinatenwert zwischen den beiden einge-
zeichneten Geraden) gar nicht mehr schwanken, sie ist unab-
héingig davon, ob B immer I, immer II oder irgendeine andere
Wahrscheinlichkeitsverteilung (g bzw. 1 — ¢) wihlt. Diese Wahl
von pop bzw. 1 — popt heiBt auch optimale gemischte Mini-Max-
Strategie.

Bemerkung: Insofern ist das Spiel eigentlich nicht als ,.fair zu
bezeichnen, da sich B iiberhaupt nicht gegen die Tatsache weh-
ren kann, im Mittel % an A zu verlieren, wenn dieser p = %
wiihlt. Dies bedeutet: Wenn B wiiite, dal A mit der gerade be-
stimmten optimalen Strategie spielt, dann brauchte er iiberhaupt
keine Uberlegungen mehr anzustellen, da er mit keiner einzigen
Strategie an der Gewinnerwartung von A etwas &ndern konnte.
Da er aber sich dessen nicht sicher sein kann, iiberlegt er lieber
selbst, ob es auch fiir ihn eine optimale Strategie gibt - um kei-
nen ,,bosen Uberraschungen* ausgesetzt werden zu konnen.

Versetzen wir uns nun in die Lage von B. Er weil, da sein Ge-
genspieler A bestrebt sein wird, die Gewinnerwartung E zu ma-
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ximieren. Analog wird er seinen Wert fiir g so wihlen, daf} die-

ses von A angestrebte Maximum maxE einen nur mdoglichst
P

kleinen Wert annehmen kann. Es gilt fiir ihn also durch seine
Wahl von ¢ das Minimum

(5) min(maxE) =:V,
9 P

anzustreben, wodurch er sicherstellt, da} sein grofiter erwarteter
Verlust den Wert V5 nicht iibersteigt. Die Auswahl des optimalen
Wertes qop kann wieder nach dem gleichen Prinzip erfolgen.
Wenn sich A stindig fiir I entscheidet, so erhalten wir fiir die
Gewinnerwartung von A

6) ELg=4-g+(-1)-(1-g)=5¢-1.
Wenn der Spieler A hingegen immer II wihlt, so ergibt sich
(7) ELg)=(-2)-q+2-(1-q)=2-4q.

Anhand der graphischen Darstellung dieser Gleichungen (siehe
Fig. 2) kann nun analog der Wert fiir g, ermittelt werden. Die
jeweils grofite Gewinnerwartung fiir A, die B ja minimieren will,
ist wieder etwas stirker ausgefiihrt, und fiir jeden festen Wert g,
ist wieder abzulesen, daB der erwartete Gewinn zwischen den
Ordinatenwerten von S; und S, liegen wird.

A E(g)

2
2

3
q=_(1) /

W= =

Fig. 2: Graphische Darstellung der Gewinnerwartung in Abhingigkeit
von g

Beim Schnittpunkt M der beiden Geraden ist offenbar die jeweils
grofte Gewinnerwartung (abhingig von p) am kleinsten, und wir
erhalten aus 5¢ — 1 = 2 — 4¢g unmittelbar goy = % Diese Wahl
von ¢ bedeutet nun analog, dal dann der erwartete Gewinn fiir A
den Wert V, =5 - % -1=2-4. -%- = % nicht iibersteigt. Mehr
noch, er betrdgt sogar genau % und zwar wiederum unabhingig
davon, welche Strategie der Spieler A wihlt. Jeder Spieler kann
also aus eigener Kraft dafiir sorgen, daB die Gewinnerwartung
fiir A den Wert % weder iiber- noch unterschreitet. Wenn nur ei-
ner der beiden mit seiner optimalen gemischten Mini-Max-
Strategie spielt, so ist die Stabilitit der Gewinnerwartung bei %
schon garantiert; da aber keiner vom anderen weif3, ob dieser
wirklich mit der optimalen Strategie spielt, werden beide lieber
selbst mit der optimalen Strategie spielen, um sozusagen dem
anderen ,,den Wind aus den Segeln zu nehmen* (seine Entschei-
dung hat ja dann keinen Einfluf mehr auf den erwarteten Ge-
winn).
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Bemerkungen:

e Esist hier iibrigens kein Zufall, da3

(8) max(minE) = min(maxE)
P g q p

bzw. V, =V,

gilt. Ein Hauptsatz der Spieltheorie garantiert dies zumindest fiir die
in Rede stehenden Matrixspiele. Ein elementarer Beweis
(Strahlensatz) fiir den Fall von 2 x 2-Spielen findet sich am Schlu3
des Aufsatzes - dieser ist sicher auch fiir den Schulunterricht geeig-
net. Dieser Wert wird analog zu den Sattelpunktspielen Wert des
Spiels genannt.

e In [7] (S. 240ff) ist ein dhnliches Spiel als ,Beispiel fiir moderne
anwendbare Mathematik® zu finden; es heift dort: ,,Das Resultat
kann man als einen Beitrag zum Weltfrieden deuten: Kennen zwei
Supermichte die Moglichkeiten des Gegners [...] und die jeweiligen
Gewinne oder Verluste, also das 'Auszahlungsschema', und traut
jeder dem anderen zu, daf3 er die optimale Strategie auszurechnen
vermag, so konnen sie sich auch ohne 'heilen' Krieg auf das Er-
gebnis einigen ... (S. 244).

e Wird das beschriebene Verfahren auf Beispiel 1 angewendet, so

ergibt sich als optimale Losung pop = Gope = % bzw. V=V, =0.

Wenn beide Spieler z. B. drei reine Strategien zur Verfiigung
haben, so gibt es auch ein dhnliches graphisches Verfahren zur
Losung - es miissen ,,nur” Ebenen im Raum statt Geraden in der
Ebene gezeichnet werden °); wir wollen jedoch nicht niher dar-
auf eingehen und betrachten statt dessen im folgenden ein Bei-
spiel, bei dem der Spieler A zwei reine Strategien und der Spieler
B fiinf reine Strategien hat. Wenn namlich nur einer der beiden
mehr als zwei reine Strategien hat, so verkompliziert sich das
Losungsverfahren kaum, insbesondere findet man mit analogen
ebenen Darstellungen das Auslangen!

Beispiel 4: Wir wollen nun jenes Spiel betrachten, dessen Aus-
zahlungsmatrix in Tabelle 5 wiedergegeben ist. Dabei fillt viel-
leicht auf, daB keine einzige negative Eintragung vorliegt
(Spieler B konnte also nie etwas gewinnen). Dazu ist zu sagen,
dal es sich hier nicht um ein Spiel eines Spielbudenbesitzers
handeln kann (niemand wiirde darauf einsteigen), sondern z. B.
um eine gegebene Situation, aus der die ,,Spieler nicht ausstei-
gen, sondern nur versuchen konnen, das Beste daraus zu machen.
[Oder die Eintragungen sind das Resultat einer Erhohung jeder
Zahl um z. B. 3, mit dem Ziel, negative Zahlen zu vermeiden, so
daB die urspriingliche erste Zeile vielleicht 4, —1, -3, 2, -2 gelau-
tet hat; solche ,,Transformationen* wiren klarerweise erlaubt.]

B Zeilen-
I II II IV V|minimum
& I 72 0 5. 1 0
0|2 47 a4 5
Spalten-
maximum 7 IZJ 7 SIS

Tabelle 5: Auszahlungsmatrix bei Beispiel 4

Sei wieder A der Maximumspieler, der danach trachtet, seinen
Minimalgewinn zu maximieren. Wir machen zur Losung wieder
eine Skizze wie Fig. 3. Da B jetzt nicht nur zwei, sondern fiinf
reine Strategien zur Auswahl hat, miissen wir auch fiinf Geraden
(Strecken) in die Skizze einzeichnen (i. e. Funktionsgraphen fiir

%) Wenn beide mehr als drei Strategien zur Auswahl haben, miissen
rechnerische Verfahren der Linearen Optimierung angewendet werden.
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die Gewinnerwartung). Dafiir brauchen die einzelnen Gera-
dengleichungen (wie oben z. B. Gleichungen (1) und (2)) gar
nicht explizit bestimmt zu werden: Wenn B z. B. die Strategie I
wihlt, so hat die Gewinnerwartung bei p = 0 (d. h. A wihlt sicher
IT) den Wert 2, wihrend sie bei p = 1 (d. h. A wihlt sicher 1) 7
betrigt (siehe Tabelle 5). D. h. wir konnen die Strecke ganz ein-
fach erhalten, indem wir den Punkt (012) mit dem Punkt (117)
verbinden. Analog verfahren wir mit den anderen vier Moglich-
keiten der reinen Strategien von B und erhalten so die in Fig. 3
eingezeichneten fiinf Funktionsgraphen der Gewinnerwartung
(Strecken). Der jeweils kleinste erwartete Gewinn, den A zu
maximieren sucht, ist wieder etwas stiarker ausgefiihrt. Fiir jedes
feste p kann nun das Intervall abgelesen werden, in dem die
Gewinnerwartung (abhédngig von der Strategie des Spielers B)
liegen wird. Fiir den eingezeichneten Wert p; wird die Gewinn-
erwartung zwischen den Ordinatenwerten der Punkte S und S,
liegen.

<

~
I
o

Ny R

Fig. 3: Graphische Darstellung der Gewinnerwartung in Abhingigkeit
von p

Wir sehen, daf3 die minimale Gewinnerwartung (fiir A) im Punkt
M am groBten ist, dieser ist der Schnittpunkt der Geraden I und
II. Es geniigt also, die Gleichung dieser beiden Geraden explizit
zu bestimmen, um deren Schnittpunkt zu errechnen. Wir erhalten
hierfiir I : E(p) = 5p + 2 bzw. II: E(p) = 4 — 2p und deren Schnitt
liefert p = 2. Wenn also Spieler A mit Wahrscheinlichkeit Z die
Strategie I und mit Wahrscheinlichkeit 2 sich fiir I entscheidet,
dann sichert er sich eine Mindestgewinnerwartung - wie leicht
nachzurechnen ist - von V; = 32 . Es besteht hier allerdings zum
obigen Fall, bei dem beide Spieler nur iiber zwei reine Strategien
verfiigten, ein wesentlicher Unterschied: Wenn der Spieler A mit
seiner optimalen gemischten Mini-Max-Strategie spielt (p = %),
dann ist hier der erwartete Gewinn nicht mehr unbedingt gleich
V1, sondern wirklich groBer oder gleich V), der erwartete Gewinn
kann sehr wohl noch schwanken (hier bis zum Ordinatenwert der
Gerade III, der hier genau 5 betrdgt) und ist nicht unabhingig
von der Strategie des Spielers B (hier also: V; = 3% <EXY).

Nun versetzen wir uns wieder in die Lage des Spielers B, fiir den
man scheinbar jetzt nicht mehr so leicht zu einer optimalen Lo-
sung kommt, da er nicht nur zwei, sondern fiinf reine Strategien
besitzt - und fiinfdimensionale graphische Darstellungen sind
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eben nicht mehr gut moglich. Der schon erwihnte Hauptsatz der
Spieltheorie sichert zunichst wenigstens die Existenz einer op-
timalen Losung fiir B mit der gleichen optimalen Gewinnerwar-
tung V, = Vi= 3%. Wir wissen nur noch nicht, mit welchen
Wabhrscheinlichkeiten B die Strategien I bis V wihlen soll, um zu
sichern, daB der Maximalgewinn von A (= Maximalverlust von
B) den Wert des Spieles, ndmlich 3% nicht iiberschreitet. Werfen
wir noch einen Blick auf Fig. 3. Wenn A mit seiner optimalen
Strategie p = % spielt - und B muB wohl damit rechnen - , wird
nur im Schnittpunkt M selbst (und nicht schon automatisch bei p
= %—, unabhiingig von B) die Gewinnerwartung (fiir A) von 3%
nicht iiberschritten. B muB also auch selber Uberlegungen anstel-
len, um den erwarteten Verlust wirklich durch 3% zu beschrin-
ken. Der Punkt M ist Schnittpunkt der beiden Strecken I und II,
was bedeutet, daB B im optimalen Fall nur eine Mischung der
beiden Strategien I und II verwenden darf. Die Fig. 3 hilft uns
also, jene reinen Strategien von B zu entdecken, die er iberhaupt
verwenden darf, und dies sind im Normalfall nur zwei - wie hier.
Das gegebene Spiel reduziert sich also auf ein einfacheres Ma-
trix-Spiel, bei dem beide nur zwei reine Strategien besitzen. Die
Auszahlungstabelle fiir das vereinfachte Spiel lautet dann so wie
in Tabelle 6.

B
I II
A I 7 2
11 2 4

Tabelle 6: Auszahlungsmatrix des reduzierten Spiels

Dieses Spiel 148t sich analog zum vorherigen nun auch aus der
Sicht von B optimal 16sen; es ergeben sich hier fiir ihn ebenfalls

die gleichen Werte wie fiir A, ndmlich Z bzw. 3.

Bemerkung: Es konnte auch passieren, daB es keine eindeutige opti-
male Losung (p = pop) fiir A gibt, sondern ein ganzes Intervall. Dies
wire in Beispiel 4 bzw. Fig. 3 dann der Fall, wenn die Gerade II zwar
durch M, aber parallel zur p-Achse verliefe. In Spalte II der Tabelle 6

miifte dafiir zweimal der Wert 3% stehen. B miite dann immer die
reine Strategie II wihlen bzw. fiir A wire jedes p mit % <p< ;—é (wie

man leicht nachrechnet - Schnitt dieser Parallelen mit V) eine optimale
Losung.

Wenn durch den optimalen Punkt M in Fig. 3 mehr als zwei
Strecken gingen - das Spiel lieBe sich ja dann nicht eindeutig auf
zwei Moglichkeiten fiir B reduzieren -, so kann mit Hilfe einer
einfachen Zusatziiberlegung aber trotzdem eine optimale Losung
fir B gefunden werden (vgl. die Bemerkung am Ende des Bei-
trages auf S. 107).

In manchen Situationen kann jedoch die Bestimmung der opti-
malen Strategie nur eines Spielers fiir die Beantwortung eines
Problems ohnehin reichen - wie z. B. in folgender ,Spiel-
situation®:

Beispiel 5 (vgl. [4], S. 96): Ein Arzt moge unter zwei Medika-
menten M, und M, eines auswihlen kdnnen, um eine Krankheit
zu behandeln, von der bekannt ist, daB genau einer von zwei
moglichen Erregern E; und E, die Krankheitsursache ist. Auf-
grund statistischer Untersuchungen der Arzneimittelfirma seien
die bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir die Heilung eines Patien-
ten durch die einzelnen Medikamente sehr genau bekannt, wenn
ein bestimmter Erreger vorliegt (siehe Tabelle 7). Welches Me-
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dikament soll der Arzt verschreiben, wenn er keine Informatio-
nen iiber die Krankheitsursache (= Erreger) hat?

E; E,
M, 0,6 0,4
M, 0,3 0,9

Tabelle 7: ,,Auszahlungsmatrix*“ des Spiels Arzt - Natur

Das Problem kann als ,,Zweipersonen-Spiel* zwischen Arzt und
Natur aufgefaBt werden: Die Natur wihlt (geheim) eine der bei-
den Ursachen und der Arzt wihlt eines der beiden Medikamente.
Die ,,Auszahlungen® seien hier nicht Gewinne, sondern Hei-
lungswahrscheinlichkeiten. Die Tabelle 7 gibt z. B. an, daB das
Medikament M, bei Vorliegen des Erregers E; in 60% der Fille
erfolgreich wirkt. Analog sind die anderen bedingten Wahr-
scheinlichkeiten zu interpretieren.

Wiire dem Arzt die Krankheitsursache bekannt, so wire es wohl
keine besonders hohe Kunst, die richtige (optimale) Wahl der
Medikamente zu treffen (bei E; wiirde er wohl M, und bei E, das
Medikament M, wihlen). Wir wollen jedoch eine optimale Ent-
scheidung des Arztes auch dann finden, wenn er gar nichts tiber
die zwei moglichen Ursachen weill 6). Der Arzt (der Maximum-
Spieler) will offenbar mdglichst groBe Eintragungen in der
,,Gewinnmatrix* erreichen; er will naturgemé das Risiko mi-
nimieren, d. h. seine Einsatzwahrscheinlichkeiten fiir die Medi-
kamente so wihlen, daB die jeweils kleinstmogliche Heilungs-
Chance moglichst groB wird. Fiir diese Heilungs-Chance kann er
dann garantieren. Durch das einfache graphische Losungsverfah-
ren erhalten wir hier pop = % bzw. V; = 0,525 (= ,,Wert des
Spiels®). Wenn also der Arzt in 75 % aller Krankheitsfille, in
denen er nichts iiber die Ursache wei3, das Medikament M; ver-
schreibt und in 25% das Medikament M,, dann verhdlt er sich
optimal in dem Sinne, daB bei jeder anderen Wahl von p seine
Erfolgsaussichten, fiir die er garantieren kann, geringer wiren
(das Minimum der Heilungs-Chance ist hier eben maximal). Der
Arzt miiBte also - so befremdend dies auch klingen mag - einen
Zufallsmechanismus iiber den Medikamenteneinsatz entscheiden
lassen, der mit Wahrscheinlichkeit % ein bestimmtes Ergebnis

liefert, bzw. mit Wahrscheinlichkeit % dieses eben nicht liefert
7).

Da es sich um ein 2 x 2-Spiel handelt, stellt der Wert 0,525 hier
nicht nur seine minimale Chance dar, sondern genau die
(eindeutige) Chance fiir Heilung, vollig unabhéngig davon, mit
welchen relativen Hiufigkeiten die zwei Erreger als Krankheits-
ursache auftreten!

Zum SchluB sei noch ein besonders elementarer Beweis des
Hauptsatzes der Spieltheorie (hier nur fiir 2 X 2-Matrixspiele)

®) Dies ist natiirlich nicht realistisch, denn wenn die Pharma-Firma
schon grofe statistische Untersuchungen durchfiihrt, dann wird sie
wohl z. B. auch untersuchen, mit welcher Wahrscheinlichkeit bei Vor-
liegen der Krankheit die eine oder die andere Ursache in Frage kommt.
Diese Information wiirde dem Arzt natiirlich wesentlich helfen, denn
sie wiirde ihm die gemischte Strategie seines Gegners - der Natur - be-
kanntgeben, mit welcher Wahrscheinlichkeit also von der Natur E,
bzw. E, als Ursache ,,gewihlt” wird.

7) Auch bei den iiblichen und notwendigen Medikamenten-Vergleichs-
tests bestimmt oft der Zufall, ob ein Patient der Versuchsgruppe oder
der Vergleichsgruppe angehoren soll, also dariiber, mit welcher Metho-
de der einzelne Patient behandelt wird.
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angefiihrt (fiir einen @hnlichen und einen weiteren siehe z. B.
(8D.

Hauptsatz der Spieltheorie: Bei jedem Zwei-Personen-Null-
summenspiel (hier: mit jeweils 2 Wahlmoglichkeiten der Spie-
ler) mit einem Auszahlungsschema wie in Tabelle gibt es opti-
male Werte pop und g, (im obigen Sinn) und es gilt:

V)= max(minE(p,q)) = min(max E(p,q)) =:V,.

P q g p
B
I 1I
A I a b
1T c d

Tabelle 8: Allgemeine Auszahlungsmatrix eines 2 X 2-Spiels

Beweis des Hauptsatzes *): In Fig. 4 ist die Situation in Abhén-
gigkeit von p wieder graphisch dargestellt. Zunichst ist klar, da3

der Wert max(minE(p,q)) =V, offenbar als Ordinate des
P g

Punktes M abzulesen ist. Fiir die Koordinaten des Punktes M er-
gibt sich iibrigens (Schneiden der beiden Geraden)

d-c

ad — bc
N R N )
Nun bringen wir den zweiten Spieler B ins Spiel und wollen sei-
ne Strategien in derselben Fig. darstellen. Er mischt seine Stra-
tegien I und II im Verhéltnis g : (1 — g), d. h. die Strecken ab und
cd werden im Verhiltnis (1 — g) : g geteilt (Punkte X und Y). Je-
de gemischte Strategie von B (Wahl von ¢) kann in Fig. 4 durch
eine Strecke XY dargestellt werden, die durch M geht (also im
Winkelraum aMb bzw. cMd liegt, Strahlensatz!).
Jede solche Strecke XY (durch die Wahl von g bestimmt) stellt
die jeweilige Gewinnerwartung fiir A in Abhingigkeit von p dar;
insbesondere ist z. B. E(I,g) = X (bei p = 1) oder E(Il,q) = Y (bei
p = 0). In Fig. 4 ist diese Gewinnerwartung auch fiir ein speziel-
les Wertepaar (p, g ) eingezeichnet. Fiir V, folgt nun aus Fig. 4
unmittelbar (die Extrema bei einer geraden Strecke befinden sich
- zumindest auch - am Rand!)

Il

V,= min(maxE(p,q))

min (max[E(Lq), E(I1,q)])
q 14 9

min(max[X,Y]) =V,
q

da jede Strecke XY (im Winkelraum aMb bzw. cMd) durch den
Punkt M geht und V; dessen Ordinate ist. Die fiir B optimale
Wahl von g ist also jene, die in Fig. 4 durch die strichlierte
waagrechte Linie dargestellt wird; dann betragt ja, wie wir auch

8) Hier soll nicht die Existenz einer optimalen Losung, sondern nur die
Tatsache V| = V, bei einander schneidenden Strecken (Graphen der
Gewinnerwartung fiir A) bewiesen werden - der optimale Punkt M soll
deren Schnittpunkt sein, d. h. eine Strecke habe positive und eine nega-
tive Steigung. In diesem Fall (und nur in diesem!) gibt es fiir beide
Spieler eine eindeutige optimale Losung in den gemischten Strategien.
Alle anderen moglichen Fille, wie die Graphen der beiden Gewinner-
wartungen (E(p,I) und E(p,II)) zueinander zu liegen kommen konnten
(siehe z. B. [6, S. 42]), werden hier nicht beriicksichtigt. Sie bediirfen
jedoch allesamt keiner vollig neuen Uberlegungen - im Gegenteil, sie
sind sogar meist einfacher, da die optimale Losung dann i. a. im Be-
reich der reinen Strategien zu suchen ist. -
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A E(p)

y
0 Popt P 1 p

Fig. 4: Graphische Darstellung der Gewinnerwartung in Abhéngigkeit
von p

schon weiter oben bei der Darstellung der Gewinnerwartung in
Abhingigkeit von g gesehen haben, die Gewinnerwartung immer
Vi - unabhingig von der Strategie des Spielers A (Wahl von p).

Rechnerisch kann g, auch dadurch leicht gefunden werden, in-
dem man die beiden Steigungen (a — ¢ und b — d) so ,,mischt*,
daB sich insgesamt Steigung 0 ergibt:

(@-0)-q+®b-d)-1-¢9=0
—(b —d)

= Aot T gy -(b-d)

Bemerkung: Wir haben gesehen, daB} in unserem Fall der Spieler B die
Wahl von g so treffen muf}, da3 die Gewinnerwartung (bei der Darstel-
lung in Abhingigkeit von p) einer waagrechten Strecke entspricht.
Darin liegt auch eine Losungsidee, falls es bei mehreren Wahlméglich-
keiten fiir B der Fall sein sollte, dal durch den optimalen Punkt M mehr
als zwei Strecken gehen - dies konnte z. B. bei einem Spiel wie in Fig.
3 eintreten. Spieler B miifite seine in Frage kommenden Strategien
(Steigungen der durch M gehenden Strecken) also so mischen, da3 er
eine Waagrechte (Steigung 0) erhilt. Sollten z. B. durch M drei Strek-
ken gehen, wobei eine positive Steigung und zwei negative Steigung
haben (k; > 0; k, k3 < 0), so kann dies B durch Mischen der positiven
mit einer der beiden negativen Steigungen erreichen (dies ergibe schon
zwei verschiedene optimale Losungen), nicht jedoch durch alleiniges
Mischen der beiden negativen Steigungen (Strategien). Er konnte na-
tiirlich auch alle drei Strategien mit g;, g, bzw. g3 mischen unter der
Bedingung g, + g2+ g3=1und g1k; + ¢ ko + g3 k3=0 (0 < ¢; < 1), was
unendlich viele weitere optimale Losungen bedeutete. Sollten die Stei-
gungen aller durch den Schnittpunkt M gehenden Strecken dasselbe
Vorzeichen haben, so kann M ja gar nicht der optimale Punkt sein!
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Potenzsummen und Gleichungssysteme

Gerhard Steinbach

In diesem Beitrag wird gezeigt, wie man mit Hilfe von Glei-
chungssystemen die Summe der k-ten Potenzen

*22*+3 2K %0
berechnen kann. k und n bezeichnen natiirliche Zahlen.

Theoretischer Hintergrund

Betrachtet man die Summenformeln fiir die Spezialfille k =
1, 2 oder 3, so sieht man, daB sich die Summe der k-ten Potenzen

stets als Funktionswert p,, (n) = ak+1nl"+1 + aknk +K +an ei-
nes Polynoms vom Grade k +1 an der Stelle n berechnen 14ft,

welches durch den Ursprung verlduft. Diese Aussage ist allge-
mein fiir jedes k giiltig. Es gilt ndmlich folgender

Satz: 1 + 28 +3° + K +n* =kl (B, (n +1) = By, (0)),

wobei By, die Bernoulli-Polynome vom Grad k + 1 sind.
Die Bernoulli-Polynome sind wie folgt rekursiv definiert:

By(x) =1

1

d

i B,(x) = B,_; (x) mit JBk (x)dx=0 fir k=1
0

Die Theorie kann man z. B. nachlesen in [1]. Wie man Formeln
fiir Potenzsummen mit Hilfe der Integralrechnung im Unterricht
anschaulich gewinnen kann, ist in [2] dargestellt.

Elementare Herleitung der Formeln fiir k=1,
2 und 3 mit Hilfe linearer Gleichungssysteme

Wir verwenden den folgenden allgemeinen Ansatz:
k k | Ak k k1l k
1"+2"+3 +K +n =ak+1n++akn +K +an,

wobei die rechte Seite mit p,,, (n) abgekiirzt wird. Fiir p;,, gilt
offensichtlich
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P+ 1) = Py () = (n+ 1, also
k+1 k+1

) Ya,(n+1) - Xan =m+D".

i=1 i=1

Diese Beziehung (*) fiihrt durch Koeffizientenvergleich auf ein
lineares Gleichungssystem mit k + 1 Gleichungen, aus denen
sich die a;, 1<i < k+ 1, berechnen lassen (vgl. die folgenden

Beispiele). Das Gleichungssystem besitzt Diagonalform.

2.1. Formel fiir k = 1
Ansatz: 1 +2 + ... + n=an’ + an
Wegen (*) folgt:

a, (n+ 1)2 +a(n+1) - (a2n2 +an)=n+l.

Zusammenfassen der linken Seite ergibt

2a,n + (a; + ay) =n+1.

Koeffizientenvergleich liefert folgendes lineares Gleichungssy-
stem:

1
1

1. a + a4y
2. 202

Die Losung ist a, = 5 und a; = 7.

it oil 5 +K 1, 1 n(n +1)
Somit gilt 1 + 2 + tn=5n ton=—"">

2.2. Formel fiir k = 2:

2 +22+32 +K +n° =a3n3 +a2n2 +an.
Wegen (*) gilt

ay (n+1)° +a, (n +1)7 + a; (n +1)

3 2 2
—(azn” +a,n” +apn)=(n+1)".
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