Wanze auf der heilsen Ofenplatte
Berechnung

Koordinaten auf der Ofenplatte: x, y

Temperatur: Der Einfachheit halber sei die “Ofenplatte” in
der Mitte kalter.

T, y)=1+x2+y?

Plot[1+abstand2, {abstand, 0, 2.2}, PlotRange -» {0, 5.3}, PlotStyle - Red,

AxesStyle » 16, AxesLabel - {\/ X2 +y? , T}, ImageSize » 600]
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Warmeausdehnung: 1 Wanzenmeter hat bei der Temper-
atur T die Lange (einfaches Modell)

L==T.

N =

Zwei nahe benachbarte Punke

A=(X,Y)
B=(X+dx,y+dy).

In der Nahe der beiden Punkte herrscht die Temperatur

T(X, y). Ein Wanzenmeter betragt dort (in “von aul3en”
betrachteter, konventioneller Lange ausgedrickt)

L=2(1+x°+y?).

Die Wanze misst die Entfernung zwischen A und B: Die
Entfernung betragt n Wanzenmeter, wenn

an\/dx2+dy2,

daher

%(1+x2+y2)=\/dx2+dy2
= n=—% \/dx2+dy2

1+X%+y?

Das Quadrat der von der Wanze gemessenen Entfernung
zwischen A und B  Dbetragt daher
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ds® = —— (dx® + dy?)

(1+x%+y?)

Das ist die Metrik eines “gekrimmten Raumes”!

Uberraschung:

Diese Geometrie ist genau die Geometrie der
Einheitssphéare! (So kdnnte die Geometrie auf der
Einheitssphare definiert werden!)

Nordpol: x=y =0
Aquator: x? +y? =1

Sidpol: X2 +y? - oo

N

Betrachten wir einen “Kreis” mit Mittelpunkt Nordpol:

x*+y%=a’ (“Kreisgleichung”)
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Achtung! a ist nicht sein Radius!

Sein Radius (gemessen beiy = 0):
r = [ds|y-o = [dx —%5 = 2atan(a)

1+x2

Sein Umfang:
_ _ 2 _
U—de|X2+y2:a2—1+a2-27Ta— >

Plot von r und u als Funktion von a:

45ra 7T
(1+a2) 2

Show[PIot[{Z ArcTan[a], , T, 2 7r} ,

{a, 0, 10}, Ticks » {Range[lO] , g Range[4]},

PlotStyle » {Red, Blue, {Red, Dotted}, {Red, Dotted}, {Blue, Dotted}},
AxesStyle -» 16, AxesLabel - {a, {Style[r, Red], Style[u, Blue]}},

ImageSize -» 600] , Graphics[{Dotted, Line[{{1, O}, {1, 27r}}]}]]
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x und y sind lediglich etwas ungewohnliche Koordinaten
auf der Sphare!

Einbettung in den 3-dimensionalen euklidischen Raum:
Definiere Koordinaten

£ = _2x

1+x%+y?
_ 2y
1+x2+y?

1-x2+y?
1+X%+y?

In diesen Koordinaten ist

dé® + dn® + d? = ——; (dx® + dy?) = ds?

(1+x2+y?)
2 X 2 2y 2 1-x2-y2.2 ) )
Dt[1+xz+y2] +Dt[1+xz+y2] +Dt[1+x2+y2] /7 Simplify
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Plot der eingebetteten Geometrie:

2x 2y 1-x2-y?

Show[ParametrlcPlot3D[{1+X2+y2, 1+x2+y2’ Lexey? ,

{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, RegionFunction -» Function[{x, y}, x* +y® < 25],

TiCkS_) {{_11 1}1 {_11 1}1 {_11 1}},
PlotRange -» {{-1.05, 1.05}, {-1.05, 1.05}, {-1.05, 1.05}},

AxesLabel » {&, n, £}, AxesStyle -» 20, ImageSize - 550, PlotPoints -» 100] ,

Graphics3D[{PointSize[.02], Point[{0, O, 1}]}]]




