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Zusammenfassung:

Bestimmte Teilgebiete und Problemstellungen des Mathematik-Unterrichtsstoffs eignen sich besonders gut zur multimedialen Aufbereitung. Anhand des Projekts mathe online (beheimatet unter http://www.univie.ac.at/future.media/mo, Projektdauer März 1998 - Februar 1999) werden einige didaktische Konzepte, die dieses Ziel ansteuern, und ihre Realisierung besprochen. Zuletzt werden einige kritische Bemerkungen zur Frage des unterstellten „Lernmodells“ angestellt.

1. Einleitung

Die modernen Informationstechnologien werden tiefgreifende Veränderungen in den Lehr- und Lernmethoden bewirken. Diese können als Chancen für den Mathematikunterricht begriffen werden. Der Stand der Technik ermöglicht die Gestaltung von Lehrmitteln, die den Prozeß des Verstehens auf neuartige Weise fördern können. Die unmittelbare Reaktion eines Multimedia-Programms auf Eingaben der BenützerInnen in einer dynamischen Lernumgebung bringt das traditionelle Ziel, mathematische Vorgänge auf einer tieferen Ebene als der bloß algorithmischen zu verstehen, wieder in Sichtweite. Dabei können - durch geeignete Visualisierungen - insbesondere spontane und intuitive Aspekte des Lernens angesprochen werden. 

2. Erarbeitetes und spontanes Verstehen

Eine im mathematischen Lehrablauf häufig auftretende Situation besteht in der Zusammenführung von Begriffen, die, für sich genommen, bereits bekannt sind und in ausreichend abgerundetem Maß zur Verfügung stehen. Dabei handelt es sich meistens um Definitionen oder Lösungsstrategien. Insbesondere im Fall von Definitionen liegt im Sinne des logischen Aufbaus kein besonderes Problem vor: Bekanntes wird kombiniert, wodurch das Neue von vornherein auf Altes reduziert ist. 

In der Praxis der kognitiven Aneignung bestehen allerdings große Schwierigkeiten, dieses Neue mit jener Qualität des Selbstverständlichen auszustatten, die seine Bestandteile besitzen. Oft ist damit ein langwieriger Prozeß verbunden, der aus Wiederholung, Einübung und selbständig gemachter Erfahrung (z.B. was die mehrmalige „Wieder-Entdeckung“ oder praktische Benützung des neuen Begriffs betrifft) besteht. Dies ist aber nicht notwendigerweise der Fall. MathematikerInnen kennen den Vorgang des spontanen Verstehens, des intuitiven Erfassens einer Situation oder eines Begriffs aus ihrer eigenen Praxis. Derselbe Vorgang ist Lernenden nicht prinzipiell verschlossen. In ihm kommt die logische Formulierung einer Definition mit dem Erleben ihres Gehaltes - als eines verständlichen und relevanten Sachverhalts - recht gut zur Deckung. In der Praxis können wir erwarten, auf Mischformen zu stoßen, die spontane und intuitive Elemente im Verstehensprozeß fördern und ihn dadurch beschleunigen.

Je intensiver derartige Verstehens-Prozesse genützt werden können, umso eher können „Er-Arbeiten“ und „Üben“ auf ihre klassischen Zwecke reduziert werden - der Erlangung verfahrenstechnischer Fertigkeiten und den Umgang mit konkreten Problemen.

Damit soll nicht gesagt werden, daß Begriffsbildung im Mathematikunterricht durchgängig leicht und intuitiv geschehen kann. So wird – um ein Beispiel zu nennen – die erste Bekanntschaft mit negativen Zahlen und ihrer Multiplikation für Lernende immer eine große Schwierigkeit darstellen. Der Verweis, die Rechenregel (-2)(-3) = 6 erwachse aus einer Definition, macht diese grundsätzliche Hürde nicht viel kleiner.

Die Frage allerdings, welche der zentralen Begriffsbildungen durch mühsames „Er-Arbeiten“ angeeignet werden müssen (entweder nach oder anstelle ihrer logischen Verlautbarung als Definition), und für welche Begriffsbildungen das Ziel schnelleren oder sogar spontanen Verstehens auch Lernenden zumutbar ist, wird von kulturell geprägten Denk- und Vorstellungsmustern ebenso mitbestimmt wie durch die zur Verfügung stehenden Techniken der Lernunterstützung.

3. Das Projekt mathe online

In den nachfolgenden Abschnitten möchte ich anhand einiger Beispiele demonstrieren, daß die modernen multimedialen Gestaltungsmöglichkeiten gerade in dieser Hinsicht Raum für neue didaktische Zugänge schaffen.

Die zitierten Beispiele entstammen dem in Zusammenarbeit mit Petra Oberhuemer durchgeführten Projekt mathe online, im Rahmen dessen ein interaktives und multimediales Online-Angebot zum Oberstufenstoff Mathematik aufgebaut wird. Die bereits entwickelten Lerneinheiten sind unter der Adresse

                                http://www.univie.ac.at/future.media/mo/

abrufbar. (Für eine detailliertere Darstellung des Projekts siehe den Beitrag von Petra Oberhuemer).

Empirische Tests, die die Haltbarkeit des hier dargestellten Konzepts und die Brauchbarkeit seiner Realisierung in der konkreten Unterrichtssituation zeigen sollen, werden im Laufe des Schuljahres 1998/99 durchgeführt werden.

4. Die Ableitung und der Schieberegler

Der Begriff der Ableitung einer Funktion gehört zu den zentralen Pfeilern der Oberstufen-Mathematik. Formal läßt sich der Ableitungsbegriff auf verschiedenen Wegen einführen. Einer der problemlosesten Zugänge läuft über die geometrische Situation am Graphen einer Funktion. Im Rahmen eines Szenarios möchte ich vorschlagen, folgende drei Begriffe als bekannt und ausreichend vertieft anzunehmen:

· den Begriff der Funktion (f : R ( R),
· den Begriff des Graphen einer Funktion und

· den Begriff des Anstiegs einer Geraden in einem Koordinatensystem als Maß ihrer Steilheit (am besten in Form der Regel: „1 nach rechts, k hinauf (bzw. –k hinunter)“).

Die kognitive Aneignung dieser Begriffe stellt jeweils ein eigenes Problemfeld dar und ist hier nicht das Thema. Die Graphen der meisten den Lernenden bekannten Funktionen sind glatt – sie haben weder Knicke noch Sprünge – und besitzen daher in jedem ihrer Punkte eine Tangente. Ohne zunächst auf Berechnungsprobleme einzugehen, kann die Ableitung einer solchen Funktion als der „Anstieg der Tangente an den Graphen“ eingeführt werden. Dabei verläßt man sich auf die intuitive Bedeutung des Tangentenbegriffs. (Die Berechnung wird in diesem Zugang später durchgeführt, gewissermaßen als technische Konkretisierung einer im Prinzip bereits bekannten Sache. Dies soll die Schwierigkeiten, die sich dann stellen, nicht unterbewerten. Hier geht es um die Einstiegsproblematik, die erste Bekanntschaft mit dem Konzept der Ableitung, die die damit verbundene Vorstellung nachhaltig prägt).

Geschieht dies unter Zuhilfenahme von Tafel- oder Papierskizzen, so wirft die Definition etliche Probleme auf . Zunächst kann in einer Skizze die Tangente und die Hilfslinienkonstruktion, die ihren Anstieg ablesbar macht, nur für wenige Stellen x eingezeichnet werden. Damit kommt der Variablen der Variablencharakter tendenziell abhanden. Konsequenterweise wird die Ableitung oft zunächst als „Ableitung in einem Punkt“ eingeführt; die Erweiterung auf den Begriff der Ableitung als Funktion wird später vorgenommen. Daher kann auch die mathematische Notation, die die formale Beschreibung der Ableitung etwa in der Form x ( f ´(x) vorsieht (als logisch auf derselben Stufe wie x ( f(x) ), erst in einem weiteren Schritt vorgenommen werden. Üblicherweise wird spätestens im Anschluß daran – wenn nicht schon zu Beginn - das Problem der Berechnung von Ableitungen (als Grenzwert von Differenzenquotienten) aufgeworfen. Werden in der Folge die ersten tatsächlich interessanten Anwendungen behandelt, wie z.B. Extremwertaufgaben, so mag sich mittlerweile die Einsicht in die hier vorliegenden Strukturen und ihrer Formalisierung bereits verflüchtigt haben. Als Konsequenz werden die Strategien zur Lösung von Extremwertaufgaben von Lernenden vielfach schematisch und ohne tieferes Verständnis für ihre Begründung durchgeführt. Der weitergehende Begriff des Wendepunkts mag dann auf schlecht vorbereiteten Boden fallen, so daß zum Anlaß der Kurvendiskussionen der gesamte Sachverhalt ohnedies nochmals gelernt werden muß. 

Das auf der Web-Site von mathe online  bzw. unter der WWW-Adresse

http://www.univie.ac.at/future.media/mo/galerie/diff1/diff1.html#ableitung

abrufbare Java-Applet „Zur Definition der Ableitung“ stellt den Versuch einer Verbesserung der Situation dar. Es ist im Wesentlichen eine dynamisch gestaltete Version einer Skizze, die die Ableitung als Anstieg der Tangente darstellt, inklusive einer Hilfslinienkonstruktion, die den Anstieg „an der Stelle x“ explizit zeigt. Durch die Betätigung eines Schiebereglers kann die „Stelle x“ und damit die gesamte Konstruktion verschoben werden. (Die dahinter liegende Gestaltungsidee kann vielleicht als eine multimediale Ausgestaltung von Bildern und Abläufen, die bislang nicht aus den Köpfen der MathematikerInnen heraus und in ein adäquates Medium zu übersetzen waren, verstanden werden).

Auf diese Weise soll der oben angesprochene Verlust des „Variablencharakters der Variablen“ möglichst verhindert werden. Die Ableitung  f ´(x0) an einer Stelle und die Ableitung als Funktion x ( f ´(x) sind von Beginn an gleichzeitig vorhandene Konzepte. Zusätzlich wird in einem Zahlenfeld die symbolische Schreibweise y = f(x) und y = f ´(x) mit den der jeweiligen Einstellung entsprechenden Zahlenwerten  dargestellt. Für jede Einstellung können also drei Zahlen x,  f(x) und f ´(x) abgelesen werden. Die Berechnung dieser Werte übernimmt das Programm - dies erlaubt das Hantieren mit konkreten Zahlenwerten zu einem sehr frühen Zeitpunkt. 

Insgesamt sollte es dieser Zugang bereits vor dem Erlernen rechnerischen Differenzierens erlauben, relativ avancierte Aufgaben zu lösen, z.B.:

· Lesen Sie die Ableitung der Funktion an der Stelle x = 2 ab! Der Benutzer muß keine Rechnung ausführen, sondern eine Ablesung vornehmen. Das Hantieren mit Ableitungen kann zunächst unbelastet von jeglicher Rechnung praktiziert werden.
· An welchen Stellen hat die Ableitung den Wert 1? Der Lösungsweg besteht im Verfolgen der sich ändernden Zahlenwerte der Ableitung beim Verschieben des Reglers.
· An welchen Stellen besitzt die Funktion ein (lokales) Maximum? Der Zusammenhang von Extrema mit verschwindender Ableitung liegt hier auf der Hand. Die eigentliche Aufgabe besteht darin, den entsprechenden x-Wert abzulesen (anstatt auf den Hochpunkt im Diagramm zu zeigen).

· In welchen Bereichen wächst die Ableitung mit wachsendem x, in welchen Bereichen fällt sie? Wo liegen die Grenzen zwischen diesen Bereichen? Damit kann also bereits bei der ersten Begegnung mit der Ableitung der Begriff des Wendepunkts auftreten!
Aufgaben wie diese dienen hauptsächlich dazu, geometrisch einleuchtende Sachverhalte mit der mathematischen Symbolsprache zu kombinieren, d.h. Sprachelemente zu lernen. Im Prinzip sind hier bereits alle für Kurvendiskussionen notwendigen Begriffe, soweit sie eine mit dem Graphen verbundene geometrische Bedeutung haben, vorhanden. Zudem soll - zumindest in Ansätzen - verstanden werden, daß eine Aussage wie f ´(x)=1 eine Gleichung für x darstellt (wenn das Konzept der Gleichung in ausreichender Tiefe zur Verfügung steht).

Die darauf erfolgende rechnerische Ermittlung von Ableitungen hat daher zumindest eine Chance, auf ein großes Ausmaß an Vorverständnis und sprachlichen Orientierungshilfen zu treffen. (Überspitzt ließe sich vielleicht sagen: Es wird lediglich berechnet, was vorher in der Essenz bereits verstanden wurde – ich gebe zu, daß man darüber streiten kann, ob die „Essenz“ der Ableitung im Geometrischen liegt oder im Analytisch-rechnerischen). Wenn es sich als möglich herausstellen sollte, in einer Session an diesem Applet die hier beschriebenen Ziele zu erreichen, kann wohl tatsächlich von erfolgreichem spontanen Verstehen gesprochen werden.

Ein an einer solchen Logik orientiertes Unterrichtskonzept bedingt natürlich eine entsprechend tiefgehende Kenntnis der auftretenden Bestandteile (Funktion, Graph, Anstieg, eventuell auch Gleichung) und verschiebt die notwendige „Arbeit“ an den Begriffen zum Teil nur. In Anbetracht der zentralen Bedeutung des Ableitungsbegriffs (und der Frustration, die sein mangelhaftes Verständnis auslösen kann), ist diese Verschiebung aber wohl zu rechtfertigen. (Wieweit ähnliche Zugänge zu diesen begrifflichen Bestandteilen ebenfalls möglich sind, ist hier nicht das Thema. Generell ist wohl die Analyse des Einzelfalls der Formulierung von Generalrezepten vorzuziehen).

Nachbemerkung: Schieberegler stellen generell eine interessante Form der Interaktivität dar. Einerseits erlauben sie es, eindimensionale Schnitte durch ein komplexes Geschehen zu legen. Damit ist für die BenützerInnen ein ziemlich eng umgrenzter inhaltlicher Rahmen festgelegt. Welcher Schnitt gemacht wird, ist durch die Gestaltung vorgegeben. (Insofern handelt es sich bei dem hier besprochenen Applet in einem recht klassischen Sinn um ein Lehrmittel). Die Aufmerksamkeit soll einer vorgefertigten Situation gelten und kann daher auf bestimmte Elemente (z.B. bewegliche Teile eines Diagramms) gelenkt werden. Andererseits ist durch die Eindimensionalität die Möglichkeit eines zeitlichen Ablaufs gegeben, der - durch die Betätigung des Reglers - von den BenützerInnen selbst gesteuert werden kann. 

5. Die Ableitung und das Puzzle

Der oben skizzierte Zugang zum Ableitungsbegriff läßt einen wichtigen Punkt offen. Er soll zwar von Beginn an vermitteln, daß die Ableitung eine Funktion ist, aber die Form ihres Graphen wird nicht thematisiert. Dennoch sind die Bausteine auch für dieses Thema bereits vorhanden. Es kann z.B. in spielerischer Weise aufgeworfen werden, wie dies im Applet

http://www.univie.ac.at/future.media/mo/galerie/diff1/diff1.html#ablpuzzle1

mit dem Titel „Ableitungs-Puzzle 1“ versucht wird. In Form eines Puzzles können Graphiken, die Funktionsgraphen zeigen, an vorgegebene Stellen gesetzt werden. Dabei soll unterhalb jedes Graphen der Graph der Ableitung zu stehen bekommen, bis das ganze Puzzle „gelöst“ ist. (Das gesamte Spiel besteht aus 3 x 3 Feldern, von denen 3 fix vorgegeben sind, um die Lösung eindeutig zu machen). 

Der Zugang, der in diesem Applet verdeutlicht werden soll, unterscheidet sich in einigen Aspekten vom vorigen. Hier geht es weniger um spontanes Verstehen, sondern um verstehen auf der Basis von Üben und Trainieren (wenn auch in spielerischer Form). Die hauptsächlichen Motive der Gestaltung derartiger Lernhilfen sind:

· Die Lernenden werden vom Rechnen entlastet. Im Prinzip kann dieses Applet absolviert werden, bevor Ableitungen rechnerisch ermittelt werden können!

· Das Applet soll zu mathematischer Argumentation (welches Kästchen ist wo zu plazieren und warum?) anregen. Es erlaubt Mischformen aus quantitativen und qualitativen Begründungen. Zahlenwerte (wie Nullstellen oder Extrema der Graphen) sind im Rahmen vernünftiger Genauigkeit ablesbar. Wenn sich ein Gefühl für die auftretenden Situationen und Argumente einstellt (eventuell auch die schwierigeren Applets „Ableitungs-Puzzle 2 und 3“ absolviert werden), kann sicher von der Stärkung intuitiver Elemente gesprochen werden.

· Das Applet soll ideale Bedingungen bieten, um mit mehreren mathematischen Objekten (Funktionen bzw. Graphen) gleichzeitig kreativ umgehen zu können. (Die Einschränkung auf statische Graphiken und Skizzen macht gerade das recht schwierig).

Ebenso wie beim vorigen Applet besteht das Ziel, Elemente des Verstehens möglichst von Beginn an zu fördern. Es dient auch gleichzeitig als Test, wie erfolgreich jenes die Grundlage für den Umgang mit dem Ableitungsbegriff gelegt hat.

6. Der Extremwert und der sich zeichnende Graph

Ich möchte als letztes Beispiel das Applet

http://www.univie.ac.at/future.media/mo/galerie/anwdiff/anwdiff.html#es

mit dem Titel „Schema einer Extremwert-Aufgabe“ erwähnen, um ein weiteres - kleines - Gestaltungselement ins Spiel zu bringen. Hier wird anhand eines einfachen Beispiels der Zusammenhang zwischen der geometrischen Situation der Problemstellung und der Zielfunktion visualisiert. Die Größe eines einem Dreieck einzuschreibenden Rechecks kann mit Hilfe eines Schiebereglers variiert werden. Simultan dazu ist in einem nebenstehenden Diagramm der Graph der Zielfunktion (der zu maximierende Flächeninhalt des Rechtecks) dargestellt. Der Graph ist allerdings zu Beginn nicht eingezeichnet, sondern „entsteht“ erst nach und nach durch die Betätigung des Reglers. (Das Programm „merkt“ sich die bereits eingestellten Positionen und fügt für jede einen Punkt hinzu, wodurch sich der Graph vor den Augen der BenützerInnen „selbst zeichnet“). Damit wird ein für das Verstehen der Lösungsstrategie wichtiger Sachverhalt unterstrichen. Zunächst ist die geometrisch-anschauliche Fragestellung gegeben. Diese wird danach in ein der Rechnung zugängliches Problem übersetzt, indem die Zielfunktion definiert (und zum besseren Verständnis ihr Graph dargestellt) wird. Wäre der komplette Graph schon beim Aufruf des Applets vorhanden, könnte die Herkunft der – in der Praxis in einer Termdarstellung auftretenden – Zielfunktion leichter im Unklaren bleiben.

Dies soll illustrieren, daß auch scheinbar unbedeutende Details der Gestaltung helfen können, Mißverständnissen vorzubeugen und – möglichst zu Beginn einer für die Lernenden neuen Situation – Verstehen zu begünstigen, damit dieses nicht durch „Üben“ nachgeholt werden muß.

7. Welches „Lernmodell“?

Die Möglichkeit, interaktive und multimediale Technologien im Mathematik-Unterricht und einzusetzen, gestattet nicht nur ein größeres Maß an Selbsttätigkeit der Lernenden, sondern befördert auch eine der neuen Situation - zumindest auf den ersten Blick - angemessene Lerntheorie. Sie wird meist unter dem Kurztitel "Konstruktivistische Lerntheorie" geführt. Stellvertretend sei eine auf der Homepage des "Calculus, Concepts, Computers and Cooperative Learning (C4L) Project" (Purdue University) befindliche Passage zitiert (http://www.math.purdue.edu/~ccc/), die in ähnlicher Form auch auf den im WWW sehr bekannten Seiten des Math Forum (Swarthmore College, (http://forum.swarthmore.edu/mathed/constructivism.html) wiedergegeben wird:

"The emphasis of the C4L program is a pedagogical approach based on a constructivist theoretical perspective of how mathematics is learned. 

According to this emerging theory, students need to construct their own understanding of each mathematical concept. Hence, we believe that the primary role of teaching is not to lecture, explain, or otherwise attempt to 'transfer' mathematical knowledge, but to create situations for students that will foster their making the necessary mental constructions. A critical aspect of our approach is a decomposition of each mathematical concept into developmental steps following a Piagetian theory of knowledge based on observation of, and interviews with, students as they attempt to learn a concept." (Hervorhebungen von mir - F.E.)

Nun ist weder die prinzipielle Ausrichtung auf die Sebsttätigkeit der Lernenden in Frage zu stellen, noch der Ansatz, daß das Verständnis mathematischer Begriffe und Ideen eher als Resultat eigener Konstruktionen - Erarbeitungen - erzielbar ist denn als Folge technischen und algorithmischen Einübens. Weiters ist jeder mentale Inhalt in gewissem Sinn das Ergebnis einer „Konstruktion“. Was den oben zitierten Konstruktionsbegriff von einer Triviatität unterscheidet, scheint das Moment einer „tätigen“ (im Vergleich zu spontanen) Selbst-Entdeckung mathematischer Konzepte durch die Lernenden zu sein. Hier scheint mir die alleinige Ausrichtung auf das "konstruktivistische" Zustandekommen von Verstehen zu kurz gegriffen und wird den konkreten Inhalten der (Schul-)Mathematik nicht gerecht. Manchmal besteht die sinnvollste Rolle des Lehrers (des menschlichen oder des „elektonischen“) darin, genau das zu tun, was er nach dem im obigen Zitat wiedergegebenen Zugang nicht tun sollte: "attempt to 'transfer' mathematical knowledge" - außer, die Vorgabe einer Definition in einem Diagramm, das den Lernenden lediglich einen einzigen Freiheitsgrad an Eingabemöglichkeiten freigibt, gilt als "creat(ion of) situations for students that will foster their making the necessary mental constructions". 

Gerade die im Schieberegler-Abschnitt besprochene Situation gehorcht einer anderen inneren Logik. Sie illustriert, daß gewisse zentrale, besonders wichtige Stationen im Stoffgebäude auf andere Weise verstanden werden können als dies in den konstruktivistischen Modellen vorgesehen ist: auf eine Weise, die manchen Zügen des tatsächlichen Produktionsprozesses mathematischer Forschung in gewisser Hinsicht sogar näher kommt, und die weder als „Konstruktion” noch durch den Begriff des „Erarbeitens” hinreichend gut erfaßt wird. Wenn das Terrain gut aufbereitet ist, muß an den entscheidenen Punkten - z.B. bei der ersten Begegnung mit der Ableitung - kaum noch Konstruktionsarbeit - im Sinne von “Arbeit” - geleistet werden. Dieser Ansatz wirkt sich, wie gezeigt, auf die Gestaltung von Lehrmitteln aus: So widerspricht die genaue Vorgabe der geometrischen Situation, der Hilfslinienkonstruktion und die Rolle des Schiebereglers im Ableitungs-Applet im Grunde genommen dem konstruktivistischen Herangehen: es wird die komplette Situation inklusive Definition bereits fertig aufbereitet präsentiert, der Handlungsspielraum der Lernenden auf die eine Dimension des Schiebereglers reduziert. Diese werden nicht aufgefordert, durch eigenes Entdecken ein Problem zu lösen, sondern lediglich eine Definition zu akzeptieren, ein vorgegebenes (dynamisches) Diagramm zu betrachten und zu bedienen und eine Reihe vorgefertigter Aufgaben zu lösen. Dennoch ist das zu vermittelnde Verstehenserlebnis mitunter nachhaltiger als das durch schrittweise Konstruktion erzielbare.






