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Als Einstieg in die Wahrscheinlichkeitsrechnung verwenden wir das nitzliche
Gedankenmodell eines (idealen) Zufallsexperiments, das eine endliche Zahl von
Versuchsausgangen zulasst.

Beispiele fur (ideale) Zufallsexperimente mit einer endlichen Zahl von
Versuchsausgangen

o Einmaliges Wurfeln (mit einem idealen Wirfel). Die moglichen
Versuchsausgéange sind die Augenzahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6.

o Zweimaliges Wiirfeln (hintereinander und unabhéngig voneinander, jeweils mit
einem idealen Wirfel). Die mdglichen Versuchsausgange sind (geordnete)
Paare von Augenzahlen: (1,1), (1,2), (1,3), ... und (6,6).

o Werfen einer Miinze. Die mdglichen Versuchsausgange sind Kopf (K) und
Zahl (2).

e Es wird unabhangig voneinander eine Miinze geworfen und einmal gewdrfelt.
Die mdglichen Versuchsausgéange sind die Paare (K,1), (K,2), (K,3), (K,4),
(K,5), (K,6), (Z,1), (Z,2), (Z,3), (Z,4), (Z,5), (Z,6).

e Aus einer Urne mit 20 weif3en und 30 schwarzen Kugeln wird eine Kugel
(zufallig) herausgezogen. Die méglichen Versuchsausgange sind ,Es wird
eine weil3e Kugel gezogen® und ,Es wird eine schwarze Kugel gezogen®.

Es ist nun wichtig, zwei Begriffe zu unterscheiden:

e Ein Elementarereignis ist ein moglicher Versuchsausgang.
e Ein Ereignis ist eine Menge (Zusammenfassung) von moglichen
Versuchsausgangen.

Beispiele fur Ereignisse:

e Beim Wurfeln:
o ,Die Augenzahlist 1, 2 oder 3“.
o ,Die Augenzahl ist 3“. Dieses Ereignis ist zugleich ein
Elementarereignis.
o ,Die Augenzahl ist gerade“. Dieses Ereignis kann auch in der Form
.Die Augenzahl ist 2, 4 oder 6" beschrieben werden.
¢ Beim zweimaligen Wirfeln:
o ,Die Summe der Augenzahlen ist gerade”. Dieses Ereignis kann auch
in der Form ,Die Augenzahlen sind (1,1) oder (1,3) oder (1,5) oder
(2,2) oder ... oder (6,6)" beschrieben werden.
e Beim gleichzeitigen (unabhangigen) Munzwurf/Wirfeln:
o ,Die Minze zeigt Kopf und die Augenzahl ist ungerade". Dieses
Ereignis kann auch durch die Angabe der Elementarereignisse ,(K,1)
oder (K,3) oder (K,5)" beschrieben werden.
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e Aus einer Urne mit 20 weif3en und 30 schwarzen Kugeln wird eine Kugel
(zufallig) herausgezogen, zurlickgelegt und danach nochmals eine Kugel
(zufallig) herausgezogen:

o0 ,Zuerst wird eine weil3e, dann eine schwarze Kugel gezogen®. Dieses
Ereignis ist zugleich ein Elementarereignis. Wir kdnnen es abgekuirzt in
der Form (W,S) anschreiben.

o ,Die beiden gezogenen Kugeln haben verschiedene Farbe“. Dieses
Ereignis kann auch durch die Angabe der Elementarereignisse ,(W,S)
oder (S,W)" beschrieben werden.

Nun wird jedem Ereignis eine Wahrscheinlichkeit (,fur sein Eintreten*) zugeschrieben.
Dabei wollen wir uns zunachst auf solche (ideale) Zufallsexperimente beschréanken, fir die
alle Versuchsausgéange ,gleich wahrscheinlich* sind.

Aufgabe: Welche der oben genannten Beispiele sind von diesem Typ, welche nicht?
Losung: Alle bis auf die beiden Urnenbeispiele sind von diesem Typ.

Definition: Sei A ein Ereignis. Unter der Voraussetzung, dass alle Elementarereignisse
gleich wahrscheinlich sind, wird die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten des Ereignisses A
als

Zahl der Elementarereignisse, die zu A gehdren

1
Zahl der Elementarereignisse )

P(A) =

definiert. Dieser Quotient wird oft auch in der Form

Zahl der glinstigen Falle
Zahl der mdoglichen Falle

angeschrieben. Fir jedes Ereignis gilt 0 < p(A) <1.

Beispiel:
. . . . 3 1
e Beim Wirfeln: p(,Die Augenzahl ist gerade*) = 53
Der Zahler 3 ergibt sich daraus, dass zum Ereignis ,,Die Augenzahl ist gerade”
genau 3 Elementarereignisse gehoéren, namlich die Augenzahlen 2, 4 und 6.
Der Nenner 6 ist die Gesamtzahl aller Elementarereignisse, d.h. die
Gesamtzahl aller mdglichen Versuchsausgénge.

Es ist nutzlich, die Definition (1) mathematisch etwas kompakter zu formulieren: Die Menge
aller méglichen Versuchsausgange eines Zufallsexperiments (d.h. die Menge R aller
Elementarereignisse) heildt Ereignisraum.

e Ein Elementarereignis ist daher ein Element des Ereignisraums.
e Ein Ereignis ist eine Teilmenge des Ereignisraums.

Unter der Voraussetzung, dass alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich sind, ist die
einem Ereignis Ac R zugeordnete Wahrscheinlichkeit durch




A
p(A) =% 1)

gegeben, wobei | | die Zahl der Elemente einer Menge bezeichnet'. Man beachte, dass die

Formeln (1) und (1') gleichwertig sind. Sie definieren die Wahrscheinlichkeit daflir, dass der
Versuchsausgang zu A gehort (d.h. ein Element von A ist).

Beispiel: Beim (einmaligen) Wiirfeln ist der Ereignisraum R ={L,2,3,4,5,6}. Zwei
Beispiele fur Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen sind:

e Die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreten des Ereignisses ,Die Augenzahl ist

3“ist p({3}) = % = % Anstelle von p({3}) kénnen wir genauso

gut p(3) oder, noch kirzer, p, schreiben.
e Die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreten des Ereignisses ,Die Augenzahl ist

2,4
gerade“ ist p({2,4,6}) = £2.4.6} —E:%. Anstelle von p({2,4,6})

{1,2,3,4,56) 6
kénnen wir genauso gut

o p(,Die Augenzahl ist gerade“) oder
o p(2oder 4oder6)

schreiben.

Beispiel: Der Ereignisraum fur zweimaliges Wurfeln ist {(1,1), (1,3),...(6,6)}. Er
besteht aus 36 Elementen. Die Wahrscheinlichkeit

p(,Die Summe der Augenzahlen ist gerade*)

kann geman Formel (1) oder (1') durch Abz&hlen der Anzahl jener
Elementarereignisse (d.h. jener Paare von Augenzahlen), fur die die Summe der
Augenzahlen gerade ist, berechnet werden (= Aufgabe).

Im Prinzip ist es gleichgultig, ob ein Ereignis verbal als Bedingung an einen
Versuchsausgang (wie ,Die Summe der Augenzahlen ist gerade”) oder formal als Teilmenge
des Ereignisraums beschrieben wird — wichtig ist es, zwischen diesen beiden
Gesichtspunkte Ubersetzten zu kénnen. Im Folgenden wird eher die zweite Méglichkeit
bevorzugt.

Ereignisse kdnnen miteinander kombiniert werden. Insbesondere ist die Vereinigung AU B
zweier Ereignisse A, B < R wieder ein Ereignis und entspricht dem Eintreten von A oder

B . Anstelle von AU B wird manchmal auch Av B geschrieben. Man beachte, dass
AUB={xeR|xe A oder x e B}. Die Vereinigung von Ereignissen entspricht also dem

slogischen Oder*.

! Damit wird der leeren Menge die Wahrscheinlichkeit p({}) =0 zugeordnet.




Zwei Ereignisse A,B < R heiRen disjunkt (oder einander ausschlieRend), wenn
AN B ={} qilt, d.h. wenn sie keine Elemente gemeinsam haben. Fir disjunkte Ereignisse
gilt?

p(A oder B) = p(AuUB) = p(A)+ p(B). (2)

[AUB|_|A+[B]_|A [B]
P(A)+p(B).
R R R

Formel (2) lasst sich auf beliebig viele zueinander disjunkte Ereignisse Ubertragen:

P(A VA U.)=p(A)+ p(A)+..

Der Beweis ist ganz einfach: p(AuUB) =

Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit, die Augenzahl 3 oder eine gerade Auganzahl zu

1 1 2
fel t p(3)+ p({2,4,6)=—+—=—.
warfeln, ist p(3)+ p({ 1) st3=3

Da wegen (1)) p(R) = I I 1 ist, und da R die Vereinigung aller Elementarereignisse ist, gilt

aufgrund von (2) die Normierungsbedingung

> p(j)=1. (3)

jeR

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse ist stets 1. Anstelle von
p(j)wird oft auch p; geschrieben. Oft werden die Elementarereignisse einfach

durchnummeriert, womit j von 1 bis |R| lauft.

Ereignisse kénnen auch in einer anderen Weise miteinander kombiniert werden:
Zufallsexperimente bestehen in der Praxis oft aus mehreren, parallel verlaufenden und
voneinander unabhangigen Teil-Zufallsexperimenten. Betrachten wir das anhand eines
Beispiels: Es wird

e eine Miinze geworfen (Ereignisraum R,, ={K,Z} fiir ,Kopf* und ,Zahl“) und

o gleichzeitig gewurfelt (Ereignisraum R, ={1,2,3,4,5,6} fur die sechs méglichen
Augenzahlen).

Der Ereignisraum R des zusammengesetzten Zufallsexperiments ist nun gegeben durch
das Schema

Wirfel 1 2 3 4 5 6
Minze
K (K1) (K,2) (K,3) (K,4) (K,5) (K,6)

2 Fur Ereignisse, die nicht notwendigerweise disjunkt sind, gilt
p(AuB)=p(A)+ p(B)- p(AnB),wobei AnNB={xeR|xe A und xe B}=AAB fir,A

und B “steht.




z Z1) 2,2) (Z,3) (Z,4) (Z,5) (Z,6)

Mengentheoretisch ist er das ,kartesische Produkt* R=R,, xR, ={(X,y)|xeR,,,y€R,}.
Istnun Ac R,, (d.h. A istein Ereignis des Munzen-Experiments) und B c R, (d.h. B ist

ein Ereignis des Wiirfel-Experiments), so ist heiBt AxB ={(x,y)|xe A,y € B} ein

Verbundereignis. Es besteht aus zwei (oder mehreren) Ereignissen, die mit voneinander
unabhangigen Wahrscheinlichkeiten eintreten kénnen.

Die Wahrscheinlichkeit eines Verbundereignisses Ax B (die so genannte
Verbundwahrscheinlichkeit) ist, sofern die beiden Teil-Zufallsexperimente statistisch
voneinander unabhangig sind, durch

P(AxB) = p(A) p(B) (4)

gegeben. Fur héhere Verbundwahrscheinlichkeiten gilt in analoger Weise

P(Ax A, x..)=P(A) p(A)....

Beispiel: Es wird

e mittels eines Zufallsgenerator eine der drei Farben ,Rot", ,Grin“ oder ,Blau®
gewahlt (der Ereignisraum dieses Zufallsexperiments ist daher {R,G, B}) und

e gleichzeitig gewdrfelt (Ereignisraum {1,2,3,4,5,6}).

Nun betrachten wir das aus A={R,G}und B ={2,3,4} konstruierte Verbundereignis
AxB={(R,2),(R,3),(R,4),(G,2),(G,3),(G,4)}. Es entspricht der Aussage ,Es wird
die Farbe R oder G gewahlt und die Augenzahl 2, 3 oder 4 gewdrfelt".

Jene Elementarereignisse, die Elemente von Ax B sind, sind im folgenden Schema
hervorgehoben:

Waurfel 1 2 3 4 5 6

Farbe
R (R1) (R,2) (R,3) (R4 (R,5 (R,6)
G (G,1) (G,2) (G,3) (G,4) (G,5) (G,6)
B 8,1 (B,2) (B,3) (B,4) (B,5) (B,6)

Sie bilden ein ,Rechteck” mit Seitenlangen 2 und 3. Die Menge Ax B besteht daher
aus 2-3=6 Elementen. Das ist ein Spezialfall der Beziehung |Ax B|=|A||B| . Aus

dieser Beobachtung ergibt sich der allgemeine Beweis von (4).

Bisher haben wir (ideale) Zufallsexperimente betrachtet, deren Elementarereignisse gleich
wahrscheinlich sind. Manche (idealen) Zufallsexperimente erfiullen diese Forderung nicht,
lassen sich aber auf derartige Zufallsexperimente zuriickfihren. Eine typische Klasse von
Beispielen dafir sind die ,Urnenaufgaben®. Wird etwa aus einer Urne mit 20 wei3en (W) und
30 schwarzen (S) Kugeln eine Kugel (zufallig) herausgezogen, so besteht der Ereignisraum
nur aus zwei Elementen: R ={W, S}, entsprechend den mdoglichen Versuchsausgange ,Es

wird eine weil3e Kugel gezogen“ und ,Es wird eine schwarze Kugel gezogen“. Es leuchtet
ein, dass die beiden Elementarereignisse nicht gleich wahrscheinlich sind, da ja mehr
schwarze als weil3e Kugeln in der Urne liegen. Dieses Zufallsexperiment kann durch einen
kleinen Trick auf eines mit gleichwahrscheinlichen Elementarereignissen zurickgefihrt




werden: Werden alle Kugel voneinander unterschieden (z.B. durchnummeriert), so hat das
entsprechend modifizierte Zufallsexperiment 50 (durch die Nummern der Kugel
unterscheidbare) magliche Versuchsausgéange. Die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse ,Es
wird eine weil3e Kugel gezogen* und ,Es wird eine schwarze Kugel gezogen* (und damit die
Wahrscheinlichkeiten fur alle Ereignisse) lassen sich dann mit Hilfe der Formel (1) oder (1")
berechnen (= Aufgabe).

Das allgemeinste Szenario eines (idealen) Zufallsexperiments mit endlichen vielen
maglichen Versuchsausgangen bendtigt

e Die Festlegung eines Ereignisraums R (d.h. eine Menge von Elementarereignissen)
und

e die Festlegung einer Wahrscheinlichkeit p(A) fir jedes Ereignis Ac R.

Es gelten dann die Regeln (2), (3) und (4). Die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen
Ereignisses A kann mit Hilfe der Formel

p(A) =Y p(J) (5)

jeA
auf die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse zurtickgefuhrt werden.

Wird ein solches Zufallsexperiment N mal (in identischer Weise) durchgefiihrt, und ist n(A)
die Zahl jener Versuchsdurchgéange, in denen das Ereignis A eintritt, so wird der Quotient

() = 12 ©)

als relative Haufigkeit (des Eintretens von A) bezeichnet. Fur wachsende N wird sich die
relative Haufigkeit h(A) der (vorausgesagten) Wahrscheinlichkeit p(A) annahern. In diesem

Sinn kann die Wahrscheinlichkeit als die ,vorausgesagte relative Haufigkeit fir eine gegen
oo strebende Zahl von Versuchsdurchgangen® definiert werden.

Mit Hilfe dieser theoretischen Grundlagen kénnen nun auch komplexere — fiir die Physik
relevante — Zufallsprozesse betrachtet werden. Die Hauptschwierigkeit beim Berechnen von
Wahrscheinlichkeiten besteht oft darin, dass die Ermittlung der ,Zahl der glinstigen Falle*
und der ,Zahl der méglichen Félle*, d.h. von Zahler und Nenner in (1), nicht leicht ist.
Probleme dieser Art gehéren in das Gebiet der Kombinatorik (d.h. der Lehre von den
AbzahImethoden).

Link-Tipps zur Kombinatorik:

e http://www.phil.uni-sb.de/~jakobs/seminar/tutorium/kombinatorik/
e http://de.wikipedia.org/wiki/Stirlingsche Formel

Die hier beschriebenen Grundlagen des Wahrscheinlichkeitsbegriffs, zusammen mit einigen
Grundkenntnissen in Kombinatorik, sollten eine gute Basis fur weiterfiuhrende Themen
(Wahrscheinlichkeitsverteilungen, Fehlerrechnung) und die wichtigsten Anwendungen in der
statistischen Physik darstellen.


http://www.phil.uni-sb.de/%7Ejakobs/seminar/tutorium/kombinatorik/
http://de.wikipedia.org/wiki/Stirlingsche_Formel

	Mathematische Grundlagen für das Physikstudium 3
	Zahl der günstigen Fälle


