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Kapitel 1
Einleitung

1.1 Motivation

Themen wie Machine Learning (ML) und Kiinstliche Intelligenz (KI) beeinflussen indirekt sowie
direkt immer mehr unser tégliches Leben. Sie sind aus unserem Alltag und aus der Lebenswelt
der Schiiler*innen nicht mehr wegzudenken. Das Mobiltelefon mit Gesichtserkennungstechnolo-
gie, die Personalisierung in Sozialen Medien, der Spam-Filter des E-Mail-Postfaches oder der
digitale Sprachassistent sind Beispiele dafiir, wo wir der Kiinstlichen Intelligenz téglich begeg-
nen. Uberdies wird kontrovers iiber KI diskutiert, von manchen wird sie als Bedrohung fiir die
Menschheit gesehen und sie steht im Zentrum einer grofien Zahl von Science Fiction-Filmen.
Viele Alltagstechnologien arbeiten heute mit Kiinstlicher Intelligenz, hinter der wiederum pure
Mathematik steckt.

Auf viele Schiiler*innen wirkt besonders die hohere Mathematik, die in der Sekundarstufe IT
unterrichtet wird, zu abstrakt und zu weit weg von ihrem Leben. Sie fragen sich, warum sie
Kurvendiskussionen, Integral- und Wahrscheinlichkeitsrechnung lernen sollen und finden diese
Themen wenig niitzlich. Mathematiklehrer*innen streben danach, ihre Schiiler*innen gut durch
die Matura zu bringen, Interesse fiir ihr Fach zu wecken, ja vielleicht sogar, die Kinder und
Jugendlichen dafiir zu begeistern. Sie wollen den Lernenden zeigen, dass die Mathematik wichtig
ist, dass sie zwar meist gut versteckt ist, aber sehr wohl gebraucht wird.

Daher erscheint es sinnvoll, die Themen Machine Learning und Kiinstliche Intelligenz in die
Schulen zu holen. Weil es einige Ankniipfungspunkte zu den Mathematiklehrplanen der Sekun-
darstufe gibt, konnte dieser Unterrichtsgegenstand dafiir pridestiniert sein, Grundlagen zu ML
und KI zu vermitteln. Einerseits ergibt sich damit die Moglichkeit, anhand von anwendungs-
orientierten und praktischen Problemstellungen, den Einsatz der hoheren Mathematik sehr an-

schaulich zu demonstrieren, was das Interesse und die Akzeptanz dieses Gegenstandes férdern



kann. Dariiber hinaus erscheinen ML und KI geeignet, die Anwendung der Mathematik an mo-
dernsten Themen zu zeigen. Obgleich hier ein Potential zu liegen scheint, werden Kiinstliche
Intelligenz und Machine Learning von den géngigen Schulbiichern bisher noch nicht oder sehr

wenig aufgegriffen.

1.2 Ziel der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist die Beantwortung der Frage, inwieweit Inhalte aus dem Gebiet des
Machine Learning und der Kiinstlichen Intelligenz im Rahmen des aktuell giiltigen Mathematik-
lehrplans Anwendung im Unterricht der Sekundarstufe finden kénnen. Dabei werden ausschlief3-
lich die Schultypen AHS, HAK und HTL néher betrachtet. Dariiber hinaus sollen exemplarisch
konkrete Aufgaben entwickelt werden, mit deren Hilfe ein Vorschlag zur praktischen Umsetzung

gemacht wird.

1.3 Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit gliedert sich in sechs Kapitel, wobei das erste Kapitel eine Motivation sowie die
Formulierung der Fragestellung umfasst. Im zweiten Kapitel findet sich neben einem Einstieg
in die Thematik ein geschichtlicher Teil sowie die grundlegende Arbeitsweise von ML und KI.
Das dritte Kapitel ist der Datenvorverarbeitung gewidmet. Hier werden zwei im Verlauf der
Arbeit immer wieder verwendete Datasets (Titanic Disaster Dataset und Amerikanischer Ge-
brauchtwagenmarkt) zum ersten Mal vorgestellt. Dariiber hinaus gibt es Teile zur Dateinvisua-
lisierung und zum Umgang mit nicht aufbereiteten Daten. Im vierten Kapitel werden spezielle
ML-Algorithmen vorgestellt sowie Einsatzmoglichkeiten derselben im Schulunterricht. Das fiinfte
Kapitel schliellich befasst sich mit neuronalen Netzen und der Funktionsapproximation durch
ein neuronales Netz auf Schulniveau. Im sechsten Kapitel findet sich ein Fazit zur Arbeit und

die Beantwortung der Fragestellung.

1.4 Verwendung der Inhalte im Unterricht

Der iiberwiegende Teil der Arbeit beschéftigt sich mathematischen Inhalten, die an geeigneter
Stelle im Mathematikunterricht der Sekundarstufe verwendet werden kénnen. Zur Abrundung
der Arbeit wurden auch konkrete Pythonskripts aufgenommen. Diese sind fiir das Verstdndnis
der mathematischen Inhalte nicht notwendig und wurden daher in den Anhang ausgelagert. Es
ist also nicht erforderlich, die Python-Quellcodes im Anhang B zu verstehen und/oder durch-

zuarbeiten. Sollten die Inhalte aber ficheriibergreifend mit Informatik Verwendung finden, so



bieten diese Skripts eine Hilfestellung fiir die Umsetzung im Unterricht. Speziell fiir berufsbil-
dende Schulen mit Informatikschwerpunkt sollten diese Skript eine gute Grundlage sein.

Fiir die Umsetzung im Mathematikunterricht ist Geogreba ein ansprechendes Tool, die in dieser
Arbeit verwendeten Anwendungen mit Geogebra sind im Wesentlichen in Anhang C zusammen-
gestellt.

Die Arbeit enthélt auch Vorschlége fiir konkrete anwendungsorientierte Beispiele, mit deren Hilfe
bei verschiedenen Lehrinhalten die Themen dieser Arbeit angesprochen werden kénnen. Zur
Motivation und Orientierung der interessierten Leser*innen wird hier eine Ubersicht gegeben,
welche Lehrinhalte (nicht aufgegliedert nach AHS, HTL oder HAK) den einzelnen Abschnitten

dieser Arbeit zugeordnet werden kénnen.

1. Unterrichtsidee fiir den Einstieg in das Thema (vgl. Abschnitt 2.2)

Diskussion zur kiinstlichen Intelligenz.

2. Overfitting und Underfitting (vgl. Abschnitt 2.3.6)

Polynomfunktionen unterschiedlicher Ordnung als Trendlinien.

3. Interpretation von Historgammen und Boxplots (vgl. Abschnitt 3.3)

Beschreibende Statistik - Histogramme, Boxplots.

4. Behandlung nicht numerischer Daten (vgl. Abschnitt 3.5)
Beschreibende Statistik - Nominalskalen, Ordinalskalen.

Beispiel zur linearen Abhéngigkeit - One Hot Encoding.

5. Featurescaling (vgl. Abschnitt 3.7)

Verschiebung, Skalierung von Achsen, Mittelwert, Standardabweichung.

6. Einfache Lineare Regression (vgl. Abschnitt 4.1)
Lineare Regression, Geradengleichung.

Extremwertaufgabe (ohne und mit Nebenbedingung).

7. Mehrdimensionale Lineare Regression (vgl. Abschnitt 4.1.3)

Interpretation von Korrelationskoeffizienten.

8. Logistische Regression (vgl. Abschnitt 4.2)
Transzendente Funktionen (logistisches Wachstum), Interpretation von Wahrscheinlichkei-

ten.

9. KNN - K nearest neighbors (vgl. Abschnitt 4.3)
Euklidische Abstédnde (Betrag von Vektoren).



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Naive Bayes (vgl. Abschnitt 4.4)

Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Satz von Bayes.

Das Neuron (vgl. Abschnitt 5.2)

Skalares Produkt, funktionale Zusammenhénge.

Aktivierungfunktionen (vgl. Abschnitt 5.3)

Stiickweise definierte (lineare) Funktionen, Logistisches Wachstum.

Perzeptron (vgl. Abschnitt 5.5)

Normalvektorform einer Geraden (Orientierung des Normalvektors), iterative Prozesse.

Arbeitsweise neuronaler Netze(vgl. Abschnitt 5.6)

Funktionale Zusammenhéinge (Costfunction).

Ableitungen, iterative Prozesse (Gradientenabstiegsverfahren).

Funktionen in mehreren Verénderlichen, Gradient (Gradientenabstiegsverfahren).

Verkettete Funktionen, Kettenregel, partielle Ableitungen (Back Propagation).

Funktionsapproximation durch ein neuronales Netz (vgl. Abschnitt 5.7)
Approximation einer Funktion durch stiickweise definierte (lineare) Funktionen.
Elementare Funktionstransformationen (Translation, Skalierung).

Systematische Behandlung von Fallunterscheidungen.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Einstieg in die Thematik

Kiinstliche Intelligenz, kurz KI oder Al vom englischen “Artificial Intelligence” ist ein Teilgebiet
der Informatik und heute in immer mehr Bereichen unseres Lebens anzutreffen. Da erst seit etwa
fiinf Jahrzehnten Forschung dazu betrieben wird, kann sie als junge wissenschaftliche Disziplin
angesehen werden. (vgl. (1), S. 11) Viele denken beim Begriff KI vielleicht an Roboter oder den
Androiden aus dem letzten Science Fiction-Film. Was aber die Wissenschaft unter KI versteht
und ab wann eine Maschine als “intelligent” angesehen wird, soll in diesem Abschnitt erlautert
werden. John McCarthy war einer der Pioniere der KI. Er definierte den Begrift Kiinstliche In-
telligenz im Jahr 1955 etwa so: “Ziel der KI ist es, Maschinen zu etwickeln, die sich verhalten, als
verfiigten sie iiber Intelligenz.” (vgl. (2), S. 1) Diese Definition greift nach heutigem Verstdndnis
allerdings zu kurz, denn ein Verhalten, das innerhalb bestimmter Grenzen intelligent wirkt, kann
durch eine*n Programmierer*in mithilfe verschiedener Befehle in eine Maschine schlicht “hinein-
programmiert” sein (Codierte Intelligenz). So kann Intelligenz nur simuliert werden. (vgl. (3), S.
33) Als Beispiel stelle man sich fiinfzehn kleine Roboterfahrzeuge vor, bei denen man verschie-
dene Verhaltensweisen beobachten kann. Manche formen kleine Griippchen mit relativ wenig
Bewegung, andere bewegen sich ruhig durch den Raum und weichen jeder Kollision aus. Andere
folgen scheinbar einem Anfiihrer und bei manchen kann man aggressives Verhalten beobachten.
Nach McCarthy kénnten wir diese Roboter als intelligent bezeichnen. Dieses scheinbar komplexe
Verhalten lasst sich aber recht einfach mit elektrischen Verschaltungen erzeugen. Dabei reguliert
ein Lichtsensor an der Vorderseite des Roboters seine Geschwindigkeit und je nach Programmie-
rung bewegt sich ein Roboter von der Lichtquelle weg oder darauf zu. Andere Verhaltensweisen

koénnen mit weiteren kleinen Modifikationen erreicht werden. (vgl. (2), S. 1-2)



Kiinstliche Intelligenz ist der Versuch, menschliche Intelligenz auf Maschinen zu simulieren, um
sie fiir den Menschen gewinn- und nutzbringend einzusetzen, aber die Simulation alleine reicht
nicht aus. Unter Intelligenz versteht man die Fahigkeit, sich an neue Begebenheiten, Bedingun-
gen und Aufgaben anzupassen. Aus Wahrnehmungen werden Schliisse gezogen, woraufhin eine
Reaktion folgt. Sollte die Reaktion unangemessen sein, wird daraus gelernt, um néchstes Mal
eine passendere Reaktion zu erzielen. Intelligenz setzt sich zusammen aus Erkenntnisvermégen,
Urteilsvermoégen, Erfassen von Moglichkeiten, Begreifen von Zusammenhéngen und Gewinnen
von Einsichten. Damit ein Modell also zum Gebiet der Kiinstlichen Intelligenz z&hlen kann, muss
es lernfihig sein. (vgl. (%), S. 29-32) Die Idee der Erschaffung einer Kiinstlichen Intelligenz trifft
in der Bevolkerung auf gespaltene Gemiiter. Dass Menschen etwas Menschendhnliches erschaffen
wollen, stofit auf Ablehnung und auf Faszination gleichermaflen. Dabei wird angenommen, es
gibe zwischen Computer und Mensch keine kategoriale Differenz, sodass Softwaresysteme, die
menschliches Verhalten, Urteilen und Entscheiden nachahmen, auch menschliche Eigenschaften
aufweisen. In der heutigen Realitét ist KI aber etwas viel Niichterneres, da dabei lediglich Com-
puterprogramme fiir Problembereiche entwickelt werden, die bislang nur von Menschen l6sbar

waren, indem Maschinen menschliche Wahrnehmungs- und Verstandesleistungen iibernehmen.

(vgl. (4), S. 2)

In Fachkreisen wird zwischen der schwachen und der starken KI unterschieden. Schwache KI
(Artificial Narrow Intelligence) stellt den derzeitigen Stand der Technik dar. Hierzu zdhlen Ma-
schinen, die aus Daten selbststédndig lernen kénnen und mithilfe gegebener Axiome durch Anwen-
dung von Logik neue Daten und Modelle erzeugen kénnen. Von dieser KI sind wir heute bereits
allseits umgeben. Starke KI (Artificial General Intelligence) soll die menschliche Intelligenzstufe
erreichen und in Zukunft Aufgaben erfiillen, die normalerweise nur von einem Menschen erbracht
werden. Hierzu z&hlen Computer, die nicht nur intelligent sind, sondern einen eigenen Willen
und ein eigenes Selbstbewusstsein herausbilden konnen. Artificial Superintelligence bezeichnet
schlieBlich eine Form der KI, die intelligenter ist als der Mensch. Starke KI gibt es heute und
in naher Zukunft allerdings nicht. Es gibt nicht einmal eine Theorie dazu, wie eine Starke KI

erzeugt werden konnte. (vgl. (32), S. 34)

Heute unterstiitzen selbstlernende Programme die medizinische Diagnostik. In der Automobil-
und Luftfahrtindustrie helfen sie beim Aufspiiren von Materialproblemen und in der Finanz-
industrie bei Investitionsentscheidungen und der Kreditvergabe. KI wird gebraucht beim Onli-
nemarketing, fiir automatisch fahrende Autos und Optimierungen in der Logistik. (vgl. (4), S.
1) Onlineprésenzen von Unternehmen besitzen manchmal bereits lernfihige Chatbots, die bei

Kundenfragen behilflich sind. Auch in der Psychologie, beispielsweise beim Aufspiiren von De-



pressionen, oder im E-Learningbereich, werden Chatbots unterstiitzend verwendet. Hierbei ist
es wichtig zu erwéihnen, dass bei weitem nicht alle Chatbots, auf die man im Internet trifft, zur
KI zdhlen. Kiinstliche Intelligenz entwickelt sich heutzutage mit solch einer rasanten Geschwin-
digkeit weiter, dass der momentane Forschungsstand gar nicht addquat dargestellt werden kann.
Zweifellos wird KI in Zukunft zu einem Wandel vieler Bereiche unserer Welt fithren. So konnte
Kiinstliche Intelligenz beispielsweise die Art, wie wir leben und spielen, eine Partnerin oder einen
Partner suchen, wie wir unsere Kinder erziechen und alte Menschen pflegen, verandern. Bestimmte
Betétigungsfelder am Arbeitsmarkt konnten durch sie tiberfliissig werden. (vgl. (1), S. 13) Eine
KI ohne begleitende ethische Uberlegungen einzufiihren, wiire daher fahrlissig. Diese Technologie
konnte genauso wie die Dampfmaschine, die Elektrizitdt und die Informationstechnologie eine
grundlegende technische Revolution auslésen. Daher ist es notwendig und wichtig, sich mit ihrer
Funktionsweise auseinanderzusetzen und zu erkennen, wozu sie in der Lage ist und wozu nicht.
(vgl. (3), S. 35) Ein Ort, der bei der Vermittlung dieses Wissens eine tragende Rolle spielen

kann, ist die Schule.

2.2 Geschichte und Meilensteine

Maschinen gibt es schon sehr lange. Bereits vor 2000 Jahren verfasste Heron von Alexandria das
Buch der Maschinen (Automata), worin er unter anderem Tempeltiiren beschrieb, die sich selbst
offnen konnten. Leonardo da Vinci (1452-1519) hat “Roboter” konstruiert, die ihre Arme und
den Kopf bewegen und sich aufsetzen konnten. Ab dem 18. Jahrhundert wurde das Interesse
an Maschinen immer grofler. Es entstanden automatische Musikinstrumente und Webstiihle, die
zwar voll autonom waren, aber natiirlich nicht intelligent, da sie nicht lernen konnten. Trotzdem
ebneten diese Erfindungen den Weg zur Automatisierung, der heute in die sogenannte 4. indus-
trielle Revolution miindet. (vgl. (3), S. 37)

Die KI als eigene Wissenschaft gibt es etwa seit Mitte des 20. Jahrhunderts, wobei sich mehrere
Hauptstromungen herausbildeten. Wichtige Fundamente fiir die Logik und die theoretische Infor-
matik wurden in den dreifliger Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts durch Kurt Godel, Alonso
Church und Alan Turing gelegt. Besonders bedeutsam fiir die KI sind hierbei die Gddelschen
Sétze wie der Vollstdndigkeitssatz, nach dem jede in der Pridikatenlogik formalisierte wah-
re Aussage beweisbar mit Hilfe der Schlussregeln eines formalen Kalkiils ist, und der Unvoll-
standigkeitssatz, nach dem es in Logiken hoherer Stufe wahre Aussagen gibt, die nicht beweisbar
sind.

In den vierziger Jahren wurden, basierend auf Ergebnissen aus der Hirnforschung, die ersten

mathematischen Modelle fiir neuronale Netze entwickelt, wobei allerdings die Computer noch



nicht leistungsfihig genug waren, um einfache Gehirne simulieren zu kénnen.

Seit den fiinfziger Jahren gibt es programmierbare Rechenmaschinen und seit dieser Zeit gibt es
die KI als praktische Wissenschaft. Seit 1985 werden sogenannte verteilte KI-Systeme erforscht.
Dabei werden Parallelrechner zur Effizienzsteigerung benutzt, wobei sich gezeigt hat, dass die
Verwendung “intelligenterer” Systeme gewinnbringender ist als die Parallelisierung. Daneben
gibt es Modelle, die wie menschliche Teams bei der Bearbeitung ihrer Aufgaben kooperieren
sollen. Es gibt viele Beispiele, bei denen ein einzelner Agent nicht in der Lage ist, ein Problem
zu 16sen, aber eine Zusammenarbeit im Team zu intelligentem Verhalten fithrt. Man kann sich
die Funktionsweise wie die Arbeit eines Ameisenvolkes vorstellen, das in der Lage ist, komplexe
und hohe Gebdude zu bauen, obwohl die einzelne Ameise kein Versténdnis der globalen Zusam-
menhénge hat. Ein sehr aktuelles Forschungsgebiet ist das aktive Lernen von Robotern, die sich
beispielsweise selbststéindig beibringen, zu laufen.

In den Jahren 2006 bis 2016 gab es einen Durchbruch im Bereich neuronaler Netze (Deep Lear-
ning), indem einige Tricks herausgefunden wurden, durch die Maschinen beigebracht werden
konnte, Objekte zu erkennen. Heute sind Serviceroboter fiir den Haushalt und autonomes Fahren
in Reichweite. Die KI auf unseren Smartphones kann heute problemlos die Bilder ausgew&hlter
Personen in der Foto-App finden und in der Medizin, bei der Diagnose von Krankheiten mit Hilfe
von bildgebenden Verfahren wie CT und MRT, machen Maschinen mittlerweile sogar weniger
Fehler als Arzt*innen.

Die KI ist interdisziplinir, das bedeutet, in ihr finden sich viele Elemente unterschiedlichster
Wissenschaften wieder, wie zum Beispiel Logik, Bildverarbeitung, Linguistik, Statistik, Philo-
sophie, Psychologie und Neurobiologie. (vgl. (2), S. 6-13) In Bezug auf die Schule wére so auch
eine Erarbeitung des Themas in einem ficheriibergreifenden Unterricht, beispielsweise in Form

eines Projekts, denkbar.

Unterrichtsidee fiir den Einstieg in das Thema

Eine Idee fiir einen Einstieg in das Thema ist, die Schiiler*innen mit einer Kiinstlichen Intelligenz
chatten zu lassen. Es gibt beispielsweise den Chatbot Woebot (https://woebothealth.com/),
mit dem man immer und iiberall iiber seine Gefiihle sprechen kann und der mittels Kiinstlicher
Intelligenz bei leichten Depressionen und Angstzustéinden hilft (Abbildung 2.1). Es gibt dazu
eine von Psycholog*innen von der Universitit Stanford entwickelte kostenlose App fiir Apple
und Android-Geréte, die 2017 auf den Markt gebracht wurde. Woebot tritt in Form eines kleinen
Roboters mit sympathischer, lockerer Sprache auf, allerdings bisher nur auf Englisch. (vgl. (),

Online Ressource)


https://woebothealth.com/

will spusy LTE 09:43 G-

Topics Tools Journal

Hey there

I'm looking forward to getting to
know you better

This is where we'll chat and do our

check-ins

But first, I'd like to get a sense of
how you've been doing lately

I'll ask you some questions about
how you're feeling now, and we'll
come back to them weekly to see

what changes over time

all spusu LTE 09:44 v -

£
{ )

Breathe along with me, and let me
know when you're done

rday 1

Glad you're back Evi

Want to pick up where we left off?

Abbildung 2.1: Chat mit Woebot

Folgende Fragen konnten dazu im Unterricht diskutiert werden:

e Wir sind bereits allseits von Kiinstlicher Intelligenz umgeben. Wo kommen Schiiler*innen

in ihrem Alltag mit KI in Ber{ihrung?

e Alle Schiiler*innen laden sich Woebot aufs Smartphone oder Tablet. Wie lange wird es
dauern, bis jede*r sich sicher ist, nicht mit einem Menschen zu chatten? Vor dem Start
werden Schétzungen abgegeben, wihrend dem Chatten stoppt jede*r die Zeit. Im An-

schluss werden die Ergebnisse und Gedanken dazu im Plenum besprochen.

e Diskussion in der Klasse: KI - Gefahr oder Chance?

2.3 Arbeitsweise von ML und KI

Test-
Daten
Daten- Daten- Modell Modell Modell
— — — —
beschaffung aufbereitung Training Test FEinsatz

o

Abbildung 2.2: Ablauf eines ML-Prozesses

Wie Maschinen arbeiten und wie sie lernen wird in diesem Abschnitt erklart. Weiters werden



gingige Lernstrategien beschrieben. Abbildung 2.2 veranschaulicht den typischen Machine Lear-
ning Prozess. Am Beginn des ML-Prozesses stehen immer eine Menge Daten. Im ersten Schritt
(Datenbeschaffung) werden also Daten beschafft, die allerdings vor ihrer Verwendung noch ana-
lysiert und bereinigt werden miissen (Datenaufbereitung). Dabei werden fehlende Daten ergénzt,
unnotige geloscht und textuelle in numerische Daten umgewandelt, da Computer nur mit Zahlen
umgehen kénnen. Die Datenvorverarbeitung wird in Kapitel 3 genau beschrieben. Die bereinig-
ten Daten werden nun nach bestimmten Regeln in Trainingsdaten und Testdaten geteilt ( Train-
Test-Split). (vgl. (6), Online Ressource) Jetzt kann anhand der Trainingsdaten der Prozess
des Lernens (Training) gestartet werden, indem die Daten einem bestimmten ML-Algorithmus
zugefiihrt werden. Als Ergebnis dieses Trainings erhélt man ein Modell. Ist das Training abge-
schlossen, kann anhand der dem Modell unbekannten Testdaten seine Giite festgestellt werden
(Testphase). Ist das Ergebnis (noch) nicht zufriedenstellend, kénnen Trainingsphase und Test-
phase wiederholt werden. (vgl. (7), S. 14) Die géingigsten ML-Strategien sind Supervised Lear-
ning (iiberwachtes Lernen), Unsupervised Learning (uniiberwachtes Lernen), Semi-Supervised

Learning, Reinforcement Learning (bestiirkendes Lernen) und Transfer Learning !.

2.3.1 Supervised Learning

Beim Supervised Learning ist die vorherzusagende Grofle in den Daten enthalten. Anhand von
sogenannten Eingangsfeatures X = [x1, x2, ..., ;] soll eine gekennzeichnete Grofie y vorhergesagt
werden (labeled data). Supervised Learning wird angewendet, wenn klar ist, wie die Ergebnisse
aussehen, aber nicht wie die Daten zusammen hingen und miteinander in Beziehung stehen,
damit ein bestimmtes Ergebnis eintritt. Die Aufgabe des ML-Algorithmus ist es hierbei, diese
Beziehungen und die Zusammenhénge zu finden, die offenbar zu einem bestimmten Ergebnis
fithren. Das Modell kann damit durch die bereits mit y versehenen Trainingsdaten lernen, in
Zukunft Vorhersagen fiir neue Daten zu treffen, bei denen der vorherzusagende Wert y unbekannt

ist. (vgl. (7), S. 13)

Beispiele:

¢ Klassifikation
Hier tritt y in Form von nominalem Charakter auf (ja/nein, Hund/Katze/Vogel/Fisch, ...).
Das bekannte Titanic Disaster Dataset beschreibt eine Klassifikation, wobei mit Hilfe der
Eingangsfeatures (Geschlecht, Alter, Anzahl von Angehorigen an Board, Ticketpreis, ...)

vorhergesagt werden soll, ob eine bestimmte Person den Untergang der Titanic iiberlebt

!Diese Arbeit beschrinkt sich auf Supervised Learning
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(= 1) oder nicht (= 0). Dieses Dataset wird im weiteren Verlauf der Arbeit mehrfach

verwendet. Eine néhere Beschreibung erfolgt im Abschnitt 3.2 (Datenvorverarbeitung).

o Regression
Hier ist y ein stetiges Merkmal, kann also jeden beliebigen Zahlenwert in einem definierten

Intervall annehmen.

Ein Beispiel hierfiir sind Preise von Gebrauchtwagen. Anhand von Eingangsfeatures (Jahr
der Zulassung, Neupreise, Kilometerstand, Kraftstoffart, Anzahl Vorbesitzer, ...) kann so
der Wert eines bestimmten Gebrauchtwagens ermittelt werden. Auch dieses Dataset wird
in Abschnitt 3.2 im Detail vorgestellt und im weiteren Verlauf der Arbeit bei Klassifikati-

onsverfahren verwendet.

2.3.2 Unsupervised Learning

In der Praxis sind Daten nicht immer mit einem Label, also dem erwarteten Ergebnis verse-
hen oder das Ergebnis ist von vornherein unklar, weshalb es auch andere Lernstrategien geben
muss. Beim Unsupervised Learning ist die vorherzusagende Gréfle in den Daten nicht enthalten
(unlabeled data). Anhand von Eingangsfeatures X = [z}, z2,...,2,] sollen Gruppen gefunden
werden, die zusammengehorige Daten reprisentieren, wiahrend der Traingsphase gibt es aber
kein vorgegebenes y. Die Lernleistung besteht darin, Daten zu analysieren und Muster in ihnen

zu erkennen.

Beispiele

e Clustering
Einteilung in Gruppen, zum Beispiel die Zuordnung von Kunden, die iiber Facebook mit ei-

nem Unternehmen verbunden sind, in vorher nicht néher definierte Kiufer*innengruppen.

¢ Rule Mining
Auffinden von Regeln, zum Beispiel die Identifikation von oft zusammen gekauften Giitern

in einem Lebensmittelgeschéft.

e Anomaly/Outlier Detection
Auffinden von Fehlern oder Anomalien unter den Input-Elementen, zum Beispiel die Suche
nach verddchtigen oder missbréuchlichen Transaktionen bei Kreditkarten. (vgl. (7), S. 15-

17)
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2.3.3 Semi-Supervised Learning

Semi-Supervised Learning ist eine Mischung aus Unsupervised und Supervised Learning. Ein
Anwendungsgebiet sind medizinische Bildgebungsverfahren wie Rontgenbilder oder CT-Scans.
Hier sind eine Vielzahl an Daten (Bilder) verfiigbar, aber nur wenige von ihnen sind mit einem
Label versehen. In diesem Fall kann zuerst ein Unsupervised ML-Algorithmus die Bilder in
Gruppen einteilen, die dann mit Labels versehen werden. Sobald eine grofle Anzahl von Daten
mit Label existieren, kann ein Supervised ML-Algorithmus trainiert werden, um ein finales
Modell zu erstellen, das genauere Vorhersagen iiber zukiinftige Daten treffen kann. (vgl. (7), S.

17)

2.3.4 Reinforcement Learning

Reinforcement Learning ist eine Lernstrategie, im Zuge derer mit einem Belohnungs- und Be-
strafungssystem gearbeitet wird. Eine Belohnung und/oder Bestrafung wird definiert und dem
Algorithmus als Input zugefiihrt. Diese leiten den Algorithmus durch den Lernprozess, indem
er seine Strategie durch Feedback nach und nach verbessert. Anwendungsgebiete fiir Reinforce-
ment Learning finden sich im Bereich Robotik, Gaming, Navigation, aber auch in der Industrie.
So kann ein Reinforcement Learning-Algorithmus die dynamische Preislegung von Giitern auf
Basis von Angebot und Nachfrage mit dem Ziel der Profitmaximierung iibernehmen. (vgl. (7),

S. 18-20)

2.3.5 Transfer Learning

Beim Transfer Learning werden bereits fiir bestimmte Aufgaben erstellte Modelle benutzt, um
mit ihrer Hilfe andere, verwandte Probleme zu 16sen. Der Grund fiir diese Vorgehensweise ist
die Tatsache, dass die Algorithmen zum Trainieren riesige Mengen an Daten benétigen, die in
der Realitdt meist nicht verfiigbar sind. Die Abbildung 2.3 zeigt, wie Transfer Learning fiir eine
Aufgabe aus dem Bereich Objekterkennung benutzt werden kann. (vgl. (7), S. 20-21)

Die in Abbildung 2.3 vorgestellten Modelle sind neuronale Netze. Durch ein neuronales Netz
werden Vorginge im menschlichen Gehirn mathematisch modelliert. Sie haben mehrere Schichten
(Layer), wobei jede Schicht etwas anderes lernt. In den ersten Schichten werden Ecken sowie
Farben erkannt und erst in den letzten Schichten die charakteristischen Strukturen von Objekten
und Lebewesen. Die Fahigkeit, Ecken und Farben zu erkennen kann allgemein genutzt werden.
Modell A konnte diese Fihigkeit besser ausbilden als Modell B, weil Modell A mit einem gréfleren
Dataset trainiert wurde. Modell B kann also durch einen Wissenstransfer verbessert werden (vgl.

(7), S. 21).
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Grofles Dataset mit Kleines Dataset

Bildern von vielen mit Bildern von
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kann sehr gut j
Wi t i
Ecken und Farb- SSensans e Modell B

kleckse erkennen

Abbildung 2.3: Bedeutung von Transfer Learning bei einer Bilderkennungsaufgabe

2.3.6 Overfitting und Underfitting

Es kann passieren, dass auf diese Weise erstellte Modelle keine gute Leistung erbringen. Ein
Grund dafiir konnte das sogenannte Underfitting oder das Overfitting sein. Underfitting liegt
vor, wenn ein Modell nicht gut genug an die Daten angepasst wurde. In diesem Fall entste-
hen grofle Fehler sowohl bei Konfrontation des Modells mit den Trainingsdaten als auch mit
den Testdaten. Overfitting liegt vor, wenn ein Modell die Trainingsdaten zu gut gelernt hat,
sodass eine Generalisierung auf neue Daten nicht mehr funktioniert. Daten beinhalten immer
natiirliche Ausreiler oder Rauschen, die félschlicherweise als “wahre Signale” gelesen werden
konnen. Im Fall von Overfitting ist der Fehler bei Konfrontation mit den Trainingsdaten sehr
klein, werden dem Modell aber die Testdaten eingespeist, erhéilt man grofle Fehler. Die Giite
eines ML-Algorithmus kann iiber den sogenannten Score bestimmt werden, der auf Seite 36

genauer erklart wird.

Zur Veranschaulichung von Over- und Underfitting wurden in Abbildung 2.4 zu gelabelten Trai-
ningsdaten drei Modelle (Trendlinien) in Form von Polynomfunktionen ersten, zweiten und

flinfzehnten Grades erstellt.

Fiir Modell A wurde eine lineare Funktion gewéhlt. Sie zeigt die Situation Underfitting. In
Abbildung 2.5 werden die grofien Fehler beim Testen veranschaulicht. Die groflien Abstédnde der
Datenpunkte zum Modell (siehe Abbildung 2.4) weisen darauf hin, dass auch bei Konfrontation

mit den Trainingsdaten grofle Fehler entstehen wiirden.
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® Trainingsdaten

5 ~~ Modell A

. Modell B
Modell C

Abbildung 2.4: Modellerstellung mit den Trainingsdaten

~~ Modell A
e TestVorhersagen
4 @ Test Observationen

Abbildung 2.5: Modell A Test

Fiir Modell B wurde eine Polynomfunktion zweiten Grades gewihlt. Sie folgt dem Trend der
Daten und zeigt ein passendes Modell fiir diese Problemstellung.

Fiir Modell C wurde eine Polynomfunktion fiinfzehnten Grades gewahlt. Sie zeigt die Situation
Owerfitting. Die Kurve schmiegt sich bereits zu gut an die Trainingsdaten an, indem sie Ausreifler
und Rauschen als wahre Werte annimmt (siehe Abbildung 2.4), wodurch grofie Fehler beim

Testen entstehen.
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Abbildung 2.6: Modell B Test
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Abbildung 2.7: Modell C Test
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Kapitel 3

Datenvorverarbeitung

Bei ML- und KI-Prozessen ist die Datenvorverarbeitung ein wesentlicher Schritt, da die Giite
der Ergebnisse des Prozesses stark von der Giite des Dateninputs abhéingt. Diese wichtige Tat-
sache postuliert sich in der Phrase “Garbage in, garbage out”. (vgl. (8), Online Ressource) Die

Datenvorverarbeitung gliedert sich im Wesentlichen in folgende Teilbereiche: (vgl. (9), S. 195ff)

Visualisierung und Analyse der Daten

Loschen bzw. Ergénzen fehlender Daten und Entfernen nicht relevanter Daten

Behandlung nicht numerischer Daten, wobei zwischen ordinalen und kategorischen Daten

zu unterscheiden ist

Datennormalisierung oder -skalierung (Feature Scaling)

3.1 Lehrplanbezug

Die Datenvorverarbeitung weist zum Teil hohen Bezug zur Schulmathematik auf. Nach dem
Lehrplan der AHS sollen bereits in der Sekundarstufe I beim Thema “Arbeiten mit Model-
len, Statistik” Datenmengen unter Verwendung statistischer Kennzahlen (Mittelwert, Median,
Quartil, relative Hiufigkeit, Streudiagramm) untersucht werden. In der sechsten Klasse sollen die
Schiiler*innen Darstellungen und Kennzahlen der Beschreibenden Statistik kennen lernen und
damit arbeiten kénnen. Im Thema Funktionen sollen in der sechsten Klasse Veréinderungen von
Funktionsgraphen beschrieben werden kénnen, wenn man von f(x) zu c- f(x), f(x)+e¢, f(z+c),
bzw. f(c- x) iibergeht. In der siebenten Klasse schliefllich sollen Schiiler*innen der AHS beim
Thema diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen unter anderem auch die Standardabweichung

einer diskreten Zufallsvariablen kennen und deuten koénnen. (vgl. (10))
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In den Handelsakademien lernen die Schiiler*innen in der vierten Klasse, die unterschiedlichen
Datentypen (normalskaliert, ordinalskaliert, metrisch) zu beschreiben und erhobene Daten ent-
sprechend zuzuordnen. Sie lernen, Daten zu erheben, Haufigkeitsverteilungen (absolute und rela-
tive Haufigkeiten) grafisch darzustellen und zu interpretieren. Uberdies sollen sie die Auswahl ei-
ner bestimmten Darstellungsweise problembezogen argumentieren kénnen. Die Lernenden sollen
verschiedene Zentralmafle (arithmetisches Mittel, Median, Modus, geometrisches Mittel) berech-
nen, interpretieren und ihre Verwendung unter anderem im Bezug auf verschiedene Datentypen
argumentieren konnen. Sie lernen, unterschiedliche Streumafie (Standardabweichung, Varianz,
Spannweite, Quartile) zu berechnen und zu interpretieren. Median, Quartile und Spannwei-
te sollen auch in einem Boxplot dargestellt und interpretiert werden kénnen. In der fiinften
Klasse sollen die Schiiler*innen der Handelsakademien den Begriff Standardabweichung erkléren
kénnen und damit Argumentationen iiber die Normalverteilung anstellen kénnen. Uberdies sol-
len Schiiler*innen im zweiten Jahrgang lernen, die Koeffizienten einer Funktion in Bezug auf den
Verlauf des Graphen zu beschreiben und zu interpretieren. In der vierten Klasse ist der Korre-
lationskoeffizient nach Pearson ein Thema, seine Berechnung und Interpretation. (vgl. (11))

In den Hoheren Technischen Lehranstalten lernen die Schiiler*innen in der zweiten und / oder
dritten Klasse, aus Stichprobenwerten Haufigkeitsverteilungen tabellarisch und graphisch dar-
zustellen, Lage- und Streuungsmafle zu bestimmen und zu interpretieren. Dabei werden vor
allem die Boxplots genannt. In der vierten Klasse treten wiederum der Mittelwert und die Stan-
dardabweichung im Zusammenhang mit der Normalverteilung auf. Ausgleichsfunktionen, der
Korrelationskoeffizient sowie die lineare Regression sind in der fiinften Klasse ein Thema. Beim
Thema Funktionen sollen die Funktionsparameter interpretiert werden kénnen (zweiter Jahr-
gang). (vgl. (12))

Die Unterscheidung von nominalen, ordinalen und metrischen Skalen ist Grundlage fiir die kor-
rekte Verwendung von Lage- und Streuungsparametern. Die Datenskalierung ist eine anschau-
liche Anwendung fiir lineare Transformationen und vertieft das Verstdndnis fiir die Begriffe

Mittelwert und Standardabweichung.
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3.2 Titanic Disaster Dataset und Amerikanischer Gebrauchtwa-

genmarkt

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird hiufig auf zwei Datasets Bezug genommen, daher werden
diese hier kurz vorgestellt. Beide wurden von der Plattform Kaggle (www.kaggle.com) herun-

tergeladen.

Titanic Disaster Dataset

Dieses Dataset beschreibt in Abhéngigkeit von 11 Features, ob ein Passagier der Titanic deren
Untergang iiberlebt hat oder nicht. (vgl. (13)), Online Ressource) Es handelt sich also um eine
binédre Klassifikation.

Die folgende Grafik zeigt die ersten 10 von 891 Datensétzen:

Passengerld Survived Pclass Name Sex Age SibSp Parch Ticket Fare Cabin Embarked
0 1 0 3 Braund, Mr. Owen Harris male 220 1 0 A5 21171 7.2500 NaN 3
1 2 1 1 Cumings, Mrs. John Bradley (Florence Briggs Th... female 38.0 1 0 PC 17599 712833 C85 (o}
2 3 1 3 Heikkinen, Miss. Laina female 26.0 0 0 STON/O2 3101282 7.9250 NaN S|
3 4 1 1 Futrelle, Mrs. Jacques Heath (Lily May Peel) female 35.0 1 0 113803 53.1000 C123 S
4 5 0 3 Allen, Mr. William Henry male 350 0 0 373450 8.0500 NaN S|
5 6 0 3 Moran, Mr. James ~ male NaN 0 0 330877 6.4583 NaN Q
6 7 0 1 McCarthy, Mr. Timothy J ~ male 54.0 0 0 17463 51.8625  E46 S
7 8 0 3 Palsson, Master. Gosta Leonard male 2.0 3 1 349909 21.0750 NaN S
8 9 1 3 Johnson, Mrs. Oscar W (Elisabeth Vilhelmina Berg) female 27.0 0 2 347742 111333 NaN S|
9 10 1 2 Nasser, Mrs. Nicholas (Adele Achem) female 14.0 1 0 237736 30.0708 NaN C

Y

Abbildung 3.1: Titanic Disaster Dataset

Die folgende Ubersicht wurde mit der Python-Bibliothek Pandas erstellt (vgl. (14), Python

Library) und sie wurde um textuelle Beschreibungen der einzelnen Spalten erginzt.

RangeIndex: 891 entries, O to 890

Data columns (total 12 columns):

# Column Non-Null Count Dtype

0 PassengerId 891 non-null int64 Interne Passagierld

1 Survived 891 non-null int64 Vorhezusagender Wert - Label

2 Pclass 891 non-null int64 Passagierklasse Werte 1,2,3

3  Name 891 non-null object Name des Passagiers

4  Sex 891 non-null object Geschlecht des Passagiers

5 Age 714 non-null float64 Alter des Passagiers

6 SibSp 891 non-null int64 Anzahl der Geschwister/Cousins an Bord
7  Parch 891 non-null int64 Anzahl der Eltern / Kinder an Bord
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10
11

Ticket
Fare
Cabin

Embarked

891
891
204
889

non-null object Ticketnummer

non-null float64 Ticketpreis

non-null object Kabinennummer

non-null object Zustiegsstelle Werte S, C, Q

In dieser Ubersicht lisst sich die Anzahl der fehlenden Daten pro Spalte ablesen. So sind etwa

nur 204 Kabinennummern bekannt, es fehlen also 687 Kabinennummern. Auflerdem lassen sich

die Datentypen der einzelnen Features ablesen (Dtype), wobei float64 einen FlieBkommawert

reprisentiert, object einen textuellen Eintrag darstellt und int64 bedeutet, dass es sich um

eine ganze Zahl handelt.

Amerikanischer Gebrauchwagenmarkt

Dieses Dataset stammt ebenfalls von Kaggle und beschreibt den Gebrauchtwagenmarkt in den

USA. Hier soll der Verkaufspreis des entsprechenden Fahrzeuges vorhergesagt werden. Es handelt

sich also um eine Regression. Wieder werden die ersten 10 Datensétze visualisiert.

Ca

r_Name

Year Selling_Price Present_Price Kms_Driven Fuel_Type Seller_Type Transmission Owner

W @ N ;M R W N =2 O

ritz

sx4
ciaz
wagon r

swift

vitara brezza

ciaz
S Cross
ciaz

ciaz

2014 335 559 27000 Petrol Dealer Manual 0
2013 475 9.54 43000 Diesel Dealer Manual 0
2017 725 9.85 6900 Petrol Dealer Manual 0
2011 285 415 5200 Petrol Dealer Manual 0
2014 460 6.87 42450 Diesel Dealer Manual 0
2018 925 9.83 207 Diesel Dealer Manual 0
2015 6.75 8.12 18796 Petrol Dealer Manual 0
2015 6.50 8.61 33429 Diesel Dealer Manual 0
2016 8.75 8.89 20273 Diesel Dealer Manual 0
2015 745 892 42367 Diesel Dealer Manual 0
y

Abbildung 3.2: Dataset Gebrauchtwagen

Die folgende Ubersicht zeigt wieder die verschiedenen Datenfelder inklusive der Datentypen und

die Anzahl der pro Datenfeld vorhandenen Werte (hier fehlen keine Daten).

RangeIndex: 301 entries, O to 300

Data columns (total 9 columns):

#

W N

Column
Car_Name

Year
Selling_Price
Present_Price

Kms_Driven

Non-Null Count Dtype

301
301
301
301
301

non-null object Name des Autos

non-null int64 Baujahr

non-null float64 Aktueller Verkaufspreis (Label)
non-null float64 Aktueller Neupreis

non-null int64 Gefahrene Kilometer
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5 Fuel_Type 301 non-null object Antriebsart: ’Petrol’, ’Diesel’, ’CNG’

6  Seller_Type 301 non-null object Verk&ufer: ’Dealer’, ’Individual’

7 Transmission 301 non-null object Schaltung/Automatik: ’Manual’, ’Automatic’
8 Owner 301 non-null int64 Anzahl der Vorbesitzer: Werte 0,1,3

3.3 Datenvisualisierung und Analyse

Ein wesentlicher erster Schritt bei der Auswahl geeigneter ML-Verfahren ist die grafische Auf-
bereitung der Daten eines Datasets und die damit verbundene Analyse der Daten. In diesem
Abschnitt sind einige Grafiken zu finden, die mit Hilfe der Python-Grafikbibliothek Seaborn
(vgl. (15), Online Resource) erzeugt wurden. Der Quellcode zur Erzeugung der Grafiken wird

im Anhang angegeben.

3.3.1 Histogramme

In Abbildung 3.3 werden Historamme dargestellt, welche die Verteilung des Alters der Passagiere
der Titanic zeigen. Die linke Grafik zeigt eine Klasseneinteilung mit der Klassenbreite 10 Jahre
iiber alle Passagiere, die rechte Grafik unterscheidet zwischen weiblichen (blau) und ménnlichen
(orange) Reisenden. Daraus lisst sich z.B. erkennen, dass bei den Kindern zwischen 0 und 10
Jahren nur geringfiigig mehr Buben als Madchen an Bord waren, wihrend sich in der Altersklasse

20 bis 30 mehr als doppelt so viele Méanner als Frauen finden.

250

male
=0
/1

200

150 4§

Count

Abbildung 3.3: Histogramm - Titanic Verteilung des Alters

In der Schule kénnte beispielsweise zum Thema gemacht werden, wie sich die Aussagekraft einer
Datenvisualisierung verédndert, je nachdem, wie die Darstellung erfolgt. Hierzu koénnten etwa
die beiden Histogramme aus Abb. 3.3 vergleichend betrachtet werden. Im Unterricht aller drei
Schultypen konnten zur Grafik mit der Altersverteilung im Zusammenhang mit dem Uberleben

des Unterganges (Abb. 3.5) folgende Fragen gestellt werden:
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e In welchen Altersklassen gibt es mehr Uberlebende als Tote?

e In welcher Altersklasse ist der Prozentsatz der Uberlebenden am kleinsten?

250 1 Survived
== 0
/1
200 4

Count

Abbildung 3.4: Histogramm - Titanic Verteilung des Alters nach iiberleben/nicht iiberleben

Da die zu bestimmende GroBe Survived ist, ist natiirlich auch der Anteil der Uberlebenden
je nach Passagierklasse bzw. Geschlecht interessant. Auch hier lassen sich, genauso wie zu den
folgenden Boxplots, im Unterricht viele Interpretationsfragen stellen. Uberdies kénnen die Histo-

gramme und Boxplots von den Schiiler*innen per Hand oder mit Geogebra gezeichnet werden.

350

i
o
[T R

300

count

Survived Survived

Abbildung 3.5: Histogramm - Titanic Uberlebende nach Passagierklasse und Geschlecht

3.3.2 Boxplot

Boxplots findet man bereits im Lehrplan der Unterstufe. Sie kénnen bei der Datenanalyse zum
Vergleich einzelner Features bezogen auf ein zweites Feature gute Vergleiche liefern. Die Abbil-
dung 3.6 zeigt Boxplots fiir das Alter der Passagiere der Titanic. Die linke Grafik verwendet alle

bekannten Altersangaben, die rechte zeigt die Altersverteilung der Passagiere in Abhéngigkeit
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von der Passagierklasse. Hier sieht man, dass der Median des Alters in der teuersten Passagier-

klasse 1 am hochsten und in der billigsten Passagierklasse 3 am niedrigsten ist.

Abbildung 3.6: Boxplot - Titanic Analyse der Altersverteilung

3.3.3 Zusammenhinge zwischen Features - Scatterplot und Regression

Eine weitere Form der Datenvisualisierung bilden Punktwolken, auch Scatterplots, hier sogar
in Verbindung mit einer Regressionsgeraden, denn oft ist es vorteilhaft, den Zusammenhang
zwischen zwei Features zu visualisieren. Die Grafik 3.7 zeigt den Zusammenhang zwischen dem
Neupreis (Present_Price) und dem Gebrauchtenwagenpreis (Selling_Price) beim amerikanischen

Gebrauchtwagenmarkt:
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Abbildung 3.7: Scatter- und Regplot

Dabei visualisiert die linke Grafik nur die Punktwolke, wahrend in der rechten Grafik auch
die Regressionsgerade zwischen den beiden Features dargestellt ist. Hier lédsst sich ein hoher
Zusammenhang erkennen, was auch der Korrelationskoeffizient von 0,88 bestétigt. Auflerdem
sieht sowohl beim Scatterplot als auch an Hand der Steigung der Regressionsgeraden, dass mit

wachsendem Neupreis wie zu erwarten auch der Gebrauchtwagenpreis steigt.
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Mochte man mehrere Features eines Datasets miteinander vergleichen, so eignet sich der so-
genannte Pairplot. Die Grafik 3.8 zeigt die Zusammenhénge zwischen Baujahr, Verkaufspreis,
Neupreis und Kilometerstand. Ergénzend zu dieser Grafik konnen alle Korrelationskoeffizienten
zwischen diesen Features berechnet werden. Dabei lassen sich vor allem bei der Interpretation
der Korrelationskoeffizienten viele Schliisse ziehen, wie gut die vorherzusagende Groéfie von den

Features abhingig ist.
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Abbildung 3.8: Scatter- und Regplot
Year Selling Price Present_Price Kms_Driven
Year 1.000000 0.236141 -0.047584 -0.524342
Selling_Price 0.236141 1.000000 0.878983 0.029187
Present_Price -0.047584 0.878983 1.000000 0.203647
Kms_Driven -0.524342 0.029187 0.203647 1.000000
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Hier sieht man, dass nur zwischen Neupreis und Verkaufspreis ein hoher Zusammenhang be-
steht und dass die Anzahl der gefahrenen Kilometer wenig Einfluss auf den Verkaufspreis hat.
Uberraschenderweise ist dieser Korrelationskoeffizient positiv, d.h. mit Anzahl der gefahrenen
Kilometer steigt auch der Verkaufspreis. Eine mogliche Interpretation ist die Vermutung, dass

bei groflen und teuren Autos die Kilometeranzahl hoher ist als bei Kleinwagen.

3.4 Loschen bzw. Erginzen fehlender Daten, Entfernen nicht

relevanter Daten

Oft fehlen in den zu analysierenden Daten einzelne Werte. ML-Algorithmen bzw. neuronale
Netze konnen mit solchen fehlenden Daten nicht umgehen. Daher sind diese im Rahmen der

Datenvorverarbeitung zu loschen bzw. zu ergénzen. (vgl. (9), S. 200ff)

Einzelne Datensétze mit fehlenden Daten kénnen natiirlich geléscht werden. Dies ist aber ins-
besondere dann problematisch, wenn man dadurch zu viele Datensétze verliert. In diesem Fall

ist die i.A. bessere Strategie das sinnvolle Ergéinzen von Daten.

So fehlt etwa im Titanic Disaster Dataset bei 177 von 891 Datensitzen das Alter des/der Reisen-
den. Eine Strategie wire, die fehlenden Altersangaben gemifi Abbildung 3.6 (links) durch den
Mittelwert oder den Median aller zur Verfiigung stehenden Altersangaben zu ersetzen. Besser
erscheint jedoch geméfl dem rechten Teil von Abbildung 3.6 die fehlenden Werte fiir das Alter
mit dem Median oder dem Mittelwert des Alters der jeweiligen Passagierklasse zu ergénzen, da
hier ein eindeutiger Trend zu erkennen ist: Passagierklasse 1 hat den hochsten Altersmedian und

Passagierklasse 3 den niedrigsten.

Das Ergéinzen fehlender Daten ist ein wichtiger Prozess der Datenvorverarbeitung, von dem
die Giite der erzielten Ergebnisse eines KI-Prozesses stark abhéngig ist. Ebenso wichtig wie
die Ergénzung fehlender Daten ist die Elimination von Daten, die fiir den vorherzusagender
Wert unerheblich sind. So scheinen im Titanic-Disaster-Dataset die Features Passengerld, Name
und Ticket keinen Einfuss auf das vorherzusagende Taget Survived zu haben. Diese Spalten
sollten also geloscht werden. Allenfalls kénnte man das Feature Name auf darin vorkommende
akademische Grade untersuchen und diese Spalte durch ein neues binédres Feature IsAcademic
ersetzen. Dieses Feature hat moglicherweise Einfluss auf die Uberlebenschance. Weiter fehlen in
der Spalte Cabin 678 von 891 Werten. Hier erscheint es nicht sinnvoll, diese Daten zu ersetzen,

sondern das Feature komplett zu entfernen.
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3.5 Behandlung nicht numerischer Daten

ML-Algorithmen kénnen nur numerische Daten verarbeiten. Solche Daten sind, wenn sie auf ei-
ner Verhiltnisskala liegen, in der weiteren Verarbeitung unproblematisch, miissen aber abhéingig
vom verwendeten Algorithmus skaliert werden (vgl. Abschnitt 3.6, Feature Scaling). Nicht nu-
merische (textuelle Daten) miissen in numerische Daten konvertiert werden. Dabei ist zwischen

nominalen und ordinalen Features zu unterscheiden. (vgl. (9), S. 39ff)

3.5.1 Behandlung nominalskalierter Daten

Nominal skalierte Daten sind Daten, die sehr oft textuell beschrieben werden und die in keine
natiirliche Reihenfolge gebracht werden kénnen. Beispiele dafiir sind Familienstand (ledig, ver-
heiratet, verwitwet, geschieden) oder das Geschlecht (ménnlich, weiblich, divers). Mathematisch
ist hier nur die Bestimmung des Modalwertes sinnvoll.

Beim Titanic - Disaster - Dataset ist ein solches nominal skaliertes Merkmal das Feature Em-
barked. Es beschreibt die Einstiegstelle des betrachteten Passagiers. Hier kommen die Werte S
(Southampton - England), C (Cherbourg - Frankreich) und Q (Queenstown - heute Chob in
Irland) vor. Fiir solche Daten fithrt man ein sogenanntes One-Hot-Encoding durch. (vgl. (16),
Online Resource) Dies bedeutet, dass man jeden Featurewert (hier also S, C und Q) in einem
eigenen Feature binér codiert. Die Abbildung 3.9 demonstriert dies fiir die ersten 10 Datensétze

des Titanic-Disaster Datasets.

Embarked C Q §
0 S 0 0 1
1 cC 1 00
2 S 0 0 1
3 S 0 0 1
4 S 0 0 1
5 Q0 10
6 S 0 0 1
7 S 0 0 1
8 S 0 0 1
9 cC 1 00

Abbildung 3.9: Behandlung nicht numerischer Daten: One Hot Encoding

Nun ist natiirlich noch das alte Feature Embarked aus den Daten zu entfernen. Auflerdem ist
zu beriicksichtigen, dass die so erzeugten drei neuen Features linear abhéngig sind. Fiir jeden
Passagier ist die Summe der drei Werte gleich 1. Solche Abhéngigkeiten sind unerwiinscht, da

MI-Algorithmen oder Neuronale Netze diese Abhingigkeiten lernen konnten. Fiihrt man auf
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diese Art und Weise ein One-Hot-Encoding durch, muss also auch noch eines der neu erzeugten
bindren Features aus den Daten geloscht werden. Loscht man etwa die Spalte C, so bedeutet

Q=0 und S=0, dass der entsprechende Passagier in Cherbourg an Bord gegangen ist.

3.5.2 Behandlung ordinal skalierter Daten

Ordinal skalierte Daten haben eine natiirliche Reihenfolge, stehen aber in keinem natiirlichen
Verhiltnis zueinander. Ein hier hiufig zitiertes Beispiel sind Schulnoten. Etwa ist ein Befriedi-
gend (3) nicht drei mal so schlecht wie ein Sehr Gut (1). Bei solchen ordinal skalierten Daten
sind Rechenoperationen wie z.B. die Berechnung des arithmetischen Mittelwerts nicht sinnvoll.
Weitere Beispiele fiir ordinal skalierte Merkmale sind Giiteklassen und die Bewertung von Kon-
sumgiitern mit beispielsweise 1 bis 5 Sternen.

Beim Gebrauchtwagen-Dataset konnte ein zusétzliches ordinal skaliertes Feature Condition mit
den Werten ”good”, ”like new”, ”excellent” und "fair” existieren. Diese miissten vor der Ver-
arbeitung in die richtige Reihenfolge gebracht und durch numerische Werte bzw. Prozentwerte

ersetzt werden: ”like new” = 1, "excellent” = 2, "good” = 3, "fair” = 4

3.6 Feature Scaling

Bevor Daten von einem ML- bzw. KI-Algorithmus analysiert werden konnen, miissen sie in
vielen Féllen skaliert werden. Die einzelnen Features von Rohdaten haben oft unterschiedliche
Wertebereiche und dies ist speziell bei der Berechnung euklidischer Absténde problematisch.
Aber auch bei der Optimierung von Gewichten bei neuronalen Netzen ist es notwendig, dass die
einzelnen Features gleiche und kleine Wertebereiche aufweisen.

Zur Skalierung der Features stehen im Wesentlichen Normalisierung und Standardisierung zur

Verfiigung. (vgl. (9) S. 212f)

3.6.1 Normalisierung

Bei der Normalisierung werden die Werte einer Datenreihe mit Hilfe linearer Transforationen
(Verschiebung, Skalierung) auf den Wertebereich [0;1] abgebildet!. Dabei wird das Minimum
der Werte in den Nullpunkt verschoben und die Spannweite wird auf den Wert 1 skaliert. Nach
der Normalisierung liegen alle Werte im Intervall [0; 1].

p x — min(z)

x = (3.1)

max(z) — min(x)

MinMax-Scaler verallgemeinern dieses Intervall oft auf [min; max]
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3.6.2 Standardisierung

Bei der Standardisierung werden Mittelwert T und Standardabweichung s der Datenreihe be-
stimmt, der Mittelwert wird in den Nullpunkt verschoben und die Standardabweichung auf den
Wert 1 skaliert. Dies bewirkt, dass die Daten abgesehen von Ausreiflern im Wesentlichen auf

den Wertebereich (—3;3) abgebildet werden.

Standardisierung und Normalisierung vgl. (2), S. 228f.

Konkretes Beispiel

Die Grafik 3.10 zeigt zweidimensionale mit 0 (rot) und 1 (schwarz) gelabelte Daten, bei denen
eine schone optische Trennung der beiden Klassen erkennbar ist. Die Wertebereiche der Features

x1 und zg unterscheiden sich jedoch stark voneinander (vgl. Tabelle 3.1).

Originaldaten

0.8

06

x2

04

02

0.0

o 25000 50000 75000 100000 125000 150000
x1

Abbildung 3.10: Feature Scaling: Rohdaten

T ‘ T2 ‘
Mittelwert 75295.72 | 0.50
Standardabweichung | 31491.01 | 0.18
Minimum -10755.78 | 0.06
Maximum 150956.35 | 0.96

Tabelle 3.1: Feature Scaling: Parameter der Rohdaten

Fiihrt man auf diesen Daten nach einem Train-Test-Split im Verhéltnis 80:20 den Klassifikati-
onsalgorithmus KNN mit 5 Nachbarn aus, so erhélt man auf den Trainingsdaten einen Score
von 90.88% und auf den Testdaten einen Score von 87.25%.

KNN steht fiir K-Nearest-Neighbors und wird im Abschnitt 4.3 ausfiihrlich vorgestellt. Im We-
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sentlichen werden hier zu einem Testpunkt k Nachbarn analysiert und der Testpunkt wird jener

Klasse zugeordnet, die unter den Nachbarn am h&ufigsten auftritt.

Standardskalierte Daten Normalisierte Daten

0.0 1

=34

Abbildung 3.11: Feature Scaling: Standardisiert und Normalisierte Daten

Abbildung 3.11 zeigt die standardisierten und normalisierten Daten. Die Gestalt der Punktwolke
dndert sich dabei nicht, da ja jeweils nur eine Verschiebung und eine Skalierung in Achsenrichtung
durchgefiihrt werden. Die Tabelle 3.2 zeigt die Parameter der Datenreihen nach Normalisierung

und Standardisierung:

Standardisierung | Normalisierung
T {5 z1 Z2
Mittelwert 0.00 0.00 0.49 0.54
Standardabweichung | 1.00 1.00 0.18 0.19
Minimum -2.77 -2.81 0.00 1.00
Maximum 2.83 2.41 0.00 1.00

Tabelle 3.2: Feature Scaling: Parameter der skalierten Daten

Fiithrt man auf diesen transformierten Daten nach einem Train-Test-Split im Verhéltnis 80:20
den Klassifikationsalgorithmus KNN der Pythonbibliothek sklearn mit 5 Nachbarn aus, so
verbessert sich bei den Trainingsdaten der Score von 90.88% auf 97.81% bei Standardisierung und
auf 98.00% bei Normalisierung. Bei den Testdaten konnte bei beiden Verfahren ein verbesserter
Score von 97.75% erzielt werden.

Auf Grund der Formel 3.2 haben die standardisierten Datenreihen einen Mittelwert 0.0 und
eine Standardabweichung 1.0, das Intervall wird abgesehen von Ausreiflern in etwa den Bereich
(—3; 3) umfassen. Es wird empfohlen, die Standardisierung bei annihernd normalverteilten Da-
ten anzuwenden.

Bei der Normalisierung héngen Mittelwert und Standardabweichung von der Verteilung der

Daten ab, das Intervall ist aber immer [0;1]. Fiir gleich verteilte Daten ist die Normalisierung
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der Standardisierung vorzuziehen.

GeméaB ((2) Seite 230) ist die Datenskalierung bei allen Arten von neuronalen Netzen sowie
bei Nearest-Neighbour Verfahren anzuwenden. Nicht notwendig (wenn auch nicht nachteilig) ist
Featurescaling beim Naive Bayes Algorithmen.

Ein Nachteil von FeatureScaling ist, dass die Interpretierbarkeit der Daten verloren geht, was

bei Algorithmen wie Entscheidungsbdumen die Nachvollziehbarkeit stort.

3.7 Ideen fiir den Unterricht

Anwendung elementarer Transformationen

Sowohl Normalisierung als auch Standardisierung basieren auf zwei linearen Transformationen
(Translation und Skalierung) eindimensionaler Datenreihen, deren Verstéindnis grundlegend ist.
Die Betrachtung aus verschiedenen Blickwinkeln fordert dieses Verstdndnis. Die Transformatio-
nen einer Datenreihe sind vergleichbar mit elementaren Funktionstransformationen in Richtung

der unabhingigen Variablen und kénnen auch so veranschaulicht werden.

Konkrete Aufgabenstellungen fiir den Unterricht

Die Datenreihe 2,2,3,3,5,6,7,7,10,20 ist zu normalisieren und zu standardisieren.

Es gilt T = 6.5, s = 5.4006, min(z) = 2, Spannweite = 18. Daher ergibt sich fiir den ersten
Wert 21 = 2 bei Normalisierung zj = % = 0. Hier erscheint es wichtig darauf hinzuweisen,
dass die Transformation x; — x1 — 2 eine Verschiebung der Datenreihe um 2 Einheiten nach
links bedeutet, also die Datenreihe 0,0,1,1,3,4,5,5,8,18 erzeugt. Nun werden alle Werte durch die
Spannweite 18 dividiert, was einer Stauchung um den Faktor 1—18 entspricht. Analog lassen sich
die Rechenschritte bei der Standardisierung interpretieren.

Die Ergebnisse werden in folgender Tabelle zusammengefasst:

Originaldaten 2 2 3 3 ) 6 7 7 10 20

Normalisiert 0 0 0.06 | 0.06 | 0.17 | 0.22 | 0.28 | 0.28 | 0.44 1

Standardisiert | -0.83 | -0.83 | -0.65 | -0.65 | -0.27 | -0.09 | 0.09 | 0.09 | 0.64 | 2.50

Tabelle 3.3: Feature Scaling: Beispiel fiir den Unterricht

Aufgrund dieser Ergebnisse lassen sich nun z.B. folgende Fragen erdrtern:
e Welche Originalwerte sind nach der Standardisierung negativ, welche positiv?

e Warum sind die standardisierten Werte der Originalwerte 6 und 7 vom Betrag her gleich?
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Kapitel 4

Spezielle Machine Learning

Algorithmen

In diesem Abschnitt werden einige ausgewihlte ML-Algorithmen und deren Bezug zu den Lehr-
planen von AHS, HAK und HTL vorgestellt. Im Zuge dessen werden teilweise selbst generierte
Testdaten verwendet, wobei die Generierung dieser Testdaten mit der Programmiersprache Py-
thon erfolgt. Dabei wird der Regressionsalgorithmus Lineare Regression auf den amerikanischen
Gebrauchtwagenmarkt und alle vorgestellten Klassifikationsalgorithmen (Logistische Regression,
KNN, Naive Bayes) auf das Titanic Disaster Dataset angewendet. Die entsprechenden Quellco-

des und die dabei erzielten Ergebnisse werden im Anhang B zusammengefasst.

4.1 Lineare Regression

Die lineare Regression ist der grundlegendste und wichtigster ML-Algorithmus. Die Grundidee
ist, aus einer Observation x, also einem n-dimensionalen Vektor, einen reellen Wert y (Label)
vorherzusagen (vgl. Abschnitt 2.3.1). Hier wird allerdings vorausgesetzt bzw. angenommen, dass
zwischen den Eingangsfeatures und dem vorherzusagenden Wert ein anndhernd linearer Zusam-
menhang besteht. Der fiir den Eingangsvektor x vom Modell vorhergesagte Wert g berechnet

sich auf Grund des linearen Zusammenhangs iiber die Beziehung

al I
as X9 n
y=a-Xx+b= : +b:Z(az $z)+b (41)
=1
Qnp, In

wobei der Vektor a und das Skalar b die im Training zu lernenden Parameter des Modells sind. Im
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Training werden diese Parameter zunéchst mit zufdlligen Werten vorbelegt und ein Fehlerwert
ermittelt. (vgl. (17) S. 59ff) Zu diesem Zweck definiert man nach der Methode der kleinsten

Quadrate eine Cost- oder Errorfunction

C(ab) = Z (95 — yj)° (4.2)

j=1
wobei m die Anzahl der Datensédtze im Trainingsdataset bezeichnet. Nun wird das Minimum
dieser Costfunction bestimmt. Konkret handelt es hier also um eine Extremwertaufgabe fiir eine
Funktion mit n 4+ 1 Unbekannten. Im Rahmen des Machine Learnings wird das Minimum der
Costfunktion in der Regel nicht analytisch sondern iterativ mit Hilfe des Gradientabstiegsver-

fahrens (vgl. Abschnitt 5.6.3) bestimmt. (vgl. (18), Online Ressource)

4.1.1 Lehrplanbezug

Der Mathematiklehrplan der AHS sieht in der fiinften Klasse einiges zum Thema Funktionen vor.
So sollen Schiiler*innen lernen, Abhéngigkeiten, die durch reelle Funktionen in einer Variablen
erfassbar sind, mittels Termen, Tabellen und Graphen zu beschreiben und iiber den Modellcha-
rakter von Funktionen zu reflektieren. Lineare Funktionen sollen beschrieben und untersucht
werden. Auch Formeln sollen in Hinblick auf funktionale Aspekte untersucht werden. Uberdies
soll mit Funktionen in anwendungsorientierten Bereichen gearbeitet werden und Schiiler*innen
sollen lernen, Funktionen als mathematische Modelle aufzufassen. Die Lineare Regression ist kein
Teil des Lehrplans der AHS. Im dritten Jahr sollen beim Thema Erweiterungen und Exaktifi-
zierung der Differentialrechnung weitere Anwendungen der Differentialrechnung, insbesondere
aus Wirtschaft und Naturwissenschaft durchgefithrt werden. Dazu wiirden Extremwertaufgaben
passen, sie sind jedoch nicht explizit im AHS-Lehrplan angefiihrt. (vgl. (10), Online Ressource)
Auch die Schiiler*innen der Handelsakademien miissen in der ersten Klasse lernen, Funktio-
nen als Modelle zur Beschreibung von Zusammenhéingen zwischen Grofien zu verstehen und zu
erkldren. Sie lernen, Funktionen in einer Variablen in einem kartesischen Koordinatensystem
darzustellen. Uberdies sollen die Darstellungsformen linearer Funktionen interpretiert und er-
klart werden konnen, insbesondere geht es hier um die Bedeutung der Parameter Steigung und
Achsenabschnitt. Im vierten Jahr gibt es in den Handelsakademien einen Schwerpunkt “Opti-
mierung und Regressionsrechnung”. Hier soll die Idee der Optimierung erklidrt und anhand von
Hauptbedingung und Nebenbedingung modelliert und berechnet werden. Die Schiiler*innen sol-
len das Prinzip der Methode der kleinsten Quadrate und die zugrundeliegenden Ideen erldutern
und die Giite der Ergebnisse bewerten kénnen. Mit Technologieeinsatz sollen fiir vorgegebene

Modellfunktionen mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate Funktionsgleichungen bestimmt
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werden (vgl. (11), Online Ressource)

Die Schiiler*innen der HTLs sollen in ihrem ersten Jahr Funktionen als Mittel zur Beschreibung
von Zusammenhéngen verstehen sowie Funktionen durch Wertetabellen und grafisch im recht-
winkligen Koordinatensystem, auch mit technischen Hilfsmitteln darstellen. Sie sollen die Glei-
chung einer Geraden aufstellen kénnen, deren Parameter berechnen und interpretieren kénnen.
Im zweiten Jahr soll der Funktionsbegriff erklart werden kénnen, Eigenschaften von Funktionen
sollen erkannt und an Beispielen veranschaulicht werden. Uberdies ist die Lineare Regressi-
on ebenfalls ein Teil des Lehrplans mancher HTLs, allerdings erst in der fiinften Klasse. Hier
sollen Schiiler*innen im Bereich Stochastik lernen, aus vorgegebenen Punkten eine passende
Ausgleichsfunktion (speziell Lineare Regression) mittels Technologieeinsatz zu ermitteln und
das Ergebnis zu interpretieren. Die Methode der kleinsten Quadrate findet sich in vielen HTLs
ebenfalls im Lehrplan wieder. Auch Optimierungsaufgaben sind Teil der HTL-Lehrpléne. (vgl.
(12), Online Ressource)

Auch wenn die Lineare Regression im Lehrplan der AHS keinen Platz gefunden hat, bietet sie
eine gute Gelegenheit, das Versténdnis fiir lineare Funktionen f : R — R : y = kz + d zu
vertiefen. Besonders der Modellcharakter von Funktionen kann hier gut veranschaulicht werden
und es ergibt sich die Moglichkeit, mit linearen Funktionen in einem anwendungsorientierten
Bereich zu arbeiten. Eine Regressionsgerade kann dazu verwendet werden, das Verstdndnis fiir
die Parameter Steigung und Achsenabschnitt zu vertiefen, beispielsweise kénnte die Anderung
der beiden Parameter, die bei Verdnderung der Datenpunkte entsteht, thematisiert werden. Ist
die Lineare Regression kein Teil des Mathematiklehrplans und soll daher auch nicht nidher the-
matisiert und héndisch gerechnet werden, kann sie dennoch mit Hilfe von Geogebra (vergleiche
Anhang C.1) ganz einfach durchgefiithrt werden. In diesem Fall liegt das Hauptaugenmerk auf
dem zeitgemiifien Technologieeinsatz und der Interpretation der Ergebnisse. Uberdies konnte sie

im Rahmen einer Extremwertaufgabe im Regelunterricht vorkommen (siche Abschnitt 4.1.2).

4.1.2 Einfache lineare Regression

Bei der einfachen linearen Regression besteht jede Observation nur aus einem Feature. Dabei
sind im Trainingsdatensatz m Punkte Pj(x;,y;),7 = 1,...,m gegeben, wobei x; die Features
und y; die entsprechenden Labels sind. Zeichnet man diese Punkte in ein Koordinatensystem,
so erhélt man eine Punktwolke. Ziel der linearen Regression ist es nun, eine Gerade zu finden,
die nach der Methode der kleinsten Qaudrate moglichst gut an diese Punktwolke angepasst ist.
Nun wird die Gerade g : § = ax + b wie folgt bestimmt: setzt man in die Gerade einen konkreten

x-Wert z; ein, so erhélt man einen Schitzwert §; = ax; + b. Die unbekannten Koeffizienten a
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und b (Parameter oder Gewichte des ML-Modells) der Geraden werden nun so bestimmt, dass

die Costfunktion C(a,b) minimal wird.

m

C(a,b) = Z —y] Z axj +b—y;) 2 5 min. (4.3)
7j=1

J=1

Die notwendige Bedingung dafiir lautet

oC oC

— =0 A —=0 4.4

da ob (44)
und liefert ein lineares Gleichungssystem in den Unbekannten a und b, dessen Losung

_ i (i —2) (yi — 9)

, b=y—azx 4.5
S 7 ’ o)

lautet (vgl. (17) S. 62).

Fiihrt man dieses Verfahren fiir das Trainingsset P;(1,1), P»(2,4), P5(2.5,3), P4(4,3.5), P5(5,5),
Ps(5.5,4), P7(6,5) und Pg(7,6.5) durch, so erhélt man die Regressionsgerade ¢ : § = 0.669z +
1.239. Die folgende Abbildung visualisiert die Situation, wobei in der Grafik die Residuen

|Yj — y;| mit 7; beschriftet wurden.

7

Abbildung 4.1: Einfache lineare Regression
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Moéglicher Einsatz im Unterricht

Obwohl die lineare Regression im AHS-Lehrplan nicht enthalten ist, kann das oben angegebe-
ne Beispiel auch im Rahmen einer Extremwertaufgabe verwendet werden. Legt man die Aus-
gleichsgerade durch den Ursprung (§ = ax), so erhélt man eine Fehlerfunktion C(a), von der

das Minimum zu bestimmen ist.

8
Z arj —y))=1-a—-1)?+(2-a—4)2+... 4 (7-a—1)? - min
j=1

Fiir die Ausgleichsgerade §j = ax + b kann auf Grund der Tatsache, dass die Regressionsgerade
durch den Schwerpunkt S(z,y) der Punktwolke geht, eine Extremwertaufgabe mit Nebenbedin-
gung modelliert werden:

HB: C(a,b) = Y 5_; (axj +b—y;)* = (1-a+b—1)>+(2-a+b—4)?+...+(7T-a+b—1)> - min
NB:y=a-Z+5b

4.1.3 Mehrdimensionale lineare Regression in der Praxis

Besteht eine Observation nicht nur aus einem Feature sondern aus n Werten, so berechnet sich
7 geméf Formel 4.1. Geometrisch bestimmt man mit der Methode der kleinsten Quadrate also
eine Hyperebene im n + 1 - dimensionalen Raum.

Im Folgenden wird mit Hilfe von Scikit-Learn eine lineare Regression mit 5 Eingangsfeatures
durchgefiihrt und die Ergebnisse werden analysiert. Dabei werden auch Metriken vorgestellt,
die zur Bestimmung der Giite des Modells dienen. Konkret werden Preise von Gebrauchtwagen
(Abb. 3.2) aus den Eingangsfeatures Baujahr (Year), Neupreis (Present_Price) in 1000 Dol-
lar, gefahrene Kilometer (Kms_Driven), Vorbesitzer (Owner) - (Werte 0,1,2,3) und Verkiufer
(Individual) - (0...Dealer oder 1...Individual) prognostiziert.

Die praktische Umsetzung dieser linearen Regression mit Scikit-Learn findet man im Anhang

(vgl. Listing B.2). Hier werden nur die Ergebnisse angegeben und interpretiert.

Eine Analyse der Features und des Labels mit Pandas ergibt folgende Ubersicht. Das Feature
Seller_Type wurde mit Hilfe von One-Hot-Encoding in das binére Feature Individual konvertiert.
Zunéchst wird fiir jedes Eingangsfeature und fiir den Label die Anzahl der Beobachtungen (im-

mer 301), Mittelwert, Standardabweichung, Minimum, Maximum und die Quartile angegeben.

Year Present_Price Kms_Driven Owner Individual Selling_ Price
count  301.000000 301.000000 301.000000 301.000000 301.000000 301.000000
mean  2013.627907 7.628472  36947.205980 0.043189 0.352159 4.661296
std 2.891554 8.644115  38886.883882 0.247915 0.478439 5.082812
min 2003.000000 0.320000 500.000000 0.000000 0.000000 0.100000
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0.000000
0.000000
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1.000000
1.000000

0.900000
3.666666
6.000000
35.000000

Zu einer weiteren Analyse der Daten ist es vorteilhaft, die Zusammenh#nge zwischen den einzel-
nen Features und der vorherzusagenden Grofle zu untersuchen. Die folgende Abbildung visuali-

siert dies fiir das Baujahr und die Anzahl der Vorbesitzer:
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Abbildung 4.2: Regression: Zusammenhénge zwischen Features und Label

Aus den Grafiken ist zu erkennen, dass sich ein hoheres Baujahr positiv und mehr Vorbesitzer
negativ auf den Gebrauchtwagenpreis auswirken. Allerdings ergeben sich hier schwache bis sehr
schwache Zusammenhénge, wie die berechneten Korrelationskoeffizienten zeigen. Der stérkste

Zusammenhang ergibt sich zwischen Neupreis und Verkaufspreis:

Korrelation Year-Selling Price 0.236
Korrelation Owner-Selling_Price : -0.088
Korrelation Present_Price-Selling Price: 0.879

Nach Durchfithrung der linearen Regression erhilt man folgende Ergebnisse:

Koeffizienten : [ 4.538e-01 4.934e-01 -1.869e-06 -6.844e-01 -1.148e+00]
Intercept -912.4416701573135
Trainingsscore: 0.8653938775004216
Testscore 0.8388146354270003

Das Modell berechnet also fiir einen bestimmten Datensatz z1 (Baujahr), zo (Neupreis), z3
(Kilometerstand), x4 (Anzahl der Vorbesitzer) und x5 (Verkédufer) den Schétzwert y fiir den

Verkaufspreis mit

3§ = 0.4538x1 + 0.4934x5 — 1.869 - 10 %3 — 0.6844x4 — 1.148x5 — 912.442 (4.6)
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Hier ist wieder abzulesen, dass sich hohere Werte von Baujahr und Neupreis positiv und héhere
Werte der anderen drei Features negativ auf den Verkaufspreis auswirken. Insbesondere erzielen
Privatverkiufe (x5 = 1) einen geringfiigig niedrigeren Verkaufspreis als Héndlerverkdufe (z5 =
0).

Um den Score zu ermitteln, der die Giite des ML-Verfahrens bestimmt, werden die Vorhersa-
gen mit den tatséchlichen Ergebnissen verglichen. Diese sind zumindest fiir die Trainings- und
Testdaten beim Supervised Learning ja bekannt. Bei Klassifikationen ist der Score in der Regel
der Prozentwert der richtig vorhergesagten Klassenzugehorigkeiten, bei Regressionen wird im
Allgemeinen das Bestimmtheitsmafl R? verwendet. (vgl. (19), Online Resource) Im Wesentli-
chen handelt es sich dabei um eine dimensionslose Mafizahl, die das Verhéltnis der Varianz der
Vorhersagewerte §; und der Varianz der tatséchlichen Messwerte y; beschreibt:
i@ -9 _ L i (8 —yi)* . >y
>y —9)? >y —9)? >y —9)?

Je niher R? bei 1 liegt, um so kleiner ist die Summe der Quadratfehler r]z und umso besser ist

R? =

(4.7)

die Giite des Regressionsmodells. Das Bestimmtheitsmafl kann im Gegensatz zum Korrelations-
koeffizienten bei linearen Regressionen in beliebigen Dimensionen berechnet werden. Der Werte
von 0.865 auf den Trainingsdaten und 0.839 auf den Testdaten in obigem Beispiel zeigt dass das
Modell eine hohe Giite hat. Man kénnte nun empirisch durch Hinzufiigen weiter Features bzw.
Weglassen verwendeter Features feststellen, ob man ein Modell mit hoherer Giite findet.

Eine weitere Moglichkeit sich von der Giite des Modells zu iiberzeugen ist es, die Verteilung der
Residuen r; = ;—y; zu analysieren. Dabei ergeben sich folgende Resultate: Mean: -1.218e-13,
Hier sieht man, dass der Mittelwert praktisch bei Null liegt und die Standardabweichung 1.89
Geldeinheiten betragt.
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Abbildung 4.3: Lineare Regression - Grafische Analyse der Residuen

Die obige Abbildung 4.3 zeigt links ein Streudiagramm, wobei auf der waagrechten Achse die
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tatsdchlichen Label und auf der senkrechten Achse die Vorhersagewerte aufgetragen sind (je
niher diese Punkte an der ersten Mediane liegen, umso besser ist das Modell) und rechts die
Verteilung der Residuen. Der Korrelationskoeffizient zwischen echten und vorhergesagten Ver-

kaufspreisen mit 0.928 zeigt erneut die zufriedenstellende Giite des Modells.

4.2 Logistische Regression

4.2.1 Lehrplanbezug

Im Lehrplan der AHS finden sich weder das logistische Wachstum, noch die logistische Regres-
sion. Allerdings werden in der sechsten Klasse Exponentialfunktionen behandelt. Im Rahmen
der Differentialrechnung (7. Klasse) konnte beispielsweise die Sigmoid-Funktion (diese wird in
Abschnitt 5.3.3 vorgestellt) als wichtige Exponentialfunktion aus der Praxis auch in der AHS
besprochen und diskutiert werden. (vgl. (10), Online Ressource) Der Lehrplan der Handelsakade-
mien sieht beim Thema Funktionale Zusammenhénge im dritten Lernjahr vor, Exponentialfunk-
tionen zu beschreiben, sie graphisch darzustellen, sie als Modelle fiir Zu- und Abnahmeprozesse
zu interpretieren und Berechnungen damit durchzufiihren, verschiedene Modelle zu vergleichen
und ihre Angemessenheit zu bewerten. (vgl. (11), Online Ressource) An den HTLs werden Funk-
tionen, auch Exponentialfunktionen, als Mittel zur Beschreibung von Zusammenhéngen vermit-
telt. Sie sollen graphisch und mit technischen Hilfsmitteln dargestellt werden. Im Rahmen der
Differentialrechnung werden die Ableitungen der elementaren Funktionen sowie zusammenge-

setzter Funktionen bestimmt. (vgl. (12), Online Ressource)

4.2.2 Intuition und Grundidee

Die lineare Regression erlaubt es, einen kontinuierlichen Wert vorherzusagen. Fiir Klassifikati-
onsprobleme ist dieses Verfahren nicht geeignet. Die Problematik wird zunéchst an Hand eines
einfachen Beispiels erkldrt. Ausgehend vom Alter (unabhéngige Variable) soll vorausgesagt wer-
den, ob ein potentieller Kéufer ein bestimmtes Produkt erwirbt (Klasse 1) oder nicht (Klasse 0).
Die folgende Abbildung visualisiert Testdaten (30 Observationen) und das Ergebnis einer auf
diesen Daten durchgefiihrten linearen Regression:

Wie die Grafik 4.4 zeigt ist die lineare Regression schlecht geeignet dafiir, Klassenzugehorigkeiten
0 bzw. 1 vorherzusagen. Verkettet man das Ergebnis Z = 0.042x — 1.26 der linearen Regression

mit der Sigmoidfunktion (vgl. Abschnitt 5.3.3)

. 1 1
Y= 11 e2 11 00820t126

(4.8)
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Abbildung 4.4: Logistische Regression - Problemstellung

so erhélt man das folgende Ergebnis: (vgl. (17) S 133ff)
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Abbildung 4.5: Logistische Regression - Sigmoidfunktion

Die entsprechenden Schitzwerte y € (0,1) kénnen nun als Wahrscheinlichkeiten fiir die Klas-
senzugehorigkeit mit folgender Entscheidungsregel interpretiert werden. Ist g(x) > 0.5, so wird
x zur Klasse 1 gehorig prognostiziert, andernfalls zur Klasse 0 gehorig.

Die folgende Tabelle gibt fiir einige ausgewéhlte Trainingswerte x; die tatséchliche Klassenzu-
gehorigkeit y;, die prognostizierte Wahrscheinlichkeity; der Zugehorigkeit zur Klasse 1 und die
prognostizierte Klassenzugehorigkeit an:

Als Metrik fiir die Giite eines Klassifikationsmodells wird im Allgemeinen der Prozentwert der
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X5 20 30 40 50 60
Yi 0 0 0 1 1
Ui 0.393 | 0.496 | 0.599 | 0.694 | 0.775
Prog. Klassenzugehorigkeit 0 0 1 1 1

Tabelle 4.1: Ergebnisse Logistische Regression

richtigen Klassifikationen gewéhlt.
Das hier vorgestellte Verfahren kann analog auch fiir Datensétze mit mehreren Eingangsfeatures
verwendet werden, an Stelle der einfachen linearen Regression tritt hier die mehrdimensionale

lineare Regression.

4.2.3 Praktische Umsetzung an Hand des Titanic Disaster Datasets

An Hand des in Abschnitt 3.2 vorgestellten Titanic Disaster Datasets wird die Logistischen
Regression mit Hilfe von Scikit - Learn konkret umgesetzt. Dabei wird von bereinigten Daten
ausgegangen:

Der Pythoncode (Listing B.3) liest die Daten ein, druckt die ersten 2 Observationen des Datasets
und extrahiert die Matrix X der Features (jede Zeile eine Observation) und den Vektor y der
Labels. Anschlieend wird ein Train-Test-Split mit 20% Testdaten durchgefiihrt. Danach wird
das Modell erzeugt und trainiert. Anschlieend werden sowohl fiir die Trainings- als auch fiir
die Testdaten die Scores berechnet und ausgegeben. Fiir die Trainingsdaten werden auch die
vorhergesagten Wahrscheinlichkeiten und Klassenzugehorigkeiten berechnet, fiir die ersten 10
Testdatensédtze ausgegeben und mit den tatséichlichen Labels verglichen. Abschlieend wird die
sogenannte Confusionmatrix berechnet und ausgegeben. Eine genaue Erklarung zu dieser Matrix
folgt im Anschluss.

Der Programmlauf liefert folgende Ergebnisse:

PassengerId Survived Pclass Age SibSp Parch Fare male Q S
0 1 0 3 22.0 1 0 7.2500 1 0 1
1 2 1 1 38.0 1 0 71.2833 0 0 O

Score auf den Trainingsdaten: 0.807

Score auf den Testdaten: 0.792

[ [0.90 0.10] [0.04 0.96] [0.24 0.76] [0.75 0.25] [0.03 0.97]
[0.90 0.10] [0.70 0.30] [0.87 0.13] [0.08 0.92] [0.03 0.97]1]
Vorhergesagte Klassenzugedrigkeit: [0 110100 0 1 1]

Tatsdchliche Klassenzugehdrigkeit: [0 1101100 1 1]
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Das Modell liefert auf den Trainingsdaten also 80.7% richtige Vorhersagen und auf den Testdaten
79.2%. Fiir den ersten Testdatensatz hat das Modell mit einer Wahrscheinlichkeit von 90%
richtigerweise die Klassenzugehorigkeit 0 (nicht iiberlebt) vorhergesagt. Es gibt im Bereich der
ersten 10 Testdatensitze nur eine falsche Vorhersage beim 6.Datensatz (diese fillt aber mit 90%

fiir die falsche Klasse 0 sehr deutlich aus).
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Abbildung 4.6: Logistische Regression - Titanic Disaster Dataset - Confusionmatrix

Letztendlich wird die Confusionmatrix (vgl. (17), S 148) fiir die Testdaten visualiert (vgl. Ab-
bildung 4.6). Diese gibt einen vollstéindigen Uberblick iiber die richtigen/falschen Vorhersagen

und kann wie folgt interpretiert werden:

Das Testset besteht aus insgesamt 87 + 22 + 15 4+ 54 = 178 Datensétzen

Davon wurden 87 richtig mit 0 klassifiziert (true negativ)

Davon wurden 22 falsch mit 1 klassifiziert (false positiv)

Davon wurden 15 falsch mit 0 klassifiziert (false negativ)

Davon wurden 54 richtig mit 1 klassifiziert (true positiv)

4.3 KNN (K-Nearest-Neighbors)

4.3.1 Lehrplanbezug

Bereits in der fiinften Klasse der AHS lernen die Schiiler*innen beim Thema Vektoren und analy-
tische Geometrie im R?, Absténde zwischen zwei Punkten oder einem Punkt und einer Geraden

zu ermitteln. In der sechsten Klasse werden die aus der fiinften Klasse bekannten Methoden auf
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den dreidimensionalen Fall iibertragen. Dariiber hinaus werden Vektoren und deren Rechenope-
rationen im n-dimensionalen Raum gelernt, wobei Schiiler*innen diese in Anwendungskontexten
interpretieren und versténdig erkldren kénnen sollen. (vgl. (10), Online Ressource)

In den Handelsakademien hat die Vektorrechnung keinen Platz im Lehrplan gefunden. Da es bei
KNN im Wesentlichen um das Berechnen von Absténden geht, kénnte dies auch mit dem Satz
von Pythagoras realisiert werden.

In den HTLs lernen die Schiiler*innen im ersten Jahr neben weiteren Methoden aus der Vek-
torrechnung auch den Betrag von Vektoren kennen. Im zweiten Jahr werden die zuvor im R?

behandelten Themen nun auf den R? ausgeweitet. (vgl. (12), Online Ressource)

4.3.2 Arbeitsweise

Bei diesem Klassifikationsalgorithmus handelt es sich um einen sehr einfach zu verstehenden
Algorithmus. Da im Wesentlichen euklidische Abstédnde zwischen den Datenpunkten berechnet
werden, ist es unbedingt notwendig, die Daten vor Anwendung des Algorithmus zu skalieren
(vgl. Abschnitt 3.6).

Der Algorithmus im Detail: (vgl. (20) S 55£f)

1. Zun#chst wird die Anzahl k£ der betrachteten Nachbarn gewihlt.

2. Nun werden fiir den zu klassifizierenden Datenpunkt X jene k Nachbarn des Trainingsda-

tensatzes bestimmt, die ihm am né&chsten liegen.
3. Fiir diese k Nachbarn wird die Anzahl der Zugehorigkeit zu jeder Klasse bestimmt.

4. Der neue Datenpunkt X wird jener Klasse zugeordnet, zu der die meisten Nachbarn

gehoren.

Das Ergebnis kann stark von k£ abhéngen. Um immer eine eindeutige Entscheidung zu erhalten
ist es vorteilhaft, wenn die Anzahl der Klassen und die Anzahl k der gewihlten Nachbarn
teilerfremd sind. Die folgende Abbildung 4.7 visualisiert den Algorithmus und zeigt mogliche
verschiedene Ergebnisse in Abhéngigkeit von k.

Klassifiziert man den grauen Datenpunkt mit k& = 3, so wird er der durch die griinen Datenpunkte

reprisentierten Klasse zugeordnet, bei £k = 5 zu jener der roten Datenpunkte.

Mboéglicher Einsatz im Unterricht

Bereits im Rahmen Grundlagen der Vektorrechnung kénnte man folgende Aufgabe stellen:
Gegeben ist ein Trainingsset fiir KNN bestehend aus 6 Punkten im dreidimensonalen Raum

(3 Features). Die Punkte sind dabei mit rot/griin gelabelt. P;(0,3,0), P»(2,0,0), P3(0,1,3),
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Abbildung 4.7: KNN - Ergebnis abhéngig von k

Py(0,1,2), P5(—1,0,1), Ps(1,1,1). Dabei gehoren die Punkte Py und Ps zur Klasse ”griin” und
die anderen Punkte zur Klasse "rot”.

Aufgabe:

Bestimme fiir den Testpunkt X (0,0,0) die euklidischen Absténde zu den Trainingspunkten und
ermittle fiir X die Klassenzugehorigkeit fiir K = 1 bzw. k = 3.

4.3.3 Praktische Umsetzung an Hand des Titanic Disaster Datasets

Der Quellcode (Listing B.4) trainiert das Titanic Disaster Dataset mit KNN mit 5 Nachbarn.

Dabei erhilt man folgende Ergebnisse:

Score auf den Trainingsdaten: 0.8720112517580872

Score auf den Testdaten: 0.7696629213483146

[ [1.0 0.0] [0.0 1.0] [0.4 0.6] [0.6 0.4] [0.0 1.0]
(0.8 0.2] [1.0 0.0] [1.0 0.0] [0.0 1.0] [0.0 1.0 1] 1]

Vorhergesagte Klassenzugetrigkeit: [0 110100 0 1 1]

Tatsichliche Klassenzugehérigkeit: [0 1101 100 1 1]

Beim Vergleich von Trainings- und Testscore sieht man, dass hier das Modell besser an die
Trainingsdaten angepasst ist als bei der Logistischen Regression und der Score auf den Testdaten
etwas schlechter ausfillt.

Die Wahrscheinlichkeiten geben an, dass beim ersten Testdatensatz alle 5 Nachbarn (100%) zur
Klasse 0 gehoren und beim 3.Testdatensatz 2 Nachbarn (40%) zur Klasse 0 und 3 Nachbarn
(60%) zur Klasse 1. Wieder wurde in diesem Bereich nur der 6.Testdatensatz falsch klassifiziert.

Eine vollstdndige Analyse des Tests zeigt wieder die Confusionmatrix:
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Abbildung 4.8: KNN - Titanic Disaster Dataset - Confusionmatrix

Die Grafik 4.9, visualisiert die erzielten Scores am Testset fiir die k-Werte von 1 bis 49. Der

beste Score mit 82% ergibt sich bei 14 Nachbarn.

Titanic Disaster Dataset - KNN Vergleich der Scores bei der Variation von k

082 4 []

081 A

Score am Testset

0.75 1

0.74 4

0 1 P 30 a0
Anzahl der Nachbamn k

Abbildung 4.9: KNN - Titanic Disaster Dataset - Scores bei variablem k

4.4 Naive Bayes

Bei Naive Bayes handelt es sich um eine Anwendung der Formel von Bayes in der Praxis.
Der Bayes-Klassifikator ist ein aus dem Satz von Bayes hergeleiteter Klassifikator, der jedes
Objekt der Klasse zuordnet, der es mit grofiter Wahrscheinlichkeit angehort. Er kann vorteilhaft
bei kleinen Datasets mit vielen Features eingesetzt werden. Bei Naive Bayes wird (in naiver
Weise) davon ausgegangen, dass die einzelnen Features der zu klassifizierenden Observationen

voneinander unabhéngig sind, was jedoch in der Regel selten zutrifft. Trotzdem erzielt Naive
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Bayes fiir gewohnlich gute Ergebnisse, wenn die Annahme nur anndhernd erfiillt ist. (vgl. (20)

S 83ff)

4.4.1 Lehrplanbezug

Im Mathematiklehrplan der AHS-Oberstufe ist der Satz von Bayes bereits in der sechsten
Klasse als Unterpunkt des Themas “Beschreibende Statistik; Wahrscheinlichkeit” zu finden.
Schiiler*innen sollen bedingte Wahrscheinlichkeiten und (stochastische) Unabhéngigkeit von Er-
eignissen kennen sowie den Satz von Bayes kennen und anwenden kénnen. (vgl. Lehrplan AHS
Oberstufe 2021)

Laut den Lehrpldnen der Handelsakademien miissen bedingte Wahrscheinlichkeit und der Satz
von Bayes nicht im Unterricht vorkommen. (vgl. Lehrplan HAK und HAS 2021)

In den Mathematiklehrpldnen der HTLs sollen Schiiler:innen im vierten Lernjahr den “Additions-
und Multiplikationssatz fiir einander ausschliefende bzw. unabhéngige Ereignisse” sowie die
“Bedingte Wahrscheinlichkeit” lernen. Ebenfalls im vierten Lernjahr sollen laut Lehrplan “aus
Stichprobenwerten H#ufigkeitsverteilungen tabellarisch und grafisch dargestellt werden”. (vgl.
Lehrplan HTL 2021)

Die Arbeitsweise von Naive Bayes kann jedenfalls in der AHS und der HTL intuitiv als Aufgabe
zur bedingten Wahrscheinlichkeit und zum Satz von Bayes erklért werden (vgl. Abschnitt 4.4.2).
In der Praxis werden die notwendigen Wahrscheinlichkeiten nicht wie im intuitiven Beispiel durch
Abzihlen, sondern iiber Hiufigkeitsverteilungen ermittelt. Auch dies wird der Vollstéandigkeit
halber beschrieben, geht aber inhaltlich zumindest iiber den AHS-Lehrplan hinaus. In der AHS
kann dieser Teil im Zuge eines eventuell sogar facheriibergreifenden Projekts, eines Wahlfaches

oder einer vorwissenschaftlichen Arbeit Anwendung im Unterricht finden.

4.4.2 Intuition im Unterricht als Anwendung des Theorems von Bayes

Die (vereinfachte) Erklarung fiir die Arbeitsweise des ML-Algorithmus Naive Bayes wird fiir den
Unterrichtsgebrauch durch folgende konkreten Aufgabenstellung vorgestellt:

Anhand der beiden Eingangsfeatures Alter und Einkommen von potentiellen Konsument*innen
soll klassifiziert werden, ob eine bestimmte Person ein Produkt kaufen wird oder nicht. Die
Abbildung 4.10 zeigt das Kaufverhalten fiir 30 Beobachtungen (dabei bedeutet griin “gekauft”
und rot “nicht gekauft”).

Fiir einen bestimmten zu klassifizierenden Datenpunkt X (x1,z2) = X(40,2200) (Alter = 40,

Monatseinkommen = 2200) gilt fiir die zu klassifizierende Eigenschaft A (nicht gekauft) gemé&f
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Abbildung 4.10: Naive Bayes Intuition

dem Theorem von Bayes (vgl. (20) S 51) folgender Zusammenhang:
P(A) - P(X]4)

P(AX) = 4.
Analog gilt fiir die zu klassifizierende Eigenschaft B (gekauft):
P(B)- P(X|B)
P(B|X) = 4.1

Wir berechnen also mit der Formel fir P(B|X) (P fiir B unter der Bedingung von X) die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Person mit einem gewissen Alter und einem gewissen Mo-
natseinkommen ein bestimmtes Produkt kauft. Analog ergibt die Formel fir P(A|X) (P fir A
unter der Bedingung von X) die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person mit einem gewissen Alter
und einem gewissen Monatseinkommen ein bestimmtes Produkt nicht kauft. Um diese Wahr-
scheinlichkeiten zu berechnen, wird um den neuen zu klassifizierenden Datenpunkt X ein Kreis
mit geeignetem Radius (hier 15 Einheiten) gelegt. Wir sehen uns damit die Datenpunkte X in
der Néhe des gesuchten Datenpunktes an, die innerhalb des Kreises liegen und zu denen deshalb
in etwa dhnliche Einkommen und Alter gehoren.

Nun lassen sich die Wahrscheinlichkeiten durch Abz#ihlen mit Hilfe von relativen Héufigkeiten
anndhern. Bei der praktischen Umsetzung von Naive Bayes werden die Wahrscheinlichkeiten
P(A|X) und P(B|X) nicht durch Abzihlen, sondern iiber Haufigkeitsverteilungen berechnet.
Siehe dazu Abschnitt 4.4.3.

Wie Abbildung 4.10 zu entnehmen ist, existieren 10 rote (A - nicht gekauft) und 20 griine (B
- gekauft) Datenpunkte. In dem betrachteten Kreis liegen insgesamt 8 Beobachtungen, davon 5
mit der Eigenschaft A und 3 mit der Eigenschaft B. Damit gilt:

10 8 5
=5 PX)=5 P = (4.11)

P(A) 10
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Nun lésst sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(A|X) mit Hilfe des Satzes von Bayes bestim-

men:
P(A)-P(X|A) % 5
P(A|X) = ( )P(X() 4) _ Nt = 5= 62.5% (4.12)
30
Analog gilt:
20 8 3
P(B) =5  P(X)=55 PX[B)=; (4.13)

: 20 3
P(B|X) = P(BZJ(];((;QB) = 30%20 = g =37.5% (4.14)

Also wird der neue Datenpunkt X wegen
P(A|X) > P(B|X)

als zur Klasse A (nicht gekauft) gehorig klassifiziert.
Diese Intuition ist eine schéne Anwendung fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten und den Satz von

Bayes und kann im Rahmen des Mathematikunterrichts als Beispiel verwendet werden.

4.4.3 Durchfiihrung von Naive Bayes in der Praxis

Das im Abschnitt 4.4.2 vorgestellte Verfahren dient vor allem der Intuition und dem Versténdnis
fiir Schiilerinnen und Schiiler und wird in der Praxis so nicht durchgefiihrt. Zur Bestimmung
der zum Vergleich notwendigen Wahrscheinlichkeiten P(A|X) und P(B|X) ist eine andere Vor-
gangsweise zielfiihrend.

Da es bei den Wahrscheinlichkeiten P(A|X) und P(B|X) nur auf das Verhéltnis ankommt, kann

mit dem gemeinsamen Nenner P(X) (vgl. 4.9 und 4.10) multipliziert werden und man erhélt:
P(A|X): P(B|X)=(P(A)-P(X|A)): (P(B)-P(X|B)) (4.15)

Da die Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(B) durch die relativen Haufigkeiten fiir das Auftreten
von A und B im Trainingsdataset angenihert werden konnen, miissen also nur noch die bedingten
Wahrscheinlichkeiten P(X|A) und P(X|B) bestimmt werden. Konkret bedeutet dies fiir den zu

klassifizierenden Punkt X (z1,x2):
P(X’A) :P(Xl :xlAX2:$2’A) P(X|B) :P(Xl :xl/\XQZfCQ’B) (416)

Setzt man naiv und in der Regel unrealistisch voraus', dass die Features X; und X, voneinander

unabhéngig sind, kann der vereinfachte Multiplikationssatz angewendet werden:

P(Xl =11 NXg = :B2|A) = P(Xl = 1'1’14) . P(X2 = $2’A) (417)

!Diese Voraussetzung ist fiir den Algorithmus namensgebend
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Also gilt unter der Voraussetzung dieser Unabhéngigkeit:

P(A) - P(X[A) = P(A) - P(Xy = 21|A) - P(X3 = 12|A) (4.18)

Diese Wahrscheinlichkeiten P(X; = z1|A) und P(X2 = x2|A) konnen in der Praxis aus den
Héufigkeitsverteilungen fiir X; und X5, bei denen man sich auf die Daten fiir A bzw. B be-
schrankt, leicht ermittelt werden. Die Grundidee wird im Folgenden vorgestellt.

Die Abbildung 4.11 zeigt die Haufigkeitsverteilungen fiir das Alter X, wobei die in Abbildung

4.10 visualisierten Datenpunkte verwendet werden.
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Abbildung 4.11: Verteilung des Alters

Die linke Grafik zeigt die Héufigkeitsverteilung fiir das Alter in Gestalt eines Histogramms,
wobei nur die Klasse A (nicht gekauft) verwendet wurde. Da das Histogramm zum Schétzen
der Wahrscheinlichkeit P(A|X; = x1) ungeeignet ist (unstetig, kann Liicken haben) wird es
durch eine stetige Dichtefunktion ersetzt. Ein Standardverfahren dafiir ist der sogenannte Kernel
Density Estimator (KDE). (vgl (21), Online Resource) Dabei wird iiber jeden Datenpunkt ein
sogenannter Kern gelegt, der eine geeignete Dichtefunktion darstellt. Der Kerndichteschétzer
ergibt sich als Summe aller Kerne. In der rechten Teilabbildung von Grafik 4.11 werden die
Kerndichteschiitzer fiir das Alter bezogen auf die beiden Klassen A und B dargestellt.

Die obige Abbildung 4.12 zeigt einen Scatterplot der Daten mit den entsprechenden, durch
KDE geschétzten, klassenabhéngigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Aus diesen Verteilungen
lassen sich nun die bendtigen bedingten Wahrscheinlichkeiten P(X; = x1|A) und P(X2 = x2|A)
bestimmen.

Das fiir zwei Eingangsfeatures vorgestellte Verfahren l&sst sich leicht auf n Features und beliebig
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Abbildung 4.12: Scatterplot mit Kernel Density Estimator

viele Klassen verallgemeinern. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Datenpunkt X (z1,...,z,) zur

Klasse K gehort, ergibt sich mit

P(K;|X) = P(K;) - P(X|K;) = P(Kj) - ﬁP(Xi = z;|K;) (4.19)
=1

Zur Klassifikation eines Datenpunktes miissen bei n Features also nur n + 1 Wahrscheinlichkei-
ten miteinander multipliziert werden. Dies macht den Algorithmus speziell bei vielen Features
sehr effizient. Aus diesem Grund wird er bevorzugt bei Textklassifikation ? eingesetzt. Typische
Anwendungen sind Spamfilter oder Stimmungsanalysen in Texten.

Scikit-Learn stellt mehrere Modelle fiir Naive Bayes zur Verfiigung. (vgl. (22), Online Resource)

Die beiden wichtigsten sind:

1. GaussianNB
Dabei werden fiir die Abbildung 4.12 visualisierten Dichtefunktionen (also zur Bestimmung
der Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Features) Normalverteilungen verwendet. Diese
Version ist dann vorteilhaft einzusetzen, wenn die einzelnen Features (annéhernd) normal-

verteilt sind.

2. MultinomialNB

Hier werden zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Features Multinomial-

2NLP - Natural Language Processing
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verteilungen?® eingesetzt. Dieses Modell kommt vorteilhaft dann zur Anwendung, wenn die
einzelnen Features Zihlergebnisse widerspiegeln. Haupteinsatz ist die Textklassifikation

(die Features repriasentiern Worthéufigkeiten im Text).

4.4.4 Praktische Umsetzung an Hand des Titanic Disaster Datasets

Der Quellcode B.5 trainiert das Titanic Disaster Dataset mit GaussianNaiveBayes. Dabei erhilt

man folgende Ergebnisse:

Score auf den Trainingsdaten: 0.7960618846694796

Score auf den Testdaten: 0.7752808988764045

[ [0.950 0.050] [0.001 0.999] [0.131 0.869] [0.899 0.101] [0.012 0.988]
[0.949 0.051] [0.895 0.105] [0.946 0.054] [0.001 0.999] [0.001 0.999] ]

Vorhergesagte Klassenzugedrigkeit: [0 1101000 1 1]

Tatsdchliche Klassenzugehérigkeit: [0 1101 10 0 1 1]

Tue label

Predicted label

Abbildung 4.13: Gaussian Naive Bayes - Titanic Disaster Dataset - Confusionmatrix

3Verallgemeinerung der Binomialverteilung auf mehr als 2 Merkmale
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Kapitel 5

Neuronale Netze

5.1 Grundidee und Architektur

Die Grundidee neuronaler Netze ist es, die Vorgéinge im menschlichen Gehirn mathematisch zu
modellieren. (vgl. (2) S 286f) Der Grundbaustein dabei ist das Neuron. Das biologische Neuron
ist eine Zelle, die Signale in Form von elektrischen und chemischen Impulsen aufnimmt, diese
verarbeitet und weiterleitet. Dabei unterstiitzen die Dendriten den Empfang dieser Impulse und
das Axon (bestehend aus Schwan’ schen Zellen) leitet elektrische Impulse von einem Neuron
weg zum néchsten. Man geht heute davon aus, dass das menschliche Gehirn etwa 86 Milliarden
Neuronen besitzt. (vgl (2%), Online Ressource) Die Verbindungen zwischen den Neuronen werden

Synapsen genannt.

Dendriten
Synapse

Schndrring

Schwan'sche Zelle
Zellkern

Abbildung 5.1: Biologisches Neuron (Quelle: https://abitur-wissen.org/)

Ein kiinstliches neuronales Netz (Artifical Neuronal Network - ANN) besteht aus kiinstlichen
Neuronen, die in Schichten (Layer) angeordnet sind. Die Arbeitsweise eines kiinstlichen Neurons
wird in Abschnitt 5.2 beschrieben. Zwischen dem Input Layer (Eingabeschicht) und dem Output
Layer (Ausgabeschicht) werden beliebig viele Hidden Layer (Zwischenschichten) angeordnet.
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Die Anzahl der Neuronen in den beiden Randschichten ist von der konkreten Problemstellung
abhingig, die Anzahl der Neuronen in den Hidden Layern kann theoretisch frei gewahlt werden.

In dieser Arbeit werden nur neuronale Netze mit folgenden Eigenschaften behandelt:

1. Feedforward - Netze
In einem Feedforward-Netz laufen die Signale immer in der Richtung vom Input Layer
zum Output Layer, es gibt also keine Riickkopplungen. Netze mit solchen Riickkopplungen
heien Recurrent Neuronal Networks (RNN).

2. Dense - Layer
Alle Layer sind sogenannte Dense-Layer, d.h. alle Neuronen eines Layers sind mit allen

Neuronen des néchsten Layers durch Synapsen verbunden.

Hidden Layer Hidden Layer
Schicht 1 Schicht 2

Input Layer
Schicht 0

Output Layer
Schicht 3

Abbildung 5.2: ANN - Achitektur

Die Abbildung 5.2 zeigt ein ANN mit zwei Hidden Layer mit je 4 Neuronen, das aus jedem

1
. . ~ Y1
Eingabevektor x = | gz, | einen Ausgabevektor § = berechnet.
Y2
T3

Die genaue Arbeitsweise eines solchen Netzes wird im Abschnitt 5.6 beschrieben. Kurz zusam-

(s)

mengefasst wird jeder Synapse zunéchst ein zufélliges Gewicht w,; zugewiesen (dabei bezeichnet

s die Nummer der Zielschicht, £ die Nummer des das Signal empfangenden Neurons in der Ziel-
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schicht und [ die Nummer des das Signal feuernden Neurons in der vorherigen Schicht)! und der

Ausgabevektor § berechnet sich aus dem Eingabevektor x und allen zugewiesenen Gewichten.

Nun werden im Training die Gewichte iterativ so optimiert, dass der berechnete Ausgabevektor

moglichst gut mit dem erwarteten Output y iibereinstimmt (Supervised Learning).

5.2 Das Neuron

Jedes Neuron (k-tes Neuron in der Schicht s) berechnet aus seinen n Eingangssignalen x1, xa, . . .

(s)

y Ln,

und den entsprechenden Gewichten w;.’, i = 1;...,n auf folgende Weise das Ausgangssignal ¥

1. Im ersten Schritt wird der Gewichtsvektor w mit dem Vektor x der Eingangssignale skalar

multipliziert:
w,(:l) Tl
(s) n
w T2
: : =1
w®) n

2. Auf den so errechneten skalaren Wert z wird nun i.A. eine Aktivierungsfunktion

o(2)

angewandt. Obwohl in Schritt 1 eine eine rein lineare (affine) Abbildung vorliegt erlaubt

die Anwendung einer nicht linearen Aktivierungsfunktion dem Neuron, auch nicht lineare

FErgebnisse zu liefern. Typische Aktivierungsfunktionen werden in Abschnitt 5.3 vorgestellt.

g)za(z)za(Zw,(;)-a:i) mit oc:R—=R
i=1

(5.2)

Da die in Schritt 1 definierte lineare Abbildung den Nullvektor stets auf den Wert Null abbildet

und damit stets o(w - 0) = o(0) gilt (die in Schritt 1 berechnete Hyperebene € des (n+1)-

dimensionalen Raumes geht stets durch den Ursprung) ist die Funktionalitéit des Neurons stark

eingeschriankt. Hier schafft die Verwendung eines Bias b Abhilfe. Dabei werden der Gewichts-

vektor w um die Koordinate b und der Inputvektor x um die Koodinate 1 ergénzt. Damit kann

das Neuron auch bei einem Input von 0 ein von 0 verschiedenes Ausgangssignal feuern.

Wy o)
g=o(w-x)=o0 ' :J<Zw,§)-$i+b>:a(z+b)
wl(;z) Tn i=1
b 1

! Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden in Abb. 5.2 nur wenige Synapsen beschriftet.
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Die folgende Abbildung 5.3 visualisiert die Arbeitsweise eines Neurons ohne und mit Bias.

Mathematisch wird hier also die Hyperebene ¢ um b Einheiten in Richtung der y-Achse verscho-

ben.
()
T w,ﬁ‘? fvlw{}
A wy) A
Y Ln — Y
) P
Ty 1

Abbildung 5.3: Neuron ohne (links) und mit (rechts) Bias

5.3 Aktivierungsfunktionen

In diesem Abschnitt werden die gebriduchlichsten Aktivierungsfunktionen (vgl. (20) S 154f)
vorgestellt. Fiir den Schulunterricht ergeben sich hier Anwendungen fiir stiickweise definierte

Funktionen und die Sigmoidfunktion, die auch vom logistischen Wachstum her bekannt ist.

5.3.1 Threshold- oder Stepfunktion

Diese Aktivierungsfunktion bestimmt nur, ob ein Signal z kleiner oder gréfier gleich Null ist:

14
= Thresholdfunction ofz)

12

=3 -2 -1 o 1 2 3

Abbildung 5.4: Threshod- oder Stepfunktion
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1 wennzxz >0
oc:R—{0,1}, o(x)= (5.4)

0 wennax <0
Die Stepfunktion wird im Abschnitt 5.5 verwendet. Dort ist nur eine ja/nein-Entscheidung ge-
fordert, namlich ob ein bestimmter Punkt auf der positiven? oder negativen Seite einer Geraden

liegt. Wahrscheinlichkeiten kénnen damit nicht vorhergesagt werden, dafiir eignet sich die Sig-

moidfunktion.

5.3.2 Rectifier Funktion - RELU

Die RELU? - Aktivierungsfunktion ist eine der am meisten verwendeten und lisst Signale grofer

gleich Null unveréndert, setzt aber negative Signale auf Null:

30 | wemm QF| L - Function oiz)

25

20

10

0.5

0.0

Abbildung 5.5: RELU - Linear Rectifier Units

r wennz >0
c:R—=Rf, o(r)=max(0,r) = (5.5)
0 wennz <0
Ein konkreter Anwendungsfall fiir diese Aktivierungsfunktion wird im Abschnitt 5.7 Funktions-

approximation durch ein neuronales Netz vorgestellt.

5.3.3 Sigmoid oder Logistische Funktion

Diese bereits von der Logistischen Regression bekannte Funktion eignet sich besonders, wenn
ein Signal z in eine Wahrscheinlichkeit umgewandelt werden soll. Insbesondere also bei bindren
Klassifikationsproblemen.

1

c:R—(0,1), o(x)= T ec (5.6)

2Seite, auf die der Normalvektor zeigt
3Rectified Linear Unit

54



12 = Sigroidfunktion a(z)

-3 -2 ) 0 1 2 3
Abbildung 5.6: Sigmoidfunktion

5.4 Lehrplanbezug

Fiir das grundsitzliche Verstéindnis der Arbeitsweise eines neuronalen Netzes benstigen Schiiler™
innen Vektoren und Normalvektoren, das Skalarprodukt, sowie Funktionen und iterative Ver-
fahren. Vor allem kommen stiickweise definierte Funktionen und die Sigmoidfunktion vor. In der
AHS und den HTLs werden diese Inhalte grofiteils, wie im Kapitel 4 schon ausfiihrlich angefiihrt,
im Zuge der Vektorrechnung sowie des Themas (Reelle) Funktionen in der neunten und zehnten
Schulstufe vermittelt. In Hoheren Technischen Lehranstalten gibt es iiberdies noch im vierten
Lernjahr einen Schwerpunkt zu Matrizen, wobei Daten strukturiert in Vektoren und Matrizen
zusammengefasst, sowie Berechnungen im Fachgebiet durchgefiihrt werden sollen. Schiiler*innen
der AHS lernen in der zwolften Schulstufe beim Thema Differenzen- und Differentialgleichun-
gen, diskrete Verinderungen von Groéflen durch Differenzengleichungen zu beschreiben und zu
deuten, sowie einfache dynamische Systeme mit Hilfe von Differenzengleichungen zu beschreiben
und zu untersuchen. In den HTLs lernen die Schiiler*innen im dritten Jahr Iterationsverfahren
zur Berechnung von Nullstellen kennen. (vgl. (12) und (10), Online Ressourcen) In den Lehr-
pldnen der Handelsakademien fehlt die Vektorrechnung, allerdings lernen die Schiiler*innen im
zweiten Jahrgang einiges zum Thema Matrizen. (vgl. (11), Online Ressource)

Fiir das Thema Forward- und Backpropagation (Abschnitt 5.6.4) werden iiberdies Ableitun-
gen sowie die Kettenregel aus dem Bereich der Differentialrechnung bendétigt, die in allen drei

Schulformen in der elften (AHS und HTL) oder zwoélften (HAK) Schulstufe behandelt wird.

5.5 Perzeptron, das einfachste neuronale Netz

In diesem Abschnitt wird die Arbeitsweise eines Neurons an Hand eines Perzeptrons (vgl. (24),

Online Resource) vorgestellt. Ein Perzeptron stellt das einfachste neuronale Netz dar, es besteht
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abgesehen vom Input Layer nur aus genau einem Neuron. Der Aufbau und der Lernprozess wer-
den mittels einer einfachen bindren Klassifikation erklédrt und visualisiert. Das hier vorgestellte
Beispiel eignet sich auch fiir den Unterrichtsgebrauch. Von sechs zweidimensionalen Datenpunk-
ten P;,i =1,...,6 soll das Perzeptron eine Entscheidungsregel lernen. Die beiden Klassen sind

mit 0 (rot) und 1 (griin) gelabelt, die Trainingsdaten haben die folgende Struktur:
Pi(1,1) 50 Py1,2) >0 P5(1,3) > 1 Py2,1) >0 P5(2,2) > 1 Py2,3) =1

Die Daten konnen also wie folgt visualisiert werden:

40
# Klasse D
i5 %  FKlassel
10 = #
25
20 = ®
15
10 o E
05
0.0 T T T T T T
0.0 05 10 15 20 25 30

Abbildung 5.7: Perzeptron - Daten fiir das Training

Abbildung 5.8 zeigt die Arbeitsweise des Perzeptrons.

Abbildung 5.8: Perzeptron - Aufbau

Konkret wird hier aus jeder Observation P(x1,z2) ein Vorhersagewert ¢ nach folgender Regel
errechnet. Ein zunéchst beliebig angenommener Gewichtsvektor w wird mit dem Inputvektor x

skalar multipliziert, woraus sich ein Skalar z ergibt:

w1 I
W-x=| wy || 20 | =wi-z1+wr-22+b=2 (5.7)
b 1
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Variiert man z1 und z2, so erhélt man mit wy - 1 + we - x2 + b = 0 die implizite Form einer
Geradengleichung. Ziel ist es, die Gewichte so anzupassen, dass wenn moglich diese Gerade die
beiden Klassen linear trennt. Das Bias (vgl. Abschnitt 5.2) ist erforderlich, damit die Gerade
nicht notwendigerweise durch den Ursprung geht (hier konnte man bei den gegebenen Daten
keine lineare Trennung erzielen).

Auf den so erhaltenen Wert z wird nun eine Aktivierungsfunktion o(z) angewendet, hier im

konkreten die Threshold- oder Stepfunction, vergleiche Abschnitt 5.3.1. Liegt der Eingabepunkt

w

auf jener Seite der Geraden, auf die der Normalvektor ! weist oder auf der Geraden
w2

selbst, so ergibt sich der Wert 1, andernfalls der Wert 0.

Zunichst werden die Gewichte zufillig gewéhlt und der Output bestimmt. Dieser Vorgang wird

0.5 1
fiir die Anfangsgewichte w = 0.5 | undxy; = | 1 | zuerst nur fiir den Punkt P;(1,1) und
—2.4 1
dann mit Hilfe der Matrizenrechnung kompakt fiir alle Trainingspunkte in einem Rechenschritt
durchgefiihrt:
0.5 1
y1=0(w-x1)=0 05 |-| 1 =0(—-14)=0 (5.8)
—-24 1

Dies bedeutet, dass der Punkt P; richtigerweise als zur Klasse 0 (rot) gehorig klassifiziert wurde.

v =0 (wT X)
111222
o (0.5 0.5 —2.4)- 123123
111111

:a(_1.4 0.9 —04 —09 —04 0.1)

2(000001)

Hier ist nun ersichtlich, dass die ersten 5 Punkte als zur Klasse 0 gehorig klassifiziert wurden und
nur der Punkt Pg(2,3) als zur Klasse 1 gehorig. Falsch klassifiziert wurden die Punkte Ps(1,3)
und P5(2,2). Die folgende Abbildung 5.9 veranschaulicht dieses Ergebnis. Es wurden also 4 von

6 Trainingspunkten richtig klassifiziert, das ergibt einen Score von 66,6%.
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—— D5x+05y-24=10

*2

¥l

Abbildung 5.9: Perzeptron - Erste Iteration

Nun wird das Modell iterativ verbessert. Zu diesem Zweck wird zunéchst eine Cost- oder Feh-

lerfunktion C' (w) definiert:

0 0 0
0 0 0
X 1 0 1
Cw)=y-§= - = (5.10)
0 0 0
1 0 1
1 1 0

Ziel ist es nun, die Gewichte Schritt fiir Schritt so zu verbessern, dass schliefilich C' (w) gleich
dem Nullvektor ist, d.h. dass alle Punkte richtig klassifiziert werden. Dieses Ziel ist natiirlich
nur bei linear trennbaren Daten zu erreichen.

Zur Optimierung der Costfunction wird hier die sogenannte Delta-Regel (vgl. (25), Online Re-
source) verwendet. Diese ist speziell bei Perzeptrons ein géingiges und zielfithrendes Verfahren.
Eine Verallgemeinerung der Delta-Regel ist die Backpropagation-Regel, die auch auf mehrschich-
tige neuronale Netze anwendbar ist. Mathematisch gesehen handelt es sich bei der Deltaregel
um ein Gradientenabstiegsverfahren. Anschaulich kann man das Gradientenabstiegsverfahren
als ”Verfahren des steilsten Abstiegs” beschreiben, d.h. man nihert sich iterativ einem (loka-
len) Minimum, indem man sich schrittweise in Richtung fallender Funktionswerte bewegt. Das
Gradientabstiegsverfahren wird in Abschnitt 5.6.3 im Detail beschrieben.

Die Delta-Regel kann formal mit

Wneu = Wait + AW mit AWZUX<Y—5’) (511)

beschrieben werden. n ist dabei die Lernrate und bestimmt, in welchen Schritten man sich dem

Minimum der Costfunction anzunidhern versucht. Die Delta-Regel kann dabei wie folgenderma-
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Ben Interpretiert werden:

e Ist fiir ein konkretes Gewicht w; der Output des Netzes g; kleiner als der gewiinschte Wert
y; (der Output muss also erhéht werden), so ist y; —; positiv und damit ist Aw; fiir positive
Inputs grofer Null und fiir negative Inputs negativ. Die Gewichte zu positiven Inputwerten

werden also erhoht (gestérkt) und zu negativen Inputwerten verringert (geschwécht).

o Ist fiir ein konkretes Gewicht w; der Output des Netzes ¢; grofler als der gewiinschte Wert
y; (der Output muss also verringert werden), so ist y; — g; negativ und damit ist Aw; fiir
positive Inputs kleiner Null und fiir negative Inputs positiv. Die Gewichte zu positiven
Inputwerten werden also verringert (geschwiicht) und zu negativen Inputwerten erhsht

(gestérkt).

e Stimmt fiir ein konkretes Gewicht w; der Output des Netzes g; mit dem gewiinschte Wertn
y; liberein (der Output ist also bereits richtig), so ist y; — ¢; = 0 und die Delta-Regel

verdndert das entsprechende Gewicht nicht.

Fiihrt man fiir das konkrete Beispiel die erste Iteration durch, so ergeben sich fiir n = 0.1 die

folgenden Werte:

0
0
11122 2 0.3
1
Aw=01-11 231 2 3 |- =1| 05 (5.12)
0
111111 0.2
1
0
und damit
0.5 0.3 0.8
Wneu = Walt + AW = 05 |+] 05 | = 1.0 (5.13)
24 0.2 2.2

Berechnet man mit diesem neuen Gewichtsvektor wieder 37T, so ergibt sich

yT=a<—o.4 06 1.6 04 1.4 2.4)=(0 1111 1) (5.14)

Bereits die niichste Iteration® liefert 3T = ( 0010 1 1 ) und damit C' (w) = 0. Also
ergibt sich (y —§) = 0 und weitere Iterationen veréindern den Gewichtsvektor w nicht mehr.

Die Abbildung 5.10 visualisiert die Ergebnisse:

4Mogliche Ubungsaufgabe fiir Schiiler:innen
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—— D5x+05y=24
0.8x + L0y =22
—— D5x+07y=24

*2

¥l

Abbildung 5.10: Perzeptron - Optimaler Gewichtsvektor

Fithrt man das oben vorgestellte Verfahren fiir das in Abschnitt 4.4.2 vorgestellte Klassifikati-
0.5

onsproblem mit den Startgewichten w = 0.5 | durch, so erreicht man nach 65 Iterationen

—24
C (w) = 0. Dabei ist aber wesentlich, dass vor dem Training ein Featurescaling gemifi Ab-

schnitt 3.6 durchgefiihrt wird®. Andernfalls fithren mit den gleichen Ausgangsgewichten auch

60000 Iterationen nicht anndhernd zum Ziel.

12
— B 4000
_ 32: gg-:;;: % . — 10000: 66.67 %
104 % § 93337 3500 4 20000: 66.67 %
—— 30: 30.00 % 3/ —— 30000: 66.67 %
] —— 40: B6.67 % 3000 4 - & ® —— 40000 66.67 %
08 50: 50.00 % * ® e
: 80, x, 50000: 66.67 %
— B0 B6.67 % 3500 4 ®% s 50000: 46.67 %
L, 06 66: 100.00 %
= o 2000 n @
0.4 1 ;’?&
. 1500 4 i
=
02 ] 1000 4 &
500 -
0.0 1
: 0 , ; . .
20 25 0 0 a0 60 80 100
xl
(a) (b)

Abbildung 5.11: Perzeptron: Vergleich Normalisierte Daten versus Originaldaten

Moéglicher Einsatz im Unterricht

In der oben beschriebenen Vorgangsweise werden die jeweiligen Gewichtsvektoren als die Koeffi-
zienten einer Geradengleichung in allgemeiner Form interpretiert. Damit bekommen die aktuellen
Gewichte des Netzes eine konkrete geometrische Bedeutung, sie bestimmen némlich die aktuelle

Lage der vom Perzeptron berechneten Grenzlinie zwischen den beiden Klassen. Hier kann ver-

SHier wurden die Daten normalisiert
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tieft werden, dass durch Einsetzen eines konkreten Punktes in diese Geradengleichung bestimmt
werden kann, auf welcher Seite der Geraden der entsprechende Punkt liegt. Die Vorgangsweise
kann auch auf den dreidimensionalen Raum verallgemeinert werden.

Konkrete Aufgabe:

Gegeben ist ein Trainingsset fiir ein Perzeptron bestehend aus 6 Punkten im dreidimensona-
len Raum (3 Features). Die Punkte sind dabei mit rot/griin gelabelt. P;(0,3,0), P»(2,0,0),
P5(0,1,3), P4(0,1,2), P5(—1,0,1), Ps(1,1,1). Dabei gehoren die Punkte P; und Ps zur Klasse
7eriin” und die anderen Punkte zur Klasse ”rot”.

Stelle fest, wie viele Punkte durch die aktuellen Gewichte w; = 0.2, wo = 0.4, w3 = 0.1, b = —1.0

richtig klassifiziert werden.

5.6 Arbeitsweise und Lernprozess neuronaler Netze

5.6.1 Intuitive Erkldrung der Arbeitsweise

Wie bereits in Abschnitt 5.1 beschrieben transportiert ein Feed-Foreward-Netz Signale vom
Input-Layer iiber den/die Hidden-layer zum Outputlayer. Dabei berechnet jedes Neuron aus
allen Eingangsignalen und den zugehorigen Gewichten ein Ausgangssignal gemafl Abschnitt 5.2.
In diesem Abschnitt wird der Versuch unternommen, an Hand einer konkreten Aufgabenstel-
lung die Funktionsweise eines neuronalen Netzes ohne tiefe Mathematik verstdndlich zu machen,
wobei darauf hingewiesen wird, dass beim konkreten Training die einzelnen Neuronen andere
Schwerpunkte setzen, die fiir den menschlichen Betrachter wesentlich abstraktere Features her-
ausfiltern.
Zum Erreichen dieses Ziels wird ein einfaches neuronales Netzwerk angenommen, das an Hand
der Eingangsfeatures

21 ... Fliche in Quadratmeter

9 ... Anzahl der Schlafzimmer

x3 ... Entfernung zum néchstgelegenen Stadtzentrum

z4 ... Alter der Immobilie
den Preis einer Immobilie vorhersagt. In der folgenden Grafik sind nicht alle Synapsen einge-
zeichnet, die Gewichte der fehlenden Synapsen sind Null oder fast Null und die entsprechenden
Signale daher fiir das jeweilige Neuron im Hidden Layer nicht relevant.
In obiger Abbildung 5.12 verwendet das Neuron 1 im Hidden Layer zur Berechnung des Aus-
gangssignals nur die Eingangsfeatures z1 (Fliache) und z3 (Entfernung). Eine mégliche Interpre-

tation ist, dass dass dieses Neuron also grofie Immobilien mit guter Anbindung zum n#chsten
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Hidden Layer

Input Layer

T1

Output Layer

<<

r3 —

T4 —

Abbildung 5.12: ANN - Intuitive Erklarung der Arbeitsweise

Stadtzentrum ”herausfiltert”. Neuron 3 im Hidden Layer verwendet nur die Eingangsfeatures
x1 (Fliache), x9 (Schlafzimmer) und z4 (Alter). Solche Immobilien konnten fiir groffe Familien,
die Neubauwohnungen suchen, interessant sein. Schliefflich verwendet Neuron 5 nur x5 (Alter)

und und spezialisiert sich vielleicht auf renovierungsbediirftige Immobilen.

5.6.2 Lernprozess

Der Lernprozess eines ANN wurde bereits in Abschnitt 5.5 kurz vorgestellt, soll in diesem Ab-
schnitt aber noch einmal im Detail erklart werden. Dabei wird eine Vorgangsweise gewihlt, die
auch fiir SchiilerInnen der Sekundarstufe versténdlich erscheint. Fiir eine Erkldrung von einem
hoheren mathematischen Standpunkt aus wird auf (2), S 305{f bzw. (26) S 26ff verwiesen.

Der Lernprozess unterschiedet sich nicht wesentlich von jedem supervised Machine-Leraning

Algorithmus und besteht aus zwei Grundschritten:

1. Definieren einer Cost- oder Lossfunction
Die Cost-, Loss- oder auch Errorfunction vergleicht die vom Netzwerk errechneten Schétzwerte
7 mit den tatséchlichen Labeln und ist daher von den Gewichten w;,¢ = 1,...,n abhingig,

aus denen sich ja die Schatzwerte berechnen.

Clwiy...,wy) = f(glw,...,wn),y) (5.15)
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Je nach Aufgabestellung werden verschieden Fehlerfunktionen verwendet:

a) Soll das Netzwerk einen reellen Wert voraussagen (Regression), so verwendet man als
Fehlerfunktion in der Regel die Summe der Fehlerquadrate®:
1 m
Clwi,. .., w, 52 Ui — ;) (5.16)
7j=1
b) Bei einer binédren Klassifikation ist die Methode der kleinsten Quadrate nicht zielfithrend.

Statt dessen verwendet man die Cross-Entropy-Funktion:

m

m
Cl(wy,...,wp) == In (yg” (11— ﬂj)l_yi) =-) (yylngj+ (1 —y;)In(1—3))

= (5.17)

Dabei bedeuten g; die zum Eingabevektor x; berechnete Wahrscheinlichkeit der Klas-

senzugehorigkeit und y; die tatséchliche (gelabelte) Klassenzugehorigkeit. Im Rahmen

dieser Arbeit wird wird hier nur auf (20), S 158 verwiesen.

c) Hat man mehr als zwei Klassen vorliegen, so ist noch iiber die Outputs aller k Klassen
7ZU summieren:

m k
C(wi, ..., wy) :—ZZ< l)lnyj (l—y](-l)>ln (1—@]?)) (5.18)

j=11=1

2. Minimieren der Costfunction

Nun versucht man das Minimum der Costfunction zu berechnen. Im Wesentlichen handelt
es sich hier um eine Extremwertaufgabe, wobei die Gewichte w; so zu verdndern sind,
dass der Wert von C(wy, ..., w,) moglichst klein wird. Analytisch kénnen lokale Minima

gefunden werden, indem man alle partiellen Ableitungen gleichzeitig Null setzt:

9C ¢ (5.19)

owq awn

Da dieses analytische Verfahren in der Praxis oft nicht durchfithrbar ist, wird versucht, ein
Minimum der Costfunction iterativ zu bestimmen. Ein h&ufig eingesetztes Verfahren ist
das Gradientenabstiegsverfahren, das in Abschnitt 5.6.3 zunéichst AHS-lehrplankonform

fiir nur ein Gewicht und anschliefend fiir n Gewichte vorgestellt wird.

5.6.3 Gradientenabstiegsverfahren

Ist die Costfunction nur von einem Gewicht abhiingig, so kann das (globale) Minimum mit Hilfe

einer Extremwertaufgabe gefunden werden. In der Praxis wird hier aber das Gradientenabstiegs-

5Methode der kleinsten Quadrate, Mean squared error
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verfahren herangezogen, das nun an Hand der sehr einfachen Costfunction C(w) = w? vorgestellt

wird.

Beim Gradientenabstiegsverfahren (vgl. (18), OnlineResource) beginnt man mit einem zufélligen
Ausgangspunkt (w, C'(w)) (zufillig zugewiesenes Gewicht) und versucht nun w so zu veréindern,
dass der Funktionswert kleiner wird. Zu diesem Zweck bestimmt man die 1.Ableitung C’(w) und

berechnet eine neues Gewicht mit Hilfe der Formel

Wneu = Wqlt — 1 Cl(walt) mit n> 0 (520)

Ist hier C’(wg;) positiv, so bewegt man sich nach links, ist C’(wg;;) negativ, so bewegt man sich
nach rechts. Fiir C'(wgq) gleich Null befindet man sich in einem lokalen Minimum und bewegt

sich nicht von der Stelle.

Der Wert von n bestimmt die Grofie der Schritte, die bei diesem Verfahren ausgefiithrt werden.
1 heifit Lernrate und sollte nicht zu grofl sein, da das Verfahren dann gegebenenfalls nicht

konvergiert. Die Lernrate wird in der Regel mit n € (0, 1] angenommen.

140

120

100

Abbildung 5.13: Gradient descent bei verschiedenen Lernraten

Bei einer Lernrate von 1 = 0.9 und dem Ausgangsgewicht w,;; = 10 ergibt sich mit C(w) = w?
und C’(w) = 2w im ersten Iterationsschritt wye, = 10 —0.9-20 = —8. Fiihrt man das Verfahren
fort so ergibt sich als Folge der Gewichte (10, —8,6.4, —5.12,4.096, . ..). Diese Folge konvergiert
gegen Null und nach 100 Iterationen gilt bereits w ~ 0.00085 und C(w) ~ 7.237 - 10~".

Andert man die Lernrate nur geringfiigig auf n = 1.0 so ergibt sich im ersten Iterationsschritt
Wney = 10 — 1.9 - 20 = —10. Fiihrt man das Verfahren fort so ergibt sich als Folge der Gewichte
(10,—10,10, —10, . . .). Man erhilt also eine oszillierende Folge mit 2 Hiufungspunkten, die keinen

Grenzwert hat. Das Verfahren findet das lokale Minimum nicht.
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Verallgemeinerung auf 2 bzw. n Gewichte

Da im Lehrplan von hoheren technischen Lehranstalten auch Funktionen in mehreren un-
abhingigen Variablen vorkommen, soll das Gradientenabstiegsverfahren auch auf solche Funk-
tionen verallgemeinert werden.

Fiir die Costfunction C(wy,ws, ..., w,) ist der Gradient grad(C) = VC definiert als Vektor der

partiellen Ableitungen:
oc
w1

grad(C) =VC = : (5.21)
ocC

Own

Ersetzt man nun in Formel 5.20 die erste Ableitung C’(w) durch den Gradienten, so hat man

das Verfahren bereits auf n Gewichte verallgemeinert:
Wneu = Walt — 7] vC(Vvalt) mit >0 (5‘22)

Im Folgenden werden zwei Beispiele fiir eine Costfunktion C(w;,ws2) mit zwei Gewichten vor-
gestellt, die im HTL-Curriculum beim Lehrinhalt ”Funktionen in mehreren Veréinderlichen”

verwendet werden konnen:

Beispiel 1
Als Costfunktion wird ein einfaches Drehparaboloid verwendet:

. R2 2 2 _ [ 2w
C:R* =R, Clw,w)=wi+w;+10 = VC= (5.23)
2’LU2

Startet man mit den zufillig gewéhlten Gewichten w; = 2 und wo = 4 und der Lernrate n = 0.1

so ergibt sich im ersten Iterationsschritt:

2 4 1.6
Wheu = ~0.1- = (5.24)

4 8 3.2

Die folgende Grafik 5.14 visualisiert die ersten 20 Iterationen, wobei die Punkte sowohl am
Drehparaboloid (schwarz) als auch ihre Spur in der wjwe-Ebene (rot) dargestellt sind.

Bereits nach 20 Iterationen erreicht man den Punkt (0.029,0.058) und nach 100 Iterationen
(5.09 - 10719.1.02 - 107?) und hat man sich damit dem tatsichlichen Minimum bei (0,0) mit

ausgezeichneter Genauigkeit gendhert.
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Abbildung 5.14: Gradient Descent - Drehparaboloid

Beispiel 2

Nun wird als Costfunktion die Rosenbrockfunktion (vgl. (27), Online Resource) verwendet:

C:R* %R, C(wy,ws) = 2w — 4w?ws + wi + 2w3 — 2wy + 4 (5.25)
mit
8w — 8wywg + 2wy — 2
VO = Lo A (5.26)
—dw? + 4w,

Das Minimum dieser Funktion kann einfach berechnet werden und liegt bei (1,1). Es befin-
det sich in einem ausgesprochen schmalen und flachen Tal, was eine schlechte Konvergenz des
Gradientenabstiegsverfahrens erwarten lasst.

Die Grafik 5.15 visualisiert die ersten 100 Iterationen fiir die beiden Ausgangspunkte P(1.5, —1)
(schwarz-orange) und Q(—1.5,—1.5) (blau-griin):

Hier ergibt sich fiir P der Ndherungswert (0.64,0.31) und fiir ) der Ndherungswert (0.57,0.21).
Erst nach 1000 Iterationen erreicht man mit (0.99,0.98) (gerundet) sowohl fiir P als auch fiir @

ein brauchbares Ergebnis.
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Abbildung 5.15: Gradient Descent - Rosenbrockfunktion

5.6.4 Forward- und Backpropagation

Beim eigentlichen Lernprozess unterscheidet man zwischen Forward- und Backpropagation.
Bei der Foreward-Propagation wird auf Grund der aktuell gesetzten Gewichte fiir eine bestimmte
Anzahl an Trainingsdaten (Batchsize) der Output des Netzwerkes berechnet und der Wert der
Fehlerfunktion bestimmt. Dabei wird das Netzwerk vom Inputlayer iiber die Hidden Layer zum
Outputlayer hin abgearbeitet, daher die Bezeichnung Forward-Propagation.

Nun wird der Gradient der Fehlerfunktion bestimmt. Dies setzt voraus, dass alle zur Bestim-
mung der Fehlerfunktion verwendeten Rechenoperationen und Funktionen differenzierbar sind.
Dabei wird das Netzwerk in umgekehrter Reihenfolge von der Outputschicht hin zum Inputlayer
abgearbeitet. Dies entspricht der Kettenregel, wo zunéichst die duflerste Funktion abgeleitet wird.
Dabei werden Schrittweise die Gradienten der einzelnen Netzwerkparameter (Gewichte und Bia-
se) bestimmt. Dieser Vorgang heifit Back-Propagation. (vgl (2) S. 313ff)

In wissenschaftlicher Strenge kann der Vorgang der Back-Propagation unter (20), S159f nach-
gelesen werden.

In dieser Arbeit wird der Lernprozess an einem konkreten Beispiel auch fiir Schiiler nachvollzieh-

bar erldutert. Dabei werden fiir das in Abbildung 5.16 dargestellte einfache Netzwerk fiir den
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2
Testdatensatz x = und dem erwarteten Output y = 3 Forward- und Back-Propagation

2
konkret durchgerechnet. Der Hiddenlayer besteht der Einfachheit halber nur aus einem Neuron

und verwendet die Aktivierungsfunktion RELU, die Costfunction ist Mean Squared Error. Die

aktuellen Gewichte und Biase konnen der Grafik entnommen werden.

= ws - Relu (w11 + wazg + b1) + by

C(w1,wa, w3, b1, b2) = (§ — y)*

Abbildung 5.16: Foreward- und Backpropagation Ausgangssituation

Damit ergibt die Forward-Propagation fiir 1 = 2, 2 = 2 und y = 3 und die aktuellen Gewichte
g=2.125 und C(-0.25,1.00,1.25,0.10,0.125) = 0.765625

Fiir die Back-Propagation hat man nun den Gradienten der Fehlerfunktion

C(w1, w2, ws, by, by) = (w3 - Relu (wix1 + waxe + by) + by — y)2 (5.27)
zu bestimmen:
% 2 - (w3 - Relu (w11 + waxg + b1) + ba — y) - w3 - Relu/ (wiz1 + wazg + by) - 21
59702 2 - (w3 - Relu (wyxy + waxe + b1) + be — y) - w3 - Relu' (w1 + wazg + b1) - 22
Vo= % - 2 - (w3 - Relu (w121 + waxe + b1) + by — y) - Relu/(wizy + waws + by)
% 2 - (w3 - Relu (wimq + warg + by) + b2 — y) - w3 - Relu/ (wix1 + waxs + by)
ch; 2 - (ws - Relu (wix1 + woxs + by) + ba — y)

(5.28)
Da die RELU-Funktion (vgl. Abschnitt 5.3.2) an der Stelle g = 0 nicht differenzierbar ist, hat

man hier eine Zusatzdefinition zu treffen:

, , B 1 wennz >0
Relv' : R - R, Relu'(x) = (5.29)
0 wennx <0

Damit ergeben sich fiir das aktuelle Netzwerk der folgende Gradientenvektor und bei einer

Lernrate von n = 0.1 die folgenden neue Gewichte:
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—4.375

—4.375
vC ’wl:70.25,11)2:1.00,’w3:1.25,bl:0.10,(;2:0.125: —2.8 (5.30)
—2.1875
—1.75
w1 —0.25 —4.375 —0.20625
wy 1.00 —4.375 1.04375
w3 1.25 -0.1- —2.8 1.278 (5.31)
b1 0.10 —2.1875 0.121875
ba 0.125 —1.75 0.1425

Fiihrt man fiir diese neuen Gewichte wieder die Forward-Propagation durch, so erhélt man die
verbesserten Werte ¢ = 2.4389 und C'(wy, we, w3, b1, by) = 0.3148

In der Praxis werden die neuen Gewichte aber Schritt fiir Schritt bestimmt, indem man zuerst
die neuen Gewichte der letzten Schicht (hier ws und by) berechnet und sich so schichtweise bis
zur Inputschicht ”vorarbeitet” (Back-Propagation). Zu diesem Zweck wird C() als verkettete
Funktion geschrieben. Im Folgenden werden die Teilfunktionen und ihre Differentialquotienten

angegeben:

CO)=f% f=g—vy, g=ws h+by, h=Relu(i), i=wizs+wars+b (5.32)

ac df df dg dg dg
W Wy W 49y Y9 Y 5.33
T AR dws dh ~ " by (5-33)
dh 1 wenni >0 di di di di _ di _
—_ = s =X N — =W N — =X _— = 5y _—=
di 0 wemni<o  dwi U dwg U dwy 7 dmy 7 db
(5.34)

Die aktuellen Funktionswerte sind dem Netz bekannt. Im Folgenden sind die Werte fiir den

Zustand des Netzes aus Abbildung 5.16 angegeben:

i=16, h=16, g=1215, f=—0.875

Die einzelnen Gradienten kénnen nun sehr effizient mit Hilfe der Kettenregel berechnet werden:

dC  dC df dg
o Y 9f 1 h=2-(—0.875)-1.6 = —2.8
dws df dg dws / ( )

69



dC  dC df dg

@ Y —92f.1-1=2-(—0. =—1.
=T i B f (—0.875) 75

dAC _dC df dg dh di

9 B or 1wy 1emy =2 (—0.875) -2 = —4.375
dwy " df dg dh di dw 2 Lwslom ( )

dc¢ _dC df dg dh di

9 B of 1w 1og =2 (—0.875) -2 = —4.375
Qs df dg dh di dwy 2 lrwslom ( )

d¢ _dC df dg dh di

oY =2f-1-ws-1-1=2-(—0.875) 1.25 = —2.1
=& Fol-ws (—0.875) - 1.25 875

dg dh di dby

5.6.5 Ablauf des Trainings

Das Training eines neuronalen Netzes lduft in der Regel in mehreren Epochen ab. In jeder Epo-
che werden alle Datensétze des Trainingdatensatzes verwendet um die Gewichte zu optimieren.
Die Gewichte werden in der Regel nicht nach jedem Trainingsadatensatz optimiert, sondern nach
der sogenannten Batchsize.

Die Anzahl der Epochen und die Batchsize sind Inputparameter fiir das Training.

Zusammenfassend kann der Trainingsablauf also wie folgt beschrieben werden:

1. Die Gewichte und Biase des Netzwerk werden mit zufilligen Werten ungleich Null initia-

lisiert.

2. Fiir die erste (nichste) Batchsize wird Forward-Propagation durchgefiihrt und der mittlere

Fehler wird berechnet.
3. Die Gewichte werden mit Hilfe von Back-Propagation angepasst.

4. Die Schritte 2 und 3 werden solange wiederholt, bis alle Epochen abgearbeitet sind.

5.7 Funktionsapproximation durch ein neuronales Netz

Neuronale Netze erzielen in vielen Bereichen wie Klassifikation, Bild- und Spracherkennung aus-
gezeichnete Ergebnisse. Trotzdem ist das Versténdnis fiir den theoretischen Hintergrund und
die Arbeitsweise solcher Netze vor allem in der Sekundarstufe schwer erfassbar. Hilfreich zur
Forderung dieses Verstédndnisses kann die synthetische Erarbeitung ihrer Fahigkeit sein, belie-
bige stetige Funktionen zu approximieren. Abhandlungen zu diesem universellen Approximati-
onstheorem findet man z.B. in (20) S. 156ff. Die Arbeit (26) beschéftigt sich vom Thema her
ausfiihrlich mit dieser Fahigkeit.
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In dieser Arbeit wird versucht einen fiir Schiiler*innen verstédndlichen Ansatz zu wihlen. Vor-
ausgesetzt werden dabei lediglich Kenntnisse iiber stiickweise definierte lineare Funktionen so-
wie elementare Funktionstransformationen. Die Idee zu diesem Ansatz entstammt (28), Online
Resource. Dort wird aber lediglich ein konkretes Beispiel ohne begleitende Rechenschritte vor-
gestellt, die im Folgenden beschriebene Vorgangsweise wurde im Rahmen dieser Arbeit selbst

entwickelt.

5.7.1 Darstellung einer stiickweise linear definierten stetigen Funktion durch

ein neuronales Netz

Zunichst wird an Hand eines konkreten Beispiels demonstriert, wie eine stetige stiickweise linear
definierte Funktion durch ein neuronales Netz mit einem Hidden Layer dargestellt werden kann.

Als konkretes Beispiel wird die folgende Funktion f(z) verwendet:

—r+2 wenn x<1

fTR=R, fl#)=4{ iz2-1 wemn 1<2<5 (5.35)
%x — % wenn I > 5
. T y=ax+tl /
g ¥y=05x+ 05
— y=15x-45
gix) = Lex™2 -1/2x + 4/3
E -
4
2 -
-
D -
-6 -4 -2 0 2 4 & 8

Abbildung 5.17: Stiickweise linear definierte Funktion

Diese Funktion kann auch als Ndaherung fiir die quadratische Funktion g(x) = %332 — %:13 + % im

Intervall [—4;7] verwendet werden, da der Streckenzug ABC'D mit A(—4,6), B(1,1), C(5,3),
D(7,6) aus Sekanten dieser Funktion besteht. Die Abbildung 5.17 visualisiert den Sachverhalt.
Das neuronale Netz mit einem Hidden Layer und der zugehorigen Aktivierungsfunktion RELU

wird schrittweise entwickelt. Zunachst wird die Funktion

—z+2 wenn z<1
fi:R=R, fi(z)= (5.36)
T — wenn 1<z

[N
[N
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dargestellt. Im Anschluss wird fi(x) auf f(z) erweitert. Da dieser Vorgang beliebig fortgesetzt
werden kann ist intuitiv klar, dass jede stetige stiickweise linear definierte Funktion durch ein
solches neuronales Netz dargestellt werden kann.

Weiter kann jede stetige Funktion beliebig genau durch einen geeigneten Sekantenzug angenéhert
werden. Damit lédsst sich jede stetige Funktion beliebig genau durch ein neuronales Netzwerk
mit einem (beliebig grofien) Hiden Layer approximieren.

Die folgende Abbildung 5.18 demonstriert”, wie fi(x) als Summe von RELU-Funktionen darge-

stellt werden kann:

_J 0 :x<0 H L
O RELU(x) = { % :sonst

nl(x) = RELU(—x+ 1)

O {0 tex4+1<0

—x+4+1 :sonst

f1(x) = nl(x)+ n2(x)+ n3(x)

© — Wenn(—x+1<0,0,—x+ 1)+ W

O A=(46)

© B=@11 2 3 4 5 5
Q <=3

-1

Abbildung 5.18: Darstellung von fi(x)

Zu diesem Zweck wird zunichst die RELU-Funktion definiert:
RELU(x) = If(x < 0, 0, x)

Nun kénnen die beiden Funktionen mit n;(z) und ng(z) mit Hilfe von elementaren Funktions-
transformationen aus der RELU-Funktion so erzeugt werden, dass ihre Summe n;(x) + na(x)

bereits die Gestalt von fi(z) aufweist, der Knickpunkt aber noch auf der x-Achse liegt:

nl(x) = RELU(-(x - 1)) = RELU(-x + 1)

n2(x)

RELU(0.5(x - 1)) = RELU(0.5x - 0.5)

Verschiebt man nun die Summe n;(x)+n2(z) um eine Einheit nach oben erhélt man die gesuchte

Funktion fi(x). Diese Verschiebung kann wieder mit Hilfe von RELU formuliert werden:

"Unter Verwendung von Geogebra
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n3(x)

1 = RELU(1)

£1(x) nl1(x) + n2(x) + n3(x) = RELU(-x + 1) + RELU(0.5x - 0.5) + RELU(1)

Damit kann f;(z) durch das in folgender Grafik visualisierte neuronale Netz dargestellt werden:

fi(z)

Abbildung 5.19: Darstellung von f;(z) durch ein neuronales Netz

Nun wird fi(z) auf f(x) (vgl. Formel 5.35) erweitert. Zu diesem Zweck wird zu fi(z) eine

Funktion n4(x) mit

0 wenn x <5
ng: R =R, n4(x)= (5.37)
(3z—3) — fi(x) wenn x>5

[\][eV)

addiert.

NJ©
~—
|
—~
N[ =
8
|
NI
~—
|
8
|
ot
D
=
o
.
o
=+
wn
=
@)
=
&
=
n
Q

Wegen (%x —

n4(x) = RELU(x - 5)
f(x)

nl(x) + n2(x) + n3(x) + né(x) =

RELU(-x + 1) + RELU(0.5x - 0.5) + RELU(1) + RELU(x - 5)

Die folgende Grafik 5.20 wurde mit Geogebra erzeugt. Anhang zeigt den Prozess im Detail.

f(z) kann also nun durch das in Abbildung 5.21 visualisierte neuronale Netz erzeugt werden.
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f(x)

D
f1(x)
B
n4(x)
2 4 6 g 10

Abbildung 5.20: Erweiterung von fi(z) auf f(z)

Abbildung 5.21: Darstellung von f(z) durch ein neuronales Netz

Umsetzung mit Tensorflow - Keras

Trainiert man ein neuronales Netz der gegebenen Architektur mit Hilfe von Tensorflow - Ke-
ras, so erzielt man im Allgemeinen sehr gute Ergebnisse®, die Gewichte werden allerdings vollig
anders berechnet als im obigen mathemtischen Ansatz. Das im Anhang B.4 angegebene Py-
thonskript trainiert ein neuronales Netz mit einem Hidden Layer mit 4 Neuronen und liefert ein
ausgezeichnetes Ergebnis. Abbildung 5.22 zeigt die visualisierten Ergebnisse. Die blaue breitere
Linie markiert die dem Netz iibergebenen Trainingsdaten und die schmale orange Linie die vom

Netz gemachten Predictions. Die beiden Linien sind optisch deckungsgleich.

8Wenn auch nicht bei jedem Training, die Giite der Vorhersagen ist stark von den zufillig zugewiesenen

Ausgangsgewichten abhingig
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Trainingsdaten versus Predictions

3 /'
4
2
Tainset f{x)
1 Vbrhersagen
-4 -2 o 2 4 &

Abbildung 5.22: Visualisierung der Vorhersagen bei der Approximation von f(x)

Aus didaktischen Griinden wurde die Grundidee an Hand eines konkreten Zahlenbeispiels ent-

wickelt. Im folgenden Abschnitt wird ein allgemeiner Ansatz vorgestellt.

5.7.2 Allgemeiner Ansatz fiir die Funktionsapproximation

In diesem Abschnitt wird ohne einen strengen Beweis zu fithren synthetisch erldutert, dass jede
stetige stiickweise aus n linearen Teilbereichen definierte Funktion f(x) durch ein neuronales

Netz mit einem Hidden Layer und der Aktivierungsfunktion RELU dargestellt werden kann.

kix+dy wenn z € (—o0,aq)

f:R—=R, f(w): k;x +d; wenn ZL‘E[CLZ;l,ai), 1=2,....,.n—1 (538)

knx 4+ dy, wenn x € [an_1,00)

Die Forderung der Stetigkeit kann dabei iiber die Bedingung
kia; +d; = k10, +dig1 =b;, i=1,...,n—1 (539)

erfiillt werden.

Die Behauptung wird iiber die Idee der vollstdndigen Induktion verifiziert.

1. Zun#chst wird der linke Teilbereich dargestellt, der fiir x > a; mit der konstanten Funktion
Yy = ki1a1+d; = by fortgesetzt wird. Dies kann mit einem neuronalen Netz mit einem Neuron

im Hidden Layer und Bias realisiert werden.

2. Nun wird iterativ der jeweils niichste Teilbereich im Intervall [a;—1,00),i = 2,...,n

ergénzt, wobei sich f(z) fiir x € (—00,a;—1) nicht verdndert. Dies kann durch Addition
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einer geeigneten RELU-Funktion n;(z) erfolgen. Im neuronalen Netz erfolgt dieser Vor-
gang durch das Hinzufiigen eines Neurons im Hidden Layer. Eine Sonderbehandlung fiir

das letzte Teilintervall [a,_1,00) ist nicht erforderlich.

Schritt 1

Hier wird also folgende Funktion f(x) realisiert:

kx +d wenn z < a
[*R=>R, f(x)= (5.40)
b=k-a+d=-const. wenn x>a

Dabei sind je nach Vorzeichen von k und b vier Fille® zu unterscheiden:

Fall 1: k < 0und b > 0: f(z) = RELU(k(z — a)) + RELU (b)

Fall 2: k < 0und b < 0: f(z) = RELU(k(z — a)) — RELU(—b)

Fall 3: k> 0und b > 0: f(z) = —RELU(—k(z — a)) + RELU(b)

Fall 4: k>0 und b < 0: f(2) = —RELU(—k(x — a)) — RELU(—b)

Die folgenden Abbildungen 5.23 und 5.24 visualisieren die vier Fille mit Hilfe von Geogebra:

% — A B
a=3
——————
b=-4
—y—
a=-3
B e ey k=-07
—_— e
b=2
————
k=07 iy
— e L2
P(alb)
13
Paib)

Abbildung 5.23: (a) Fall 1 ~ (b) Fall 2

Die Geogebradatei zur Visualisierung dieser vier Félle wird im Anhang angegeben.

9Mit Hilfe der Vorzeichenfunktion sgn(x) kénnte hier auch eine kompakte Formel angegeben werden
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Palt)

Abbildung 5.24: (a) Fall 3 (b) Fall 4

Schritt 2

Nun wird davon ausgegangen, dass die ersten [ Teilintervalle (x € (—o0, a;))von der in Gleichung
5.38 definierten Funktion f(z) bereits richtig dargestellt werden, nach Schritt 1 gilt das jedenfalls
fiir das erste Teilintervall. In diesem Schritt soll das Netz iterativ durch Hinzunahme eines
weiteren Neurons so erweitert werden, dass die Funktionswerte auch fiir das Intervall [a;, a;41)

richtig berechnet werden.

f(z) wenn x € (—o00,a;)
firi : R=> R, fia(z) = (5.41)
ki1 x4+ diy1 wenn  x € [ag, 00)
Fiir x > a; ergibt sich f;1 aus der Differenz der zu erzeugenden Funktion fj11(x) = kjy1 x+djsq
und der in diesem Bereich bereits vorhandenen Funktion f(x) = k; = + d; . Daher reicht es, zu

f(z) eine Funktion r(x) der folgenden Bauart zu addieren:

0 wenn 1z € (—o0,a;)
r:R—=R, r(x)= (5.42)
(kl-i-l - k:l) r+4+diy1 —d;p wenn x € [al, OO)

Berechnet man durch Losen der Gleichung kj11 « + di41 = ki © + d; die x-Koordinate a; des

Schnittpunktes von fi(x) und fi11(x), so ergibt sich

dy — di41
_ . 5.43
ki1 — K : (5.43)

x
und wegen

di1—d
(kg1 — k) x + diq — dy = (ki — ki) <Jf + 7];? ki) = (ki1 — ki) (z — @) (5.44)
o

dass r(x) als eine RELU-Funktion mit Knickpunkt bei a; und der Steigung k;;1 — k; geschrieben
werden kann:

r(z) = RELU ((knt1 — kn) (x — ap)) (5.45)
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Da diese Funktion links vom Knickpunkt konstant gleich Null sein muss, fithren obige Uberlegungen

allerdings nur fiir k41 — ky, > 0 zum Ziel. Fiir k41 — ky < 0 ist r(z) wie folgt zu adaptieren:

T(x) =—-RELU ((kn - kn+1) (1' - an)) (5.46)
a,=1.7 ¢
.
5 k=-17 5
&
a,=-17 \ rx) = - RELUCK (x - a,))
- -12 -10 -2 15 -4 2 0
k=13
. N
\2
x) = RELU(K (x - @)
12 10 -8 -6 -4 -2 0 2 1 N

(a) (b)

Abbildung 5.25: (a) kpt1 —kn >0 (b) kpt1 — kn <0

5.7.3 Abschlieflendes Beispiel

Im abschlielenden Beispiel soll die Polynomfunktion 3.Grades

1 1 1
g:R—=R, g(x):2—7x3+§x2—§x—l (5.47)

durch ein neuronales Netz mit einem Hidden Layer mit 6 Neuronen approximiert werden. Dabei
wird geméf der Grafik 5.26 der Streckenzug [A, B,C, D, E, F| mit A(—6,g(—3)), B(—4, g(—4)),
C(-3,9(-3)), D(0,9(0)), E(2,—1) und E(4, g(4)) verwendet.

Es ist also die folgende Funktion f(z) zu erzeugen'?:

1.37x +5.22  wenn z € (—o0,—4)
0.26x +0.78  wenn x € [—4,—3)
fiR=R, f(z)=1< —0.33z—1 wenn x € [—3,0) (5.48)
-1 wenn z € [0,2)
| 141z +—-3.81 wenn =z € [2,00)

10 Alle numerischen Werte sind wenn notwendig auf 2 Dezimalstellen gerundet

78



A
-3
/ -

Abbildung 5.26: Ausgangssituation abschlieflendes Beispiel

Schritt 1

Es ist der Fall 4 (k = 1.37 > 0 und b = 1.37 - (—4) + 5.22 = —0.26 < 0) zu beriicksichtigen.

Damit ergibt sich nach Durchfithrung von Schritt 1 das folgende Ergebnis:

f(x) = - RELU(-1.37(x+4)) - RELU(0.26) = - RELU(-1.37x-5.48) - RELU(0.26)

Die folgende Abbildung visualisiert das Ergebnis nach Schritt 1:

-5

Abbildung 5.27: AbschlieBendes Beispiel - Schritt 1

Schritt 2 - Iteration 1
Wegen ko — k1 = 0.26 — 0 = 0.26 > 0 ist geméafl 5.45 folgende Funktion zu addieren:
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r(x)
(%)

RELU(0.26 (x+4))

f(x) + r(x) = - RELU(-1.37x-5.48) - RELU(0.26) + RELU(0.26x + 1.04)

Abbildung 5.28: Abschliefendes Beispiel - nach Schritt 2 1.Iteration

Schritt 2 - Iterationen 2, 3 und 4

Analog werden gemifl den Formeln 5.45 und 5.46 die néichsten 3 Iterationen durchgefiihrt:

- Iteration 2 k3 —k2=-0.33—-0.26=-0.59<0

r(x)
f(x)

-RELU(0.59(x+3)) = -RELU(0.59x + 1.78)

f(x) + r(x) =

- RELU(-1.37x-5.48) - RELU(0.26) + RELU(0.26x + 1.04) -RELU(0.59x + 1.77)
- Iteration 3 k4 — k3 =10.00 - (—0.33) =0.33 >0

r(x)
f(x)

RELU(0.33(x-0)) = RELU(0.33x)

f(x) + r(x) =

- RELU(-1.37x-5.48) - RELU(0.26) + RELU(0.26x + 1.04)
- RELU(0.59x + 1.77) + RELU(0.33x)

- Tteration 4 k5 —k4=141-000=141>0

r(x)
f(x)

RELU(1.41(x-2)) = RELU(1.41x - 2.82)

f(x) + r(x) =

- RELU(-1.37x-5.48) - RELU(0.26) + RELU(0.26x + 1.04)
- RELU(0.59x + 1.77) + RELU(0.33x) + RELU(1.41x - 2.82)
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Das Endergebnis visualisiert die folgende Grafik:

o

Abbildung 5.29: AbschlieBendes Beispiel - Endergebnis

Ergebnisse der Approximation mit Tensorflow / Keras

Approximiert man die Funktion f(z) im Intervall [—6,4] mit Hife von Tensorflow/Keras gemaf
Listing B.6 (es wurden nur die Definition von f(z) sowie die Intervallgrenzen und die Anzahl
der Neuronen im Hidden Layer angepasst), so ergeben sich mit 6 bzw. 100 Neuronen die in

Abbildung 5.30 dargestellten Ergebnisse:

Trainingsdaten versus Predictions Trainingsdaten versus Predictions
2 2
Tainset f{x) Trainset f{x)
‘Vorhersagen “orhersagen
14 114
0 0
-1 -1
-2 -2
-3 1 -3 1
T T T T T T T T T T T T
-6 -4 -2 o 2 4 -6 -4 -2 0 2 4
(a) (b)

Abbildung 5.30: (a) 6 Neuronen im Hidden Layer  (b) 100 Neuronen im Hidden Layer
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5.8 Praktische Anwendung neuronaler Netze

5.8.1 Lineare Regression durch ein ANN - Gebrauchtwagenpreise

Die im Abschnitt 4.1.3 durchgefiihrte lineare Regression zur Schéitzung von Gebrauchtwagenpe-
reisen wird in diesem Abschnitt mit Hilfe eines neuronalen Netzes durchgefiihrt. Das Listing im

Anhang B.5 zeigt die Implementierung unter Keras-Tensorflow.

Im Folgenden werden fiir die ersten 10 Datensétze im Testdatensatz die tatsédchlichen Verkaufs-

preise und die vom Netz prognostizierten Werte gegeniibergestellt.

y_test: [ 0.35 10.11 4.95 0.15 6.95 7.45 1.1 0.5 0.45 6.00 ]
predictions: [ 0.12 10.58 4.16 0.00 11.10 6.23 0.0 0.0 0.34 6.17 1]
Korrelation: 0.9439527679948129

Die folgende Abbildung visualisiert den Zusammenhang zwischen diesen Daten fiir alle Da-

tensédtze im Testset:
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Abbildung 5.31: ANN: Lineare Regression - Tatséchlichen und vorhergesagte Werten

Die obigen Grafik und der Korrelationskoeffizent von 0.94 zwischen tatséchlichen und vorherge-
sagten Werten im Trainingsset zeigen eine hohe Giite des Modells. Diese erreicht man aber nur
durch die Skalierung der Features (Zeilen 18-22 in Listing B.7). Damit sind die zu bestimmenden
Gewichte anndhernd im gleichen Wertebereich und kénnen im Training ausreichend gut opti-
miert werden. Fiihrt man das exakt gleiche Training ohne Featurescaling durch erhélt man ein
vollig unbefriedigendes Ergebnis. Der Korrelationskoeffizient betrigt bei einem konkreten Trai-
ning nur mehr 0.028 und die folgende Grafik visualisiert wieder die Zusammenhénge zwischen

Label und Vorhersagen:
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Abbildung 5.32: ANN: Lineare Regression - Giite ohne Featurescaling

5.8.2 Binire Klassifikation durch ein ANN - Titanic Disaster Dataset

In diesem Abschnitt wird mit Keras-Tensorflow (Quellode im Anhang B.6)ein neuronales Netz
entwickelt, das an Hand des Titanic Disaster Datasets eine binére Klassifikation durchfiihrt. Der
Inputlayer nimmt pro Datensatz 8 Features entgegen (Pclass, Age, SibSp, Parch, Fare, Q, S).
Das Netz besteht aus 2 Hidden Layer mit je 10 Neuronen und der Aktivierungsfunktion RELU,
der Outputlayer aus einem Neuron und der Aktivierungsfunktion Sigmoid.Als Lossfunction wird
Binary_Crossentropy (vgl. Formel 5.17) verwendet und als Sover GradientDecent.

Der Programmlauf liefert folgende Ergebnisse:
Score auf den Trainingsdaten: 0.8045006990432739

Score auf den Testdaten: 0.8146067261695862
[ [0.106] [0.854] [0.587] [0.206] [0.854] [0.102] [0.235] [0.131] [0.854] [0.854] ]
Vorhergesagte Klassenzugehorigkeit: [0 1 1 01 0 0 0 1 1]

Tatsichliche Klassenzugehérigkeit: [0 1101 100 1 1]

Tue label
2 & £z =2 =2 B8

Predicted label

Abbildung 5.33: Logistische Regression - Titanic Disaster Dataset - Confusionmatrix
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Kapitel 6

ML und KI im Unterricht der

Sekundarstufe

6.1 Fazit

Gerade die Themen Machine Learning und Kiinstliche Intelligenz sind vergleichsweise junge und
aktuelle Themen, die aber schon Einzug in sehr viele Bereiche unseres Alltags gefunden haben.
Allein mit dem Smartphone benutzt jede*r Schiiler*in téglich eine Technik, die mit Kiinstlicher
Intelligenz arbeitet. KI wird momentan sténdig weiterentwickelt, konnte eine Revolution auslésen
und wird in der Gesellschaft sehr kontrovers diskutiert. Beispielsweise war der vor einigen Jahren
verstorbene britische Astrophysiker Stephen Hawking der Meinung, dass Kiinstliche Intelligenz
eine Bedrohung und sogar das Ende der Menschheit bedeuten kénnte, vor allem, weil sie sich
rascher entwickle als die biologische Evolution voranschreitet. Er selbst profitierte von einer
Kiinstlichen Intelligenz, seinem Sprachcomputer, den er aufgrund seiner schweren Erkrankung
bendétigte, um sich anderen mitzuteilen. (vgl. (29), Online Ressource) Die Themen ML und
KI haben daher auf jeden Fall einen Bezug zur Lebenswelt der Schiiler*innen. Ein Ziel des
Mathematikunterrichts ist die Erkenntnis, dass die Mathematik in vielen Bereichen des Lebens
eine wichtige Rolle spielt. (vgl. (10), Online Ressource)

Eine Behandlung der KI im Unterricht kénnte dazu beitragen, die Hintergriinde dieses kon-
trovers diskutierten und zukunftstriachtigen Themas zu verstehen. Sie wiirde dabei helfen, die
Schiiler*innen mit dem nétigen technischen Wissen auszustatten, sodass sie einschitzen kénnen,
inwiefern Kiinstliche Intelligenz in Zukunft eine Gefahr oder eine Chance darstellen kann. Dies
konnte die Schiiler*innen mit der Fihigkeit ausstatten, dieses Thema fiir sich selbst kritisch zu
reflektieren und sie damit unabhingig von den Ansichten etwaiger Meinungsmacher machen,

was den demokratischen Prozess fordert.
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Mit einem Thema wie Machine Learning und Kiinstlicher Intelligenz kann die Niitzlichkeit
der Mathematik in einem anwendungsorientierten Kontext verdeutlicht werden. Gerade die-
ses Thema ist pradestiniert fiir einen facheriibergreifenden Unterricht mit dem Fach Informatik.
Besonders hier liegt ein Lernen mit technologischer Unterstiitzung auf der Hand, konnte ML
und KI doch erst durch die voranschreitende Leistungsfihigkeit der Computer so erfolgreich
werden. Fiir viele Inhalte kann Geogebra verwendet werden, dariiber hinaus koénnte in einem
facheriibergreifenden Unterricht in Informatik eine Durchfiihrung der verschiedenen Algorithmen
mit géingigen Programmen, die auch tatséchlich in der Praxis verwendet werden, wie Python
oder R, stattfinden. Eine hiufig verwendete Python-Bibliothek fiir Machine Learning ist Scikit-

Learn und fiir neuronale Netze Keras/Tensorflow von Google .

6.2 Beantwortung der Fragestellung

Das Ziel der Arbeit war die Beantwortung der Frage, inwieweit Inhalte aus dem Gebiet des
Machine Learning und der Kiinstlichen Intelligenz im Rahmen des aktuell giiltigen Mathema-
tiklehrplans Anwendung im Unterricht der Sekundarstufe finden kénnen. Dabei wurden die
Schultypen AHS, HAK und HTL né&her betrachtet.

Viele der mathematischen Grundlagen stimmen mit den Unterrichtsinhalten aus der Sekun-
darstufe im Fach Mathematik iiberein. So arbeiten gingige ML-Algorithmen zum Beispiel mit
euklidischen Abstinden (KNN), dem Satz von Bayes (Naive Bayes), oder linearer und logisti-
scher Regression. Neuronale Netze arbeiten mit Vektoren, Funktionen und iterativen Verfahren.
Die Datenvorverarbeitung deckt sich in vielen Teilen mit Lehrplaninhalten aus dem Bereich der
beschreibenden Statistik, neben der Aufbereitung von Daten liegt der Fokus auf Darstellung und
Interpretation derselben, beispielsweise in Form von Histogrammen, Boxplots oder Punktwolken.
Aufgrund der Komplexitdt des Themas passt es eher in die Oberstufe als in die Unterstufe,
obwohl auch in der Sekundarstufe I ein Schwerpunkt auf der beschreibenden Statistik liegt. Eine
Voraussetzung fiir das gute Versténdnis von Elementen aus dem Themenfeld des ML und der KI
ist bestimmt ein Grundwissen iiber die Funktionsweise von Computern und ein grundlegendes
Interesse an Kiinstlicher Intelligenz. Diese beiden Anforderungen sind vermutlich eher erst in
der Oberstufe gegeben.

In der AHS-Oberstufe kénnte ML und KI allerdings als grofies und immer wiederkehrendes
Thema interessierte Schiiler*innen und ihre Lehrperson alle Schulstufen hindurch im Rahmen
des Erweiterungsstoffes beziehungsweise als Anwendungsbeispiele im Kernstoff begleiten, weil

es zu einer grofen Anzahl der Lehrplanthemen passt. Natiirlich konnen Inhalte aus dem Gebiet

Ldiese beiden Bibliotheken wurden auch bei der Erstellung der Quellcodes dieser Arbeit verwendet
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mogliche Themen fiir vorwissenschaftliche Arbeiten, ein Wahlfach oder ein facheriibergreifendes
Projekt darstellen.

In facheinschligige HTLs mit Informatik-Schwerpunkt passt dieses Thema besonders gut, da
hier das Interesse der Schiiler*innen und der Lehrkrifte auf jeden Fall gegeben ist. Dariiber
hinaus ist hier sicherlich eine intensivere Auseinandersetzung mit dem Thema im Rahmen eines
ficheriibergreifenden Unterrichts moglich.

In die Handelsakademien passen ML und KI eher weniger und wenn dann ausschliefllich punk-
tuell, weil in dieser Schulform die Schwerpunkte anders gesetzt sind. Hier fanden sich auch die
geringsten Ubereinstimmungen der Inhalte mit dem Lehrplan. Jedoch arbeiten heute bereits
viele Unternehmen mit Kiinstlicher Intelligenz (zum Beispiel in Form eines Chatbots fiir die
Kommunikation mit den Kunden), was wiederum ein Argument dafiir wire, das Thema min-
destens zu streifen.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde an verschiedenen Stellen immer wieder versucht, Anreize und
Ideen fiir den Einsatz dieses Themas im Unterricht bereitzustellen. Konkrete Umsetzungsvor-
schldge sprengen allerdings den Rahmen dieser Arbeit, kénnen je nach Schulform und Klasse

sehr unterschiedlich sein und liegen somit im Ermessen jeder Lehrperson.
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Anhang A

Zusammenfassung und Abstract

A.1 Zusammenfassung

Mit Kiinstlicher Intelligenz sind wir in unserem Alltag immer mehr und mehr konfrontiert. Sie
ist eine junge wissenschaftliche Disziplin, die sich in einer rasanten Geschwindigkeit entwickelt
und auf dem Weg ist, unser Leben grundlegend zu verédndern. Gleichzeitig wird das Thema
in der Gesellschaft kontrovers diskutiert. Im Zuge dieser Arbeit wurde untersucht, inwieweit
Inhalte aus dem Gebiet des Machine Learning (ML) und der Kiinstlichen Intelligenz (KI), im
Rahmen des aktuell giiltigen 6sterreichischen Mathematiklehrplans (AHS, HTL, HAK) Anwen-
dung im Unterricht der Sekundarstufe finden kénnen. Diverse Anwendungen wurden auf Basis
von Literaturrecherche analog sowie computerunterstiitzt vor allem mit Geogebra und Python
vorgestellt und mit den Inhalten der Lehrplane verglichen. Dariiber hinaus wurde an manchen
Stellen versucht, konkrete Anwendungsbeispiele fiir den Einsatz in der Schule zu entwickeln. Das
Thema ist stark mit dem Einsatz von Computern verkniipft, weshalb ein Grundwissen iiber die
Funktionsweise derselben von Seiten der Schiiler*innen vorhanden sein sollte.
Ubereinstimmungen wurden bei den Lehrplanthemen Statistik und Wahrscheinlichkeit (Hi-
stogramme, Boxplots, Nominal- und Ordinalskalen, Lineare Abhéingigkeit, Mittelwert, Stan-
dardabweichung, Lineare Regression, Interpretation von Wahrscheinlichkeiten, Bedingte Wahr-
scheinlichkeit), Funktionen und Differentialrechnung (Geradengleichungen, funktionale Zusam-
menhéinge, stiickweise definierte Funktionen, Polynomfunktionen, Funktionstransformationen,
Ableitungen, verkettete Funktionen, partielle Ableitungen, Extremwertaufgaben, Funktionen in
mehreren Verénderlichen, Korrelationskoeffizienten, Logistisches Wachstum), Vektorrechnung
(Euklidische Absténde, Skalares Produkt, Normalvektorform einer Geraden) gefunden. Dariiber
hinaus treten iterative Prozesse und Fallunterscheidungen auf.

Aufgrund der Inhalte und der Komplexitéit eignet sich die Behandlung von ML und KI beson-
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ders fiir den Unterricht in der Sekundarstufe II. Sie kénnen sowohl in AHS als auch in BHS als
Anwendungsgebiet der Mathematik vorgestellt werden. Besonders gut eignen sie sich fiir den

Unterricht an Schulen mit einem Informatikschwerpunkt.

A.2 Abstract

In everyday life we nowadays are more and more confronted with Artificial Intelligence. It is a
young scientific field, developing at enourmous speed on its way to change our life irrevocably.
At the same time this topic is discussed as a controversy in our society. In the course of these
thesis the author has researched, how contents from the field of Machine Learning (ML) and
Artificial Intelligence (AI) can be used in context of the currently valid Austrian mathematics
curriculum (AHS, HTL, HAK) for teaching in secondary schools. The author presents applica-
tions on the basis of analogue as well as computer assisted literature research (primarily with
Geogebra and Python) and compares them to the content of the curriculum. Furthermore the
author tries in several chapters to develop concrete tasks for practice in schools. In order to be
able to understand the topic properly the pupils should already have basic knowledge of how
computer science.

In the following topics of the curriculum there have been found matches to ML and AI by
the author: statistics and probability (histograms, boxplots, nominal and ordinal scales, line-
ar dependence, average, standard deviation, linear regression, interpretation of probabilities,
conditional probability), functions and differentation (equation of a line, functional relations,
piecewise defined functions, polynomial functions, function transformations, partial derivative,
exercises with extreme values, functions with several variables, correlation coefficients, logistic
growth), vector calculation (euclidean distances, dot product, normal form of a straight line)
and also iterative processes and case distinctions.

Because of its contents and complexity the discussion of ML and Al is especially suited for
teaching at advanced level of secondary schools. They can be presented as applications of the
different mathematical topics in AHS as well as in BHS. They are specially well suited to be

presented at schools specialising on computer science.
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Anhang B

Python Quellcodes

B.1 Quellcode zum Erstellen der Grafiken in Abschnitt 3.3

import pandas as pd

import matplotlib.pyplot as plt
import seaborn as sns

import numpy as np

# Titanic Dataset einlesen und die ersten beiden Datensaetze ausgeben
dataset = pd.read_csv(’titanic_train_cleaned.csv’)
print (dataset.head (2))

# Historamme

# Erzeugen von Abbildung 3.3

plt.figure(figsize = (16,5))

plt.subplot (121)

sns.histplot (data=dataset, x="Age", bins=[0,10,20,30,40,50,60,70,80])

5| plt.subplot (122)

sns.histplot(data=dataset, x="Age", hue="male", multiple="dodge", bins
=[0,10,20,30,40,50,60,70,80])
plt.show ()

# Erzeugen von Grafik 3.4

sns.histplot (data=dataset, x="Age", hue="Survived", multiple="dodge",
bins=[0,10,20,30,40,50,60,70,80])

plt.show ()

# Erzeugen von Grafik 3.5

plt.figure(figsize = (16,5))

plt.subplot (121)

sns.countplot (x="Survived" ,hue="Pclass",data=dataset)

| plt.subplot (122)

sns.countplot (x="Survived" ,hue="male",data=dataset)
plt.show ()

# Boxplot
# Erzeugen von Grafik 3.6
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plt.figure(figsize = (16,5))

plt.subplot (121)

sns.boxplot (x=dataset ["Age"], showfliers = False, whis=3)

plt.subplot (122)

sns.boxplot (x="Pclass", y="Age", data=dataset, showfliers=False, whis
=2.2)

plt.show ()

# Cars Dataset einlesen und die ersten beiden Datensaetze ausgeben
dataset = pd.read_csv(’car_data.csv’, delimiter=’,’)
print (dataset.head ())

# Scatter und Regplot
# Erzeugen von Grafik 3.7

plt.figure(figsize = (16,5))

plt.subplot (121)

sns.scatterplot (x="Present_Price", y="Selling_Price", data=dataset)
plt.subplot (122)

sns.regplot (x="Present_Price", y="Selling Price", data=dataset, ci=None)
plt.show ()

# Korrelationkoeffizient berechnen

sl print (np.corrcoef (dataset [’Present_Price’], dataset[’Selling_Price’])

[0,11)

# Neues Dataset erzeugen

cars = dataset.drop([’Car_Name’, ’Fuel_Type’, ’Seller_Type’, °’
Transmission’, ’0Owner’], axis=1)

# Paiplt - Erzeugen von Grafik 3.8

sns.pairplot(cars)

plt.show ()

# Matrix der Korrelationskoeffizienten erzeugen

print (cars.corr())

Listing B.1: Datenvisualisierung

B.2 Code zum Abschnitt Lineare Regression 4.1.3

import numpy as np

import pandas as pd

import matplotlib.pyplot as plt
import seaborn as sns

# Dataset einlesen
dataset = pd.read_csv(’car_data.csv’, delimiter=’,’)

# One Hot Encoding fuer Seller_Type durchfuehren
seller = pd.get_dummies(dataset[’Seller_Type’], drop_first=True)

# Matrix der Features erzeugen und anzeigen
X = dataset[[’Year’, ’Present_Price’, ’Kms_Driven’, ’0Owner’]]
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X = pd.concat ([X, seller], axis=1)
print (X.head ())

print (X.info ())

print (X.describe ())

# Vektor der Label erzeugen
y = dataset[’Selling_Price’]

# Zusammenhaenge zwischen Year und Selling_Price bzw. Owner und
Selling_Price
# visualisieren (Abbildung 4.2)

iplt.figure(figsize = (16,5))

plt.subplot (121)
sns.regplot(x = ’Year’, y = ’Selling_Price’, data = dataset)
plt.subplot (122)

s|sns.regplot(x = ’Owner’, y = ’Selling Price’, data = dataset)

plt.show ()
# Entsprechende Korrelationskoeffizienten berechnen und ausgeben
print (’Korrelation Year-Selling_Price

1, y))io,11

print (’Korrelation Owner-Selling_Price : ?, np.corrcoef (X[’Owner”’

1, y)lo,1D)

>, np.corrcoef (X[’Year’

print (’Korrelation Present_Price-Selling Price: ’, np.corrcoef (X[’

Present_Price’], y )[0,1])

35/ # Train-Test-Split (80% Trainingsdaten, 20% Testdaten)

from sklearn.model_selection import train_test_split
X_train, X_test, y_train, y_test = train_test_split (X, y, test_s
random_state=42)

# Lineare Regression durchfuehren

from sklearn.linear_model import LinearRegression
model = LinearRegression ()

model.fit (X, y)

# Ergebnisse ausgeben

print ("Koeffizienten : ", model.coef_)

print("Intercept : ", model.intercept_)

print (’Trainingsscore: °’, model.score(X_train, y_train))
print (’Testscore : 7, model.score(X_test, y_test))

# Vorhesegen fuer das gesamte Dataset (Trainings- und Testdaten)

predictions = model.predict (X)

print (’Korrelation zwischen Label und vorhergesagten Werten: ’,
corrcoef (y, predictions) [0,1])

# Residuen (Fehler) berechenen und analysieren
res = y - predictions

sns.distplot(res, bins=20)

plt.xlabel (’Fehler bei der Vorhersage’)
plt.show ()
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60| print ("Mittewert der Fehler : ", res.mean())

61l print ("Standardabweichung der Fehler: ", res.std())

63| # Erzeugen von Abbildung 4.3

61| plt.figure(figsize = (16,5))

65| plt . subplot (121)

66| plt.scatter (y, predictions)

67| plt.xlabel (’Tatsaechliche y-Werte’)

6s| plt.ylabel (’Vorhergsagte y-Werte’)

60| plt . subplot (122)

70/ sns.distplot(res, bins=20)

71/ plt.xlabel (’Fehler bei der Vorhersage’)
72| plt.show ()

Listing B.2: Lineare Regression - Gebrauchtwagenmarkt
Ausgabe des Programms (ohne Grafiken):

Year Present_Price Kms_Driven Owner Individual

0 2014 5.59 27000 0 0
1 2013 9.54 43000 0 0
2 2017 9.85 6900 0 0
3 2011 4.15 5200 0 0
4 2014 6.87 42450 0 0

<class ’pandas.core.frame.DataFrame’>
RangeIndex: 301 entries, O to 300
Data columns (total 5 columns):

# Column Non-Null Count Dtype

0 Year 301 non-null int64

1 Present_Price 301 non-null float64

2 Kms_Driven 301 non-null int64
3 Owner 301 non-null int64
4 Individual 301 non-null uint8

dtypes: float64(1), int64(3), uint8(1)

memory usage: 9.8 KB

None

Year Present_Price Kms_Driven Owner Individual

count  301.000000 301.000000 301.000000 301.000000 301.000000
mean 2013.627907 7.628472  36947.205980 0.043189 0.352159
std 2.891554 8.644115  38886.883882 0.247915 0.478439
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min 2003.000000 0.320000 500.000000 0.000000 0.000000
25% 2012.000000 1.200000  15000.000000 0.000000 0.000000
50% 2014.000000 6.400000  32000.000000 0.000000 0.000000
75% 2016.000000 9.900000  48767.000000 0.000000 1.000000
max 2018.000000 92.600000 500000.000000 3.000000 1.000000
Korrelation Year-Selling_Price : 0.23614098016042734

Korrelation Owner-Selling_Price : -0.0883440990872023

Korrelation Present_Price-Selling Price: 0.8789825451614951

Koeffizienten : [ 4.53828641e-01 4.93404940e-01 -1.86971786e-06 -6.84430542e-01

-1.14815946e+00]

Intercept : -912.4416701573135
Trainingsscore: 0.8653938775004216
Testscore : 0.8388146354270003

Korrelation zwischen Label und vorhergesagten Werten: 0.9276758414485455

B.2.1 Code zum Abschnitt Logistische Regression 4.2.3

import pandas as pd

import matplotlib.pyplot as plt

from sklearn.model_selection import train_test_split

from sklearn.metrics import confusion_matrix, ConfusionMatrixDisplay

# Dataset einlesen und die ersten beiden Datensaetze ausgeben
dataset = pd.read_csv(’titanic.csv’)
print (dataset.head (2))

# Matrix X der Features und Vektor y der Label erzeugen
X = dataset.drop([’Survived’, ’PassengerId’], axis=1)
dataset[’Survived’]

# Train-Test-Split (80% Trainingsdaten, 20% Testdaten)
X_train, X_test, y_train, y_test = train_test_split (X, y, test_size
=0.2, random_state=42)

# Logistische Regession durchfuehren

from sklearn.linear_model import LogisticRegression
model = LogisticRegression(solver=’newton-cg’)
model.fit(X_train, y_train)

# Score fuer Trainings- und Testdaten ausgeben
print (’Score auf den Trainingsdaten: ’, model.score(X_train, y_train))

print (’Score auf den Testdaten: >, model.score(X_test, y_test))

# Vorhergesagte Wahrscheinlichkeiten und Klassenzugehoerigkeiten fuer
die Testdaten
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# berechnen und die ersten 10 Datensaetze die Ergebnisse ausgeben
predictions_proba = model.predict_proba(X_test)

predictions = model.predict(X_test)

print (predictions_probal[:10])

print (’Vorhergesagte Klassenzugeoerigkeit: °’, predictions[:10])
print (’Tatsaechliche Klassenzugehoerigkeit: ’, y_test.values[:10])

# Confusionmatrix berechnen und visualisieren

# Abbildung 4.6. erzeugen

cm = confusion_matrix(y_test, predictions, labels=model.classes_)

disp = ConfusionMatrixDisplay(confusion_matrix=cm, display_labels=
model.classes_)

disp.plot ()

plt.show ()

Listing B.3: Logistische Regression - Titanic Disaster Dataset

Ausgabe des Programms (ohne Grafiken):

PassengerId Survived Pclass Age SibSp Parch Fare male Q S
0 1 0 3 22.0 1 0 7.2500 1 0 1
1 2 1 1 38.0 1 0 71.2833 0 0 O

Score auf den Trainingsdaten: 0.8073136427566807
Score auf den Testdaten : 0.7921348314606742
[[0.90199939 0.09800061]

[0.03959998 0.96040002]
[0.24101603 0.75898397]
[0.74842691 0.25157309]
[0.03445491 0.96554509]
[0.70045147 0.29954853]
[0.86776022 0.13223978]

[0.07748579

0

0

0

0
[0.89778239 0.10221761]

0

0

0.92251421]

0

[0.03368887 0.96631113]]
Vorhergesagte Klassenzugeoerigkeit: [0 1101000 1 1]

Tatsaechliche Klassenzugehoerigkeit: [0 1101100 1 1]

B.3 Code zum Abschnitt KNN 4.3.3

import pandas as pd

import matplotlib.pyplot as plt

from sklearn.model_selection import train_test_split

from sklearn.metrics import confusion_matrix, ConfusionMatrixDisplay
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# Dataset einlesen und die ersten beiden Datensaetze ausgeben
dataset = pd.read_csv(’titanic.csv’)
print (dataset.head (2))

# Matrix X der Features und Vektor y der Label erzeugen
X

dataset.drop([’Survived’, ’PassengerId’], axis=1)
dataset [’Survived’]

<
1]

# Train-Test-Split (80% Trainingsdaten, 20% Testdaten)
X_train, X_test, y_train, y_test = train_test_split(X, y, test_size
=0.2, random_state=42)

# Logistische Regession durchfuehren

from sklearn.linear_model import LogisticRegression
model = LogisticRegression(solver=’newton-cg’)
model .fit(X_train, y_train)

# Score fuer Trainings- und Testdaten ausgeben
print (’Score auf den Trainingsdaten: °’, model.score(X_train, y_train))
print (’Score auf den Testdaten: >, model.score(X_test, y_test))

# Vorhergesagte Wahrscheinlichkeiten und Klassenzugehoerigkeiten fuer
die Testdaten

# berechnen und die ersten 10 Datensaetze die Ergebnisse ausgeben

predictions_proba = model.predict_proba(X_test)

predictions = model.predict(X_test)

print (predictions_probal[:10])

print (’Vorhergesagte Klassenzugeoerigkeit: ’, predictions[:10])

print (’Tatsaechliche Klassenzugehoerigkeit: ’, y_test.values[:10])

# Confusionmatrix berechnen und visualisieren

# Abbildung 4.6. erzeugen

cm = confusion_matrix(y_test, predictions, labels=model.classes_)

disp = ConfusionMatrixDisplay(confusion_matrix=cm, display_labels=
model.classes_)

disp.plot ()

plt.show ()

Listing B.4: Logistische Regression - Titanic Disaster Dataset

Ausgabe des Programms (ohne Grafiken):

0
1

PassengerId Survived Pclass Age SibSp Parch Fare male Q S
1 0 3 22.0 1 0 7.2500 1 0 1
2 1 1 38.0 1 0 71.2833 0 0 O

Score auf den Trainingsdaten: 0.8720112517580872

Score auf den Testdaten: 0.7696629213483146
[[1. 0.1
[0. 1.1
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[0.4 0.6]

[0.6 0.4]
[0. 1.1
[0.8 0.2]
[1. 0.1
[1. 0.]
0. 1.1
0. 1.11

Vorhergesagte Klassenzugedrigkeit: [0 110100 0 1 1]

Tatsdchliche Klassenzugehdrigkeit: [0 1101100 1 1]

B.3.1 Code zum Abschnitt Naive Bayes 4.4.4

import pandas as pd

import matplotlib.pyplot as plt

from sklearn.model_selection import train_test_split

from sklearn.metrics import confusion_matrix, ConfusionMatrixDisplay

# Dataset einlesen und die ersten 2 Datensaetze anzeigen
dataset = pd.read_csv(’titanic_train_cleaned.csv’)
print (dataset.head (2))

Matrix X der Features und Vektor y der Label erzeugen und
Train-Test-Split durchfuehren
= dataset.drop([’Survived’, ’PassengerId’], axis=1)

dataset [’Survived’]

> X R H

_train, X_test, y_train, y_test = train_test_split(X, y, test_size
=0.2, random_state=42)

# Gaussian Naive Bayes

from sklearn.naive_bayes import GaussianlNB
model = GaussianNB()

model.fit (X_train, y_train)

# Score fuer Trainings- und Testdaten ausgeben
print (’Score auf den Trainingsdaten: °’, model.score(X_train, y_train))
print (’Score auf den Testdaten: >, model.score(X_test, y_test))

# Vorhergesagte Wahrscheinlichkeiten und Klassenzugehoerigkeiten fuer
die Testdaten

# berechnen und die ersten 10 Datensaetze die Ergebnisse ausgeben

predictions_proba = model.predict_proba(X_test)

predictions = model.predict(X_test)

print (predictions_probal[:10])

print (’Vorhergesagte Klassenzugeoerigkeit: ’, predictions[:10])

print (’Tatsaechliche Klassenzugehoerigkeit: ’, y_test.values[:10])
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# Confusionmatrix berechnen und visualisieren
# Abbildung 4.8. erzeugen

cm = confusion_matrix(y_test, predictions, labels=model.classes_)
disp = ConfusionMatrixDisplay(confusion_matrix=cm, display_labels=

model.classes_)
disp.plot ()
plt.show ()

Listing B.5: Logistische Regression - Titanic Disaster Dataset

Ausgabe des Programms (ohne Grafiken):

PassengerId Survived Pclass Age SibSp Parch Fare male Q S
0 1 0 3 22.0 1 0 7.2500 10
1 2 1 1 38.0 1 0 71.2833 0 0 O

Score auf den Trainingsdaten: 0.8720112517580872

Score auf den Testdaten: 0.7696629213483146
[[1. 0.1
[0. 1.1
[0.4 0.6]
[0.6 0.4]
[0. 1.1
[0.8 0.2]
[1. 0.1
[1. 0.1
[0. 1.1
0. 1. 1]

Vorhergesagte Klassenzugeoerigkeit: [0 1101000 1 1]

Tatsdchliche Klassenzugehoerigkeit: [0 1101100 1 1]

B.4 Pythonskript zur Funktionsapproximation

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from keras.models import Sequential
from keras.layers import Dense

# f(x) definieren
def f(x):
if x < 1:

return -x + 2
elif x <= b:
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return 0.5 * x + 0.5
else:
return 1.5 * x - 4.5

# Trainingsdaten erzeugen
= np.arange(-4, 7, 0.01) .reshape (-1, 1)
= np.array([f(e) for e in X]).reshape(-1, 1)

# Das neuronale Netz definieren

model = Sequential ()

# Hidden Layer , 4 Neuronen, Aktivierungsfunktion RELU
model.add (Dense (4, input_dim=1, activation=’relu’))

# Outputlayer, 1 Neuron, keine Aktivierungsfunktion
model .add (Dense (1))

# Lossfunktion und Optimizer definieren
model.compile(loss=’mse’, optimizer=’rmsprop’)

# Modell trainieren

model.fit (X, y, epochs=500, batch_size=10, verbose=1)
# Berechnete Gewichte ausgeben

print (model.get_weights ())

# Vorhersagen berechnen

y_hat = model.predict (X)

# Ergebnisse visualieren (Abbildung 5.22)
plt.scatter(X, y, alpha=0.05, label="Trainset f(x)")
plt.scatter (X, y_hat, label="Vorhersagen", s=0.3)
plt.title(’Trainingsdaten versus Predictions’)
plt.legend ()

plt.show ()

Listing B.6: Neuronales Netz zur Approximation von f(x)

B.5 Pythonscript: Lineare Regression durch ein ANN

import numpy as np

import pandas as pd

import matplotlib.pyplot as plt
import seaborn as sns

dataset = pd.read_csv(’car_data.csv’, delimiter=’,’)
dataset.drop([’Car_Name’], axis=1, inplace=True)
dataset.dropna(inplace=True)

seller = pd.get_dummies(dataset[’Seller_Type’], drop_first=True)

dataset [[’Year’, ’Present_Price’, ’Kms_Driven’, ’0Owner’]]

<<
]

pd.concat ([X, seller], axis=1)

dataset[’Selling_Price’]
from sklearn.model_selection import train_test_split

X_train, X_test, y_train, y_test = train_test_split(X, y, test_size
=0.2, random_state=42)
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from sklearn.preprocessing import MinMaxScaler

scaler = MinMaxScaler ()
scaler.fit(X_train)

X_train_scaled = scaler.transform(X_train)
X_test_scaled = scaler.transform(X_test)

from keras.models import Sequential

from keras.layers import Dense

model = Sequential ()

# Hidden Layer, 10 Neuronen, Aktivierungsfunktion RELU, Inputdimesion
=5

model.add (Dense (10, input_dim=5, activation=’relu’))

# Outputlayer, 1 Neuron, keine Aktivierungsfunktion

model.add(Dense (1))

# Lossfunktion und Optimizer definieren

model.compile(loss=’mse’, optimizer=’rmsprop’, metrics=[’accuracy’])

# Modell trainieren

model.fit(X_train_scaled, y_train, epochs=500, batch_size=10, verbose
=1)

# Vorhersagen berechnen und die ersten 10 Werte im Testset vergleichen

predictions = model.predict(X_test_scaled)
print (’y_test: >, y_test[:10])
print (’predictions: ’,predictions[:10])

# Korrelationskoeffizient zwischen Label und Vorhersagewerten
berechnen
print (’Korrelation: ’, np.corrcoef (y_test, predictions.reshape(-1))

(0,11

#Zusammenhang plotten
plt.scatter(y_test, predictions)
plt.xlabel(’Label im Trainingsset’)
plt.ylabel(’Vorhergsagte Werte’)
plt.show ()

Listing B.7: ANN Lineare Regression - Gebrauchtwagenpreise

B.6 Pythonscript: Binidre Klassifikation durch ein ANN

import pandas as pd

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from sklearn.model_selection import train_test_split

from sklearn.metrics import confusion_matrix, ConfusionMatrixDisplay
from keras.models import Sequential

from keras.layers import Dense

# Daten einlesen
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dataset = pd.read_csv(’titanic_train_cleaned.csv’)
print (dataset.head ())

# Features und Label definieren, Train-Test-Split

X = dataset.drop([’Survived’, ’PassengerId’], axis=1)

y = dataset[’Survived’]

X_train, X_test, y_train, y_test = train_test_split(X, y, test_size
=0.2, random_state=42)

# Features skalieren

from sklearn.preprocessing import StandardScaler

scaler = StandardScaler ()

scaler.fit(X_train) #Trainieren des Scalers nur mit X_train
X_train_scaled =scaler.transform(X_train)

X_test_scaled = scaler.transform(X_test)

# Das neuronale Netz definieren

model = Sequential ()

# Hidden Layer , 4 Neuronen, Aktivierungsfunktion RELU

model.add (Dense (10, input_dim=8, activation=’relu’))

# Outputlayer, 1 Neurin, keine Aktivierungsfunktion

model .add (Dense (10, activation=’relu’))

model .add (Dense (1, activation=’sigmoid’))

# Lossfunktion und Optimizer definieren

model.compile(loss=’binary_crossentropy’, optimizer=’sgd’, metrics=[’
accuracy’])

# Modell trainieren

model .fit(X_train, y_train, epochs=500, batch_size=10, verbose=1)

# Score berechnene und ausgeben

print (’Score auf den Trainingsdaten: ’, model.evaluate(X_train,
y_train) [1]1)

print (’Score auf den Testdaten: >, model.evaluate(X_test, y_test)
(11

# Predictions berechnen und die ersten 10 Ergebnisse ausgeben
y_test_predict = model.predict(X_test)

predictions = np.round(y_test_predict.reshape(-1)).astype(int)
print (’Vorhergesagte Klassenzugehoerigkeit: ’,predictions[:10])
print (’Tatsaechliche Klassenzugehoerigkeit: °’, y_test.values[:10])

# Confusionmatrix visualisieren

cm = confusion_matrix(y_test.values, predictions, labels=[0,1])

disp = ConfusionMatrixDisplay(confusion_matrix=cm, display_labels
=[0,11)

disp.plot ()

plt.show ()

Listing B.8: ANN Binére Klassifikation - Titanic Disaster Dataset
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Anhang C
Geogebra

C.1 Lineare Regression mit Geogebra

Im Folgenden wird erklért, wie man mit Geogebra eine lineare Regression durchfiihren kann.
Dazu wird die Punktwolke P;(1,1), P»(2,4), P3(2.5,3), P4(4,3.5), P5(5,5), Ps(5.5,4), P7(6,5),
P5(7,6.5) herangezogen.

1. Man o6ffnet die Tabellenansicht und gibt die Ausgangsdaten ein. Anschliefend markiert
man den Bereich in der Tabelle und wéhlt wie die Grafik C.1 zeigt den Punkt ” Analyse

zweier Variablen.”

€7 GeoGebra Classic 5 — O x
Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
o
5 | oa) 5
* Grafi ﬁl:d]] oo ST X | = Tabelle X
nalyse einer Variablen 5
AEAEEEIEMER
m o A | B c | o E F
y’." Analyse zweier Variablen 1 1 1 ~
r—v 2 4
' Analyse mehrerer Variablen 5 25 3
4 35
/. Wahrscheinlichkeitsrechner 5 g
i 55 4
3 7 3] 5
— 4
8 7 5.5
2 9
10
11
4 |
12
13
4 <] 2 1 o 1 2 a 4 i
18
I 16
17
— v
< >
Eingabe

Abbildung C.1: Einfache lineare Regression mit Geogebra 1
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2. In dem nun sich 6ffnenden Fenster ”Datenanalyse” kann man nun das gewiinschte Re-
gressionsmodell (im aktuellen Beispiel linear) wihlen und erhilt sowohl eine grafische
Darstellung als auch die Gleichung der Regressionsgeraden. Auflerdem l&sst sich iiber den
Punkt ”Statistik anzeigen” eine Ubersicht der numerischen Parameter (z.B. Korrelations-

koeffizient, Bestimmtheitsmaf}) anzeigen.

¥ GeoGebra Classic 5 - O x
Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe
% #Ed]] i |
LRI ===
~ Datenanalyse X/ || = Tabelle X
o XsY Sl P ok|EE EBE ]
Statistii Statistik anzeigen Streudiagramm v 00 A | B |
Mittetwertx | 4.125 1 1 i~
MittelwertY | 4 Y: B1:BS 2 4
5% 21171
Sy 16257 = ¥
r 0.8716 4 35
P 0.8434 5 5
S 31.375
Sy 185 i £
Sxy 21 G 5
7 6.5 a

R* 0.7598 :
S0QA 4.4442
Regressionsmodell
Linear ~ y = 0.67

Berechne symbolisch: x= ¥y= — w7

< >

Eingabe:

Abbildung C.2: Einfache lineare Regression mit Geogebra 2

C.2 Visualisierung der 4 Fille zum Schritt 1 der Funktionsap-
proximation geméif3 Abschnitt 5.7.2 mit Geogebra

Der Schritt 1 bei der Approximation einer Funktion durch eine neuronales Netz erfordert die
Unterscheidung von 4 Fillen. Diese konnen fiir verschiedene Werte von k, a und b mit Hilfe von
Schiebereglern in einfacher Form mit Geogebra veranschaulicht werden. Hier kann auch schén
gezeigt werden, was passiert, wenn man einen konkreten Fall mit falschen Werten versorgt.

Da die in der Eingabezeile zu erfassenden Befehle im Algebrafenster benutzerfreundlich visuali-

siert werden, sind sie im Folgenden in der Originalsyntax angegeben:

RELU(x) = Wenn(x < 0, 0, x)

F1(x) = RELU(k (x - a)) + RELU(b)
F2(x) = RELU(k (x - a)) - RELU(-b)
F3(x) = -RELU(-(k (x - a))) + RELU(b)
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F4(x) = -RELU(-(k (x - a))) - RELU(-b)

€7 approx_4faclle.ggh - m} X
Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

N P Pt 5 [ ) PN =

» Algebra X
RELU(x) = { 0 :x<0
x :sonst
® k=24
® a=24
® b=2
F1(x) = Wenn(2.4 (x + 2.4) < 0,0, 2.4 (x + 2.4)) + Wenn(2 < 0,0,2)
F2(x) = Wenn(2.4 (x+ 2.4) < 0,0,2.4 (x4 2.4)) — Wenn(—2 < 0,0, —-2)
® F3(x) = —Wenn(—(2.4(x+ 2.4)) < 0,0, —(2.4 (x + 2.4))) + Wenn(2 < 0,0,2)
F4(x) = —Wenn(—(2.4 (x+ 2.4)) < 0,0, —(2.4 (x + 2.4))) — Wenn(—2 < 0,0, —-2)
~ Grafik X
4
k=24 F
EEEENEENEREFYNE.!
a=-24
——
b=2
—_—
18 14 -12 10 -8 2 0 2 4 [ 8 10
-2
-4
-6
Eingabe: v

Abbildung C.3: 4 Fille bei Schritt 1 der Funktionsapproximation mit Geogebra

C.3 Erstellen von Grafik 5.20 mit Geogebra

Die folgende Abbildung zeigt die Erstellung von Abbildung 5.20 mit Geogebra.
Wieder werden die Befehle auch in der Originalsyntax angegeben, da diese aus dem Algebra-

finster nicht ersichtlich sind.

RELU(x) = Wenn(x < 0, 0, x)

nl(x) = RELU(-x + 1)

n2(x) RELU(0.5%x - 0.5)

n3(x) = RELU(1)

nd (x) RELU(x - 5)

A

(-4,6)
(1,1)
(5,3)

B

C
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Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

€7 approx_01.gbb - O X

@ f1(x) = Wenn(—x+1 < 0,0, —x + 1) + Wenn(0.5x — 0.5 < 0,0,0.5 x — 0.5) + Wenn(1 < 0,0,1)
® f(x) = Wenn(—x+1<0,0,—x+1) + Wenn(0.5x — 05 < 0,0,0.5x — 0.5) + Wenn(1 < 0,0,1) + Wenn(x —5 < 0,0,x — 5)

= e
.A\J (./.’u A'\J I>u ®u ®\J é:‘b "\a _.Ev ‘%.u 0] i
» Algebra X
RELU(x) = { 0 :x<0
x :sonst
_Jo t—x+1<0
nl(x) B { —x+ 1 :sonst
0 :05x—-05<0
n2(x) = { 0.5x — : sonst
n3(x) { 0 :1<0
1 : somst
1] x—5<0
® nix) = {x 5 : sonst
® A=(4,6)
® B=(1,1)
® C=(53)
® D=(7,6)
1
® g(x) 3 X + 2

~ Grafik X
|| A Cv
D
E
-30 -25 -20 -15 -10 -5 a 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Eingabe: @
Abbildung C.4: Erstellen von Grafik 5.20
D = (7,6)

gx) =1/6x2-1/2x+4/3

£f1(x) nl1(x) + n2(x) + n3(x)

£f2(x) nl(x) + n2(x) + n3(x) + n4(x)
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