Universitat Wien, SS 2015

Lineare Algebra fiir Physikerlnnen
Beispiele fiir Multiple-Choice-Fragen

Punkteschliissel:

[Typ 1 aus 4] und [Typ 3 aus 4] ... 0.8 Punkte
[Typ 2 aus 4] ... 1 Punkt
Bei der schriftlichen Priifung: MC-Fragen im Wert von 20 Punkten.

1. [Typ 2 aus 4] Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n, und seien vy, ..., v, € V. Dann
ist (v1,...,v,) genau dann eine Basis von V/, wenn

(a)
(b) jedes aus den v, gebildete (n — 1)-Tupel von Vektoren linear abhdngig ist.
(c) L(vy,...,v,) =V ist.

(d) esein (A,...,A,) € K” gibt mit (A,...,\;) #(0,...,0) und Z)\jvj =0.

(v1,...,v,) linear unabhangig ist.

2. [Typ 1 aus 4] Unter Verwendung der Einsteinschen Summenkonvention gilt fiir 7,y € R?
(mit dem Standard-Skalarprodukt)

a
b

C

) EMTRYL = Ty

) ki = (2, y).

) Otk + 0y uk = (T +y,x +y).
d) gjum (z X y); vy = 0.

(
(
(
(

3. [Typ 2 aus 4] Von vier Abbildungen f, g, h, k : R* — R? sind die folgenden Eigenschaften
bekannt. Nur zwei von ihnen kdnnen linear sein. Welche?

(a) h(0,0) = (1,-1).

(b) E(t,—t) = (t,t) fiir alle t € R.
(c) 9(0,y) = (y,2) fir alle y € R.
(d) f(3,y) = (y,—2) fur alle y € R.
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4. [Typ 1 aus 4] Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, B eine Basis von V, &5 : K" —
V' der kanonische Basisisomorphismus und f : V' — V eine lineare Abbildung. Dann ist
die Matrix von f beziiglich B definiert durch

(a) [fls =Ppo fody
(b) [fls =Pz o foPs
(c) [fls = P50 ®5'(f)
(d) [fls = ®5' o ®5(f)

5. [Typ 2 aus 4| Eine quadratische Matrix A mit det(A) # 0 kann so invertiert werden:
(a) Man notiert die elementaren Zeilenoperationen, die A in E verwandeln, und wendet
diese in umgekehrter Reihenfolge auf £ an. Damit erhilt man automatisch A1,

(b) Man I6st das Gleichungssystem Az = c fiir einen unbestimmten Vektor ¢ und
erhilt damit automatisch die Wirkung der Inversen in der Form c+— o = A~ 'c.

(c) Man notiert die elementaren Zeilenoperationen, die A in £ verwandeln, und wendet
diese in der gleichen Reihenfolge auf £ an. Damit erhilt man automatisch A~

(d) Sind aj; die Koeffizienten von A, so sind ajgl die Koeffizienten von A~L.

6. [Typ 2 aus 4] Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, V* sein Dualraum und V**
sein Bidualraum. Dann gilt:

a) V** kann auf natiirliche Weise mit V identifiziert werden.

(
(b) V*ist zu V isomorph.
(

(

c) V** kann auf natiirliche Weise mit VV* identifiziert werden.

)
)
)
d) V* kann auf natiirliche Weise mit V' identifiziert werden.

7. [Typ 2 aus 4] Die Determinante als Funktion det : M (n x n,K) — K besitzt folgende
Eigenschaften:

(a
(b
(c
(d

) det ist linear in jeder Spalte.

) det ist invariant unter der Vertauschung zweier Spalten.
) det ist linear: det(AA) = Adet(A).

) Ist rg(A) < n, so ist det(A) = 0.

8. [Typ 1 aus 4] Die Determinante einer 3 x 3-Matrix kann mit Hilfe des Epsilon-Symbols
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so berechnet werden (angeschrieben unter Benutzung der Einsteinschen Summenkon-
vention):
) (A) = gjr arj ary, ay.
) (A) = ejm ajn arj ag-
c) det(A) = ek ay; agi ag.
) det(A)

= &kl Qg5 Okl Q-

9. [Typ 2 aus 4] Welche der Aussagen iiber Gleichungssysteme vom Typ Az = b mit
A e M(nxn,R)und be M(n x 1,R) sind wahr?

(a) Es gibt unendlich viele Lésungen < det(A) = 0.

(b) Es gibt eine einzige Losung < det(A) # 0.

(c) Gilt det(A) =0 und b € Bild(A), so gibt es unendlich viele Lésungen.

(d)

Kennt man den Rang von A, so weiB man, ob es keine, eine oder unendlich viele
Losungen gibt.

10. [Typ 2 aus 4] Die Abbildung R? x B2 — R, ((z1,2), (41,92) ) — 31 + 59

(a) ist kein Skalarprodukt auf R2.
(b) ist nicht bilinear.

(c) ist bilinear.

(d) ist ein Skalarprodukt auf R?.

11. [Typ 2 aus 4] Ist V ein euklidischer Vektorraum und (41, ..., 1,) eine Orthonomalbasis
von V. Dann gilt

(@) z= Z(w,x} Y, firallex € V.

Jj=1

(b) = = zn:wj,x) Y, fir alle x € V.

g=1

(c) z = Z(%,x) x fir alle z € V.

Jj=1

(d) D (W, i)y = .

J=1
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12. [Typ 1 aus 4] Ist V ein euklidischer Vektorraum, B = (¢4, ..., ¢,) eine Orthonomalbasis
von V und x € V. Dann ist der j-te Entwicklungskoeffizient von x beziiglich B gegeben
durch

13. [Typ 2 aus 4] Sei V ein Vektorraum, f : V' — V eine lineare Abbildung und A ein
Eigenwert von f. Der Eigenraum von f zum Eigenwert X\ ist

a) Bild (f — A1dy).

b) {ue V| f(u) = Au}.

c) {ue V| f(u)=Auund u # 0}.

d) Kern (f — A1dy).

~ o~~~

14. [Typ 1 aus 4] Sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und f : V' — V eine
selbstadjungierte lineare Abbildung. Eine Hauptachsentransformation von f ist

(a) die Angabe einer Orthonormalbasis B von V' mit der Eigenschaft, dass [f]s eine
orthogonale Matrix ist.
(b) eine n x n-Diagonalmatrix D mit der Eigenschaft, dass f o D diagonalisierbar ist.

(c) eine orthogonale lineare Abbildung H : R™ — V mit der Eigenschaft, dass H~1 o
f o H eine Diagonalmatrix ist.

(d) eine lineare Abbildung S : R® — V mit der Eigenschaft, dass S o f o S eine
Diagonalmatrix ist.

15. [Typ 1 aus 4] Von den folgenden Aussagen iiber lineare Abbildungen in einem unitéren
Vektorraum ist eine falsch. Welche?

a) Jede hermitische Abbildung ist normal.
b

c
d

Jede normale Abbildung ist diagonalisierbar.

(a)
(b)
(c) Jede hermitische Abbildung ist eine Orthogonalprojektion.
(d)

Jede Orthogonalprojektion ist normal.

[Gruppe XXX]



16. [Typ 2 aus 4] Sei V' ein endlichdimensionaler unitédrer Vektorraum und f = Z A Py, die
k=1
Spektraldarstellung eines normalen linearen Operators f : V' — V. Dann gilt:

(a) Kern(P;) L Kern(P;), sofern j # k.

(b) Bild(P;) C Kern(Fy), sofern j # k.

(c) Kern(P;) C Bild(F), sofern j # k.

(d) Bild(P;) L Bild(Fy), sofern j # k.

17. [Typ 2 aus 4] Welche der folgenden Aussagen iiber komplexe quadratische Matrizen sind

wahr?

(a) Jede hermitische Matrix besitzt nur reelle Eigenwerte.

(b) Jede normale Matrix besitzt nur reelle Eigenwerte.

(c) Jede antihermitische Matrix besitzt nur reelle Eigenwerte.

(d) Jede unitdre Matrix besitzt als Eigenwerte nur komplexe Zahlen vom Betrag 1.
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