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1 Ein erster Blick auf Banach- und Hilberträume

1.2 Der Banachraum stetiger Funktionen

Beispiel: Integralgleichung: Gesucht u : [a, b]→ IR, sodass

u(x) = f(x) + ε

∫ b

a

K(x, y)u(y)dy , ∀x ∈ [a, b] , (1)

mit f und K gegeben und stetig. |ε| � 1. Gibt es eine (stetige) Lösung? Gilt für diese

u(x) ≈ f(x), und was bedeutet das eigentlich?

Abstand zwischen Funktionen: Seien u, v ∈ C([a, b]) und

d∞(u, v) := sup
x∈[a,b]

|u(x)− v(x)| .

Definition 1 Sei M eine Menge und d : M ×M → [0,∞). Es gelte für alle u, v, w ∈M

• Symmetrie: d(u, v) = d(v, u)

• Definitheit: d(u, v) = 0 ⇔ u = v

• Dreiecksungleichung: d(u,w) ≤ d(u, v) + d(v, w)

Dann nennt man d eine Metrik und das Paar (M,d) einen metrischen Raum.

Bemerkung: In metrischen Räumen sind Cauchyfolgen und Konvergenz von Folgen definiert. Kon-
vergenz bezüglich d∞ heißt gleichmäßige Konvergenz.

Lemma 1 (C([a, b]), d∞) ist ein metrischer Raum.

Beispiel: Gleichung (1) ist linear mit Inhomogenität f , d.h. wenn

uj(x) = fj(x) + ε

∫ b

a

K(x, y)uj(y)dy , ∀x ∈ [a, b] , j = 1, 2 ,

dann ist u = λu1 + µu2 eine Lösung von (1) mit f = λf1 + µf2 für λ, µ ∈ IR.

C([a, b]) ist auch ein Vektorraum (über IR).
Verträglichkeit der beiden Strukturen: Sei M ein VR über IR und (M,d) ein metrischer

Raum. Weiters gelte für u, v, w ∈M , λ ∈ IR

• Translationsinvarianz: d(u, v) = d(u+ w, v + w)

• Homogenität: d(λu, λv) = |λ|d(u, v)

Definiert man in diesem Fall
‖u‖ := d(u, 0) ,

dann wird (M, ‖ · ‖) ein normierter Raum, d.h.
M ist ein Vektorraum über IR, und ‖ · ‖ : M → [0,∞) erfüllt für alle u, v ∈M , λ ∈ IR,

• Definitheit: ‖u‖ = 0 ⇔ u = 0
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• Homogenität: ‖λu‖ = |λ|‖u‖

• Dreiecksungleichung: ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖

Bemerkung: Umgekehrt ist jeder normierte Raum ein metrischer Raum mit d(u, v) := ‖u− v‖.

Lemma 2 (C([a, b]), ‖ · ‖∞) mit
‖u‖∞ := sup

x∈[a,b]
|u(x)|

ist ein normierter Raum.

Bemerkung: ‖ · ‖∞ wird Supremumnorm genannt. Man könnte allerdings für stetige Funktionen
sup durch max ersetzen.

Beispiel: Zurück zu (1): Die rechte Seite

(Fu)(x) := f(x) + ε

∫ b

a

K(x, y)u(y)dy (2)

definiert F : C([a, b])→ C([a, b]). Gesucht: Fixpunkt von F .
Iteration: u0 := f , un+1 = Fun, n ≥ 0, produziert für

|ε| sup
x∈[a,b]

∫
|K(x, y)|dy < 1

eine Cauchyfolge {un} in (C([a, b]), ‖ · ‖∞).

Lemma 3 Der normierte Raum (C([a, b]), ‖ · ‖∞) ist ein Banachraum, d.h. er ist vollständig, d.h.
jede Cauchyfolge konvergiert.

Beispiel: Da F stetig ist, ist der Grenzwert u der oben konstruierten Cauchyfolge {un} ein
Fixpunkt von F und daher eine Lösung von (1). Diese ist eindeutig, und es gilt

‖u− f‖∞ = O(ε) für ε→ 0 .

Definition 2 Eine Teilmenge BH eines Vektorraumes heißt Hamel-Basis, wenn jede endliche Teil-
menge von BH linear unabhängig ist und wenn jedes Element des Vektorraumes als (endliche)
Linearkombination von Elementen von BH dargestellt werden kann.

Das Problem mit Hamel-Basen ist, dass sie für praktische Zwecke viel zu groß (im allgemeinen
überabzählbar) sind (siehe Kapitel 4).

Definition 3 Eine höchstens abzählbare Teilmenge BS = {ui : i ∈ I} eines normierten Vektor-
raumes X heißt Schauder-Basis, wenn es für jedes x ∈ X eindeutige Koeffizienten xi ∈ IR, i ∈ I,
gibt, sodass

x =
∑
i∈I

xiui ,

wobei im Fall der Unendlichkeit der Indexmenge I die Reihe auf der rechten Seite als Grenzwert
interpretiert wird.

3



Während die lineare Hülle einer Hamel-Basis der ganze Raum ist, genügt es bei einer Schauder-
Basis, dass die lineare Hülle dicht ist.

Definition 4 Ein metrischer Raum, der eine abzählbare dichte Teilmenge enthält, heißt separabel.

Lemma 4 Ein normierter Raum, der eine Schauder-Basis besitzt, ist separabel.

Beweis: Rationale Approximation der Koeffizienten.

Lemma 5 (C([a, b]), ‖ · ‖∞) besitzt eine Schauder-Basis.

Beweis: Äquidistante Zerlegung des Intervalles in 2n Teilintervalle und stückweise lineare Inter-
polation [Teschl, Problem 1.15].

Satz 1 (Weierstraß) Die Menge der Polynome ist dicht in (C([a, b]), ‖ · ‖∞).

Beweis: Siehe [Teschl, Lemma 1.2, Theorem 1.3].

Bemerkungen: 1) Es genügt die Menge der Polynome mit rationalen Koeffizienten, woraus die
Separabilität von (C([a, b]), ‖ · ‖∞) folgt.
2) Das Resultat zeigt, dass C∞([a, b]) dicht in (C([a, b]), ‖ · ‖∞) ist, d.h. dass stetige Funktionen
gleichmäßig durch glatte Funktionen approximiert werden können.
3) Die Menge der Polynome mit rationalen Koeffizienten ist keine Schauder-Basis, weil gleichmäßig
konvergente Potenzreihen nur analytische Funktionen darstellen können.

1.3 Die Geometrie von Hilberträumen

Beispiel: Das Lösen eines linearen Gleichungssystems im IRn der Form Au = f ist für sym-
metrische Matrizen A wesentlich leichter als im allgemeinen unsymmetrischen Fall.
Mit (2) und der Definition Au := u−Fu kann auch (1) in der Form Au = f geschrieben werden.
Wie können wir das Konzept von Symmetrie auf die Abbildung A übertragen?
Symmetrie einer (n× n)-Matrix A kann mit Hilfe des Skalarproduktes charakterisiert werden:

〈Au, v〉 = 〈u,Av〉 , ∀u, v ∈ IRn

Sieht man einen Vektor im IRn als eine Abbildung von {1, . . . , n} nach IR, dann kann man das
Skalarprodukt als punktweise Multiplikation mit anschließender Summation beschreiben.
Ersetzt man für reelle Funktionen die Summation durch das Integral, dann ergibt sich für
u, v ∈ C([a, b]) das Skalarprodukt

〈u, v〉 :=

∫ b

a

u(x)v(x)dx . (3)

Die Abbildung A = Id− F ist damit symmetrisch, wenn K(x, y) = K(y, x), x, y ∈ [a, b].

Definition 5 Sei V ein Vektorraum und 〈·, ·〉 : V ×V → IR eine symmetrische bilineare Abbildung,
mit

〈u, u〉 ≥ 0 , und 〈u, u〉 = 0 ⇔ u = 0 .

Dann heißt 〈·, ·〉 ein Skalarprodukt auf V .
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Lemma 6 Sei 〈·, ·〉 ein Skalarprodukt auf V . Dann wird durch

‖u‖ :=
√
〈u, u〉

eine Norm (die vom Skalarprodukt induzierte Norm) auf V definiert.

Definition 6 Ein Vektorraum mit Skalarprodukt, der bezüglich der vom Skalarprodukt induzierten
Norm vollständig ist, heißt Hilbertraum.

Lemma 7 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Sei 〈·, ·〉 ein Skalarprodukt auf V . Dann gilt

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖ .

Beweis: 0 ≤ 〈u− λv, u− λv〉 mit λ = 〈u,v〉
〈v,v〉 .

Beweis: (von Lemma 6) Alles leicht außer Dreiecksungleichung:

‖u+ v‖2 = 〈u+ v, u+ v〉 = ‖u‖2 + 2〈u, v〉+ ‖v‖2 ≤ ‖u‖2 + 2‖u‖ ‖v‖+ ‖v‖2 = (‖u‖+ ‖v‖)2 .

Definition 7 Der Winkel 6 (u, v) ∈ [0, π] zwischen Nichtnullvektoren u und v wird definiert durch

cos 6 (u, v) =
〈u, v〉
‖u‖ ‖v‖

.

Insbesondere nennt man u und v orthogonal und schreibt u⊥v, wenn 〈u, v〉 = 0.

Bemerkung: Die Wohldefiniertheit des Winkels ist eine Konsequenz aus der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung.

Lemma 8 (Pythagoras) Sei u⊥v. Dann gilt ‖u‖2 + ‖v‖2 = ‖u+ v‖2.

Beweis: Ausrechnen.

Bestapproximation Pvu von u entlang der von v aufgespannten Geraden: Pvu = λv, wobei

min
λ∈IR
‖u− λv‖2

wird angenommen für λ = 〈u,v〉
‖v‖2 ., d.h. Pvu = 〈u,v〉

‖v‖2 v. Für den Approximationsfehler gilt

u⊥ := u− Pvu⊥ v ,

d.h. Pv ist die orthogonale Projektion auf die von v aufgespannte Gerade.

Pythagoras impliziert ‖u‖2 = ‖Pvu‖2 + ‖u⊥‖2.

Satz 2 1) Für jede von einem Skalarprodukt induzierte Norm gilt das Parallelogrammgesetz

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2‖u‖2 + 2‖v‖2 .

2) Für jede Norm, die das Parallelogrammgesetz erfüllt, wird durch

〈u, v〉 :=
1

4

(
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2

)
ein Skalarprodukt definiert.

Beweis: 1) Ausrechnen.
2) Nicht Stoff der Vorlesung (siehe [Teschl, Theorem 1.6]).
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1.4 Vollständigkeit

Beispiel: Durch (3) wird die Norm

‖u‖2 :=

√∫ b

a

u(x)2dx

auf C([a, b]) induziert. Man zeigt leicht

‖u‖2 ≤
√
b− a ‖u‖∞ ∀u ∈ C([a, b]) . (4)

Definition 8 1. Seien ‖ · ‖ und ‖ · ‖∗ Normen auf dem Vektorraum V , und es existiere c > 0,
sodass

‖u‖ ≤ c‖u‖∗ ∀u ∈ V .

Dann heißt ‖ · ‖∗ stärker als ‖ · ‖.

2. Ist ‖ · ‖∗ stärker als ‖ · ‖ und ‖ · ‖ stärker als ‖ · ‖∗. Dann heißen ‖ · ‖ und ‖ · ‖∗ äquivalent.

Lemma 9 Sei ‖·‖∗ stärker als ‖·‖. Dann folgt Konvergenz bezüglich ‖·‖ aus Konvergenz bezüglich
‖ · ‖∗.

Beweis: Leicht.

Satz 3 Auf einem endlichdimensionalen Vektorraum sind alle Normen äquivalent.

Beweis: Sei V ein Vektorraum mit Dimension d <∞ und {b1, . . . , bd} eine Basis. Da Äquivalenz
von Normen eine Äquivalenzrelation ist, genügt es zu zeigen, dass alle Normen äquivalent zur Norm

‖u‖1 :=
d∑
j=1

|αj | für u =
d∑
j=1

ajbj

sind. Sei also ‖ · ‖ eine beliebige andere Norm auf V . Wir zeigen zunächst, dass ‖ · ‖ : V → IR
stetig bezüglich ‖ · ‖1 ist:

∣∣‖u‖ − ‖u′‖∣∣ ≤ ‖u− u′‖ ≤ d∑
j=1

|αj − α′j |‖bj‖ ≤ max
1≤j≤d

‖bj‖ ‖u− u′‖1 ,

wobei die erste Ungleichung eine Konsequenz aus der Dreiecksungleichung ist. Die Oberfläche der
Einheitskugel

S := {u ∈ V : ‖u‖1 = 1}

bezüglich ‖ · ‖1 ist eine abgeschlossene beschränkte Menge, und die stetige Funktion ‖ · ‖ nimmt
daher auf S ihr Minimum c1 und ihr Maximum c2 an. Da S den Ursprung nicht enthält, gilt

0 < c1 ≤ ‖v‖ ≤ c2 ∀ v ∈ S .

Der Beweis wird abgeschlossen, indem wir für ein beliebiges u ∈ V , u 6= 0, v = u/‖u‖1 wählen.

Bemerkung: Sei X ein d-dimensionaler Vektorraum mit Basis {b1, . . . , bd}. Eine Folge
un = α1,nb1 + · · · + αd,nbd konvergiert unabhängig von der Norm auf X genau dann, wenn die
Folgen (αk,n)∞n=1 für alle k = 1, . . . , d in IR konvergieren.
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Beispiel: 1) Die Folge un(x) = (1−|nx−1|)+ ∈ C([0, 1]) konvergiert punktweise und bezüglich
‖ · ‖2 gegen u∞(x) = 0 ∈ C([0, 1]), aber nicht bezüglich ‖ · ‖∞. Es ist daher wegen (4) ‖ · ‖∞
stärker als ‖ · ‖2, aber nicht umgekehrt.
2) Die Folge (un)∞n=1 ⊂ C([−1, 1]), definiert durch

un(x) =

 −1 −1 ≤ x < −1/n
nx −1/n ≤ x ≤ 1/n
1 1/n < x ≤ 1

(5)

ist eine Cauchyfolge bezüglich ‖ · ‖2, konvergiert aber nicht gegen eine stetige Funktion sondern,

zumindest punktweise, gegen die unstetige Funktion u∞(x) = sign(x). Der normierte Raum

(C([a, b]), ‖ · ‖2) ist daher kein Banachraum.

Jeder normierte Raum kann durch Vervollständigung auf eindeutige Art zu einem Banachraum
erweitert werden. Diese Prozedur, mit deren Hilfe auch die irrationalen Zahlen eingeführt wer-
den können, wird im Folgenden dargestellt. Sie besteht vereinfacht gesagt darin, dem Raum die
fehlenden Grenzwerte von Cauchyfolgen hinzuzufügen.

Satz 4 1) Sei (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum. Dann wird durch

(un)∞n=1 ∼ (vn)∞n=1 :⇐⇒ lim
n→∞

(un − vn) = 0

eine Äquivalenzrelation auf der Menge der Cauchyfolgen in X definiert. Mit [(un)∞n=1] wird die
Äquivalenzklasse von (un)∞n=1 bezeichnet.
2) Sind (un)∞n=1, (vn)∞n=1 Cauchyfolgen in X und λ ∈ IR, dann sind auch (un+vn)∞n=1 und (λun)∞n=1

Cauchyfolgen in X, und (‖un‖)∞n=1 ist eine Cauchyfolge (und daher konvergent) in IR.
3) Definiert man auf der Menge X der Äquivalenzklassen die Vektorraumoperationen und die Norm
durch

[(un)∞n=1] + [(vn)∞n=1] := [(un + vn)∞n=1] , λ[(un)∞n=1] := [(λun)∞n=1] , ‖[(un)∞n=1]‖ := lim
n→∞

‖un‖ ,

dann ist (X, ‖ · ‖) ein Banachraum, der X als dichten Teilraum enthält, wenn man die in X
konvergenten Cauchyfolgen mit ihren Grenzwerten identifiziert.

Beweis: Siehe [Teschl, Lemma 1.9, Theorem 1.10]

Korollar 1 Die Vervollständigung eines Vektorraums mit Skalarprodukt bezüglich der induzierten
Norm ist ein Hilbertraum, wobei das Skalarprodukt auf der Vervollständigung durch

〈[(un)∞n=1], [(vn)∞n=1]〉 := lim
n→∞

〈un, vn〉

definiert ist.

Beispiel: Der durch Vervollständigung von (C([a, b]), ‖ · ‖2) entstehende Hilbertraum wird

(L2((a, b)), ‖ · ‖2) genannt. Auch seine unstetigen Elemente können in gewissem Sinne als Funk-

tionen interpretiert werden. Als ’Namen’ für eine Äquivalenzklasse kann oft der punktweise

Limes einer Cauchyfolge verwendet werden. So kann man z.B. die Äquivalenzklasse der durch

(5) definierten Cauchyfolge mit der Signum-Funktion identifizieren. Leider ist diese Darstellung
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nicht eindeutig. Man zeigt leicht, dass mit geeignet gewählten anderen Repräsentanten der

Äquivalenzklasse die Werte der punktweisen Limiten an einzelnen Punkten beliebig verändert

werden können. Das sollte nicht überraschen, weil die durch ein Integral definierte Norm nicht

zwischen Funktionen unterscheiden kann, die sich nur an endlich vielen Stellen voneinander un-

terscheiden. Interpretiert man das Integral im Lebesgue-Sinn, dann kann man L2((a, b)) auch

als die Menge aller quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen einführen, wobei Funktio-

nen als identisch angesehen werden, wenn sie sich nur auf einer Lebesgue-Nullmenge voneinan-

der unterscheiden. Dazu gehören auch die quadratisch (eigentlich oder uneigentlich) Riemann-

integrierbaren Funktionen.

Beispiel: Für beliebiges p ≥ 1 wird durch

‖u‖p :=

(∫ b

a

|u(x)|pdx

)1/p

eine Norm auf C([a, b]) definiert. Die Dreiecksungleichung zeigt man, indem man die Minkowski-

Ungleichung (13) zunächst für Riemann-Summen verwendet. Der durch Vervollständigung von

C([a, b]) bezüglich dieser Norm entstehende Banachraum wird mit (Lp((a, b)), ‖ · ‖p) bezeichnet.

1.5 Kompaktheit

Beispiel: Als Motivation betrachten wir nun eine nichtlineare Integralgleichung:

u(x) = f(x) +

∫ b

a

K(x, y) sinu(y)dy , (6)

wobei wir wieder annehmen, dass f : [a, b] → IR und K : [a, b]2 → IR stetig sind. Wieder
betrachten wir die Fixpunktiteration

u1 = f , un+1(x) = f(x) +

∫ b

a

K(x, y) sinun(y)dy , (7)

in C([a, b]). Man sieht leicht, dass

‖un‖∞ ≤ ‖f‖∞ + max
x∈[a,b]

∫ b

a

|K(x, y)|dy ∀n ∈ IIN ,

gilt, d.h. die Folge (un)∞n=1 ist beschränkt in C([a, b]). Das genügt natürlich nicht für Kon-

vergenz. Allerdings könnten wir uns mit weniger begnügen, nämlich mit der Existenz einer

konvergenten Teilfolge.

Satz 5 (Bolzano-Weierstraß) In einem endlichdimensionalen Banachraum besitzt jede beschränkte
Folge eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Siehe [Teschl, Theorem B.22].

Beispiel: Dieses Resultat gilt nicht in unendlichdimensionalen Räumen. Für die Funktionen-
folge (5) gilt ‖un‖∞ = 1, n ∈ IIN, aber sie enthält keine in C([a, b]) konvergente Teilfolge,
weil sie punktweise gegen die unstetige Funktion sign(x) konvergiert. Man beachte, dass der
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Stetigkeitsmodul δn(ε) = ε/n von un für n→∞ degeneriert.
Wir untersuchen, ob es zu einem solchen Problem auch in der Folge (7) kommen kann:

|un+1(x1)− un+1(x2)| ≤ |f(x1)− f(x2)|+
∫ b

a

|K(x1, y)−K(x2, y)|dy , n ≥ 1 .

Mit den Stetigkeitsmoduln δf bzw. δK von f bzw. K sieht man leicht, dass

δ(ε) := min

{
δf

(ε
2

)
, δK

(
ε

2(b− a)

)}
ein gemeinsamer Stetigkeitsmodul für alle un ist.

Definition 9 Eine Teilmenge von C([a, b]) heißt gleichgradig stetig, wenn es einen gemeinsamen
Stetigkeitsmodul für alle ihre Elemente gibt.

Satz 6 (Arzelá-Ascoli) Für F ⊂ C([a, b]) sind folgende Aussagen äquivalent:

1. Jede Folge in F besitzt eine in C([a, b]) konvergente Teilfolge.

2. Es gibt ein x0 ∈ [a, b], sodass {u(x0) : u ∈ F} beschränkt ist, und F ist gleichgradig stetig.

Beweis: Es gelte 2, δ(ε) sei der gemeinsame Stetigkeitsmodul der Elemente von F und es sei ε > 0.
Dann gibt es Intervalle I1, . . . , IJ , deren Länge jeweils höchstens δ(ε) ist, sodass

[a, b] =
J⋃
j=1

Ij .

Als Konsequenz gilt für u ∈ F :
‖u‖∞ ≤ sup

v∈F
|v(x0)|+ Jε ,

d.h. F ist beschränkt in C([a, b]).
Sei nun (un) eine Folge in F und (xk) eine Nummerierung der rationalen Zahlen in [a, b]. Da die
Folge (un(x1)) beschränkt ist, gibt es eine Teilfolge (u1,n) von (un), sodass (u1,n(x1)) konvergiert.
Induktiv konstruiert man für jedes k ∈ IIN eine Teilfolge (uk,n) von (un), sodass (uk,n(x1)), . . . , (uk,n(xk))
konvergieren. Die Diagonalfolge vn := un,n konvergiert daher an allen rationalen Punkten in [a, b].
Wir werden zeigen, dass (vn) ⊂ (un) eine Cauchyfolge und daher konvergent in C([a, b]) ist.
Für ε > 0 wählen wir die Intervalle I1, . . . , IJ wie oben und rationale Zahlen xj ∈ Ij , j = 1, . . . , J .
Dann gilt

|vm(xj)− vn(xj)| ≤ ε für m,n ≥ Nj(ε) , j = 1, . . . , J .

Sei nun x ∈ [a, b] beliebig und daher x ∈ Ij für ein j ∈ {1, . . . , J}. Dann gilt

|vm(x)− vn(x)| ≤ |vm(x)− vm(xj)|+ |vm(xj)− vn(xj)|+ |vn(xj)− vn(x)| ≤ 3ε

für m,n ≥ N(ε) := max{N1(ε), . . . , NJ(ε)}.
1. ⇒ 2.: später
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Beispiel: Als Konsequenz des Satzes von Arzelá-Ascoli enthält (7) eine konvergente Teilfolge.

Leider reicht das nicht für die Existenz einer Lösung von (6). Auch wenn (unk
) eine konvergente

Teilfolge ist, muss das nicht für (unk+1) gelten. Und wenn doch, kann die zweite Teilfolge gegen

einen anderen Grenzwert konvergieren.

Die Existenz einer Lösung folgt aus dem Schauderschen Fixpunktsatz [Teschl, Theorem 18.7],

der allerdings nicht zum Stoff dieser Vorlesung gehört.

Im Folgenden verwenden wir in metrischen Räumen die Begriffe offene Kugeln (Notation: Kr(u)
für die offene Kugel mit Radius r und Mittelpunkt u), offene bzw. abgeschlossene Mengen, sowie

Rand bzw. Abschluss einer Menge (Notation z.B. ∂Kr(u) bzw. Kr(u) für die Oberfläche von
Kugeln bzw. abgeschlossene Kugeln).

Definition 10 Sei A Teilmenge eines metrischen Raumes. Eine Familie {Oi : i ∈ I} von offenen
Mengen nennt man eine offene Überdeckung von A, wenn

A ⊂
⋃
i∈I

Oi .

Definition 11 Eine Teilmenge K eines metrischen Raumes heißt kompakt, wenn jede offene Über-
deckung von K eine endliche Teilüberdeckung besitzt. Sie heißt relativ kompakt, wenn ihr Abschluss
kompakt ist. Sie heißt folgenkompakt, wenn jede Folge in K eine in K konvergente Teilfolge besitzt.

Sie heißt total beschränkt, wenn sie für jedes ε > 0 eine endliche Überdeckung mit offenen Kugeln
vom Radius ε besitzt.

Lemma 10 Kompakte Mengen sind total beschränkt und abgeschlossen. Teilmengen kompakter
Mengen sind relativ kompakt.

Beweis: Sei K kompakt und ε > 0. Dann ist {Kε(u) : u ∈ K} eine offene Überdeckung, die eine
endliche Teilüberdeckung besitzt. Daraus folgt die totale Beschränktheit.
Sei nun v im Komplement von K. Dann gibt es für jedes u ∈ K ein εu > 0, sodass

Kεu(u) ∩Kεu(v) = {} .

Offensichtlich bilden dieKεu(u) eine offene Überdeckung vonK, und es gibt eine endliche Teilüberdeckung
{Kε1(u1), . . . ,KεJ (uJ)}. Da für ε := min1≤j≤J εj gilt, dass Kε(v) ∩K = {}, ist das Komplement
von K offen.
Sei K ′ ⊂ K und {O′i : i ∈ I ′} eine offene Überdeckung von K ′. Für jedes u ∈ K \ K ′ können
wir wegen der Offenheit dieser Menge eine Kugel Kεu(u) finden, sodass Kεu(u) ∩K ′ = {}. Offen-
sichtlich ist {O′i : i ∈ I ′} ∪ {Kεu(u) : u ∈ K \K ′} eine offene Überdeckung von K, und die wegen
der Kompaktheit von K existierende endliche Teilüberdeckung induziert eine endliche Überdeckung
von K ′ durch Elemente von {O′i : i ∈ I ′}.

Satz 7 In metrischen Räumen sind die Eigenschaften kompakt und folgenkompakt äquivalent.

Beweis: 1) Sei K kompakt und (un) ⊂ K eine Folge ohne konvergente Teilfolge. Aus dieser
Eigenschaft folgt, dass {un : n ∈ IIN} abgeschlossen und daher wegen Lemma 10 kompakt ist.
Außerdem gibt es für jedes n ∈ IIN ein εn > 0, sodass Kεn(un) kein anderes Folgenglied enthält.
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Die Überdeckung von {un : n ∈ IIN} durch die Menge dieser Kugeln kann daher keine endliche
Teilüberdeckung besitzen.
2) Sei nun K nicht kompakt und {Oi : i ∈ I} eine offene Überdeckung von K, die keine endliche
Teilüberdeckung besitzt. Für jedes u ∈ K wählen wir nun unter den Oi 3 u eine aus, die eine
möglichst große Kugel mit Mittelpunkt u enthält. Genauer gesagt wählen wir i(u) ∈ I so, dass für
die größte Kugel Kr(u)(u) ⊂ Oi(u) entweder r(u) ≥ 1 oder

K2r(u)(u) 6⊂ Oi ∀ i ∈ I . (8)

Nun konstrurieren wir eine Folge beginnend mit einem beliebigen u1 ∈ K, und dann rekursiv so,
dass

un+1 ∈ K \
n⋃

m=1

Oi(um) , (9)

was möglich ist, weil es keine endliche Teilüberdeckung gibt. Nehmen wir nun an, die Folge hätte
eine gegen u∞ ∈ K konvergente Teilfolge, die wir der Einfachheit halber wieder mit (un) bezeichnen.
Diese erfüllt ebenso (9). Wählen wir nun % ∈ (0, 1) so, dass K%(u∞) ⊂ Oi(u∞). Dann gibt es N ∈ IIN,
sodass uN , uN+1 ∈ K%/5(u∞). Daraus folgt d := d(uN , uN+1) ≤ 2%/5 und damit

K2d(uN ) ⊂ K%(u∞) ⊂ Oi(u∞) .

Da aber andererseits r(uN ) ≤ d < 1 gilt, ist das ein Widerspruch zu (8). Daher ist K nicht
folgenkompakt.

Korollar 2 Eine Teilmenge K eines metrischen Raumes ist genau dann relativ kompakt, wenn
jede in K liegende Folge eine (nicht unbedingt in K) konvergente Teilfolge enthält.

Bemerkung:

1. Aus dem Satz von Bolzano-Weierstraß folgt nun der Satz von Heine-Borel, dass nämlich in
endlichdimensionalen Räumen Kompaktheit äquivalent ist zu Beschränktheit und Abgeschlossen-
heit.

2. Der Satz von Arzelá-Ascoli (dessen Beweis wir gleich vervollständigen werden) liefert ein
Kriterium für relative Kompaktheit in C([a, b]).

Beweis: (1. ⇒ 2. im Satz von Arzelá-Ascoli) Sei F ⊂ C([a, b]) relativ kompakt und ε > 0. Dann
gibt es eine endliche offene Überdeckung {Kε(uj) : j = 1, . . . , J} von F (Lemma 10). Sei nun δ(ε)
ein gemeinsamer Stetigkeitsmodul der Funktionen u1, . . . , uJ . Für u ∈ Kε(uj) und |x − y| ≤ δ(ε)
gilt dann

|u(x)− u(y)| ≤ |u(x)− uj(x)|+ |uj(x)− uj(y)|+ |uj(y)− u(y)| ≤ 3ε ,

was die gleichgradige Stetigkeit von F beweist. Beschränktheit folgt direkt aus der relativen Kom-
paktheit (Lemma 10).

Satz 8 In vollständigen metrischen Räumen sind die Eigenschaften relativ kompakt und total
beschränkt äquivalent.
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Beweis: Wegen Lemma 10 und Korollar 2 genügt es zu zeigen, dass aus totaler Beschränktheit
folgt, dass Folgen Häufungspunkte besitzen. Sei also K total beschränkt und (un) ⊂ K eine Folge.
Wählen wir eine endliche Überdeckung von K mit Kugeln vom Radius ε1 = 1, dann enthält eine
dieser Kugeln unendlich viele Folgenglieder, die eine Teilfolge (u1,n) bilden. Rekursiv definieren wir
für alle k ∈ IIN Folgen (uk,n), sodass (uk+1,n) in einer Kugel vom Radius εk = 2−k liegt und Teilfolge
von (uk,n) ist. Dann ist die Diagonalfolge (un,n) eine Cauchyfolge, die wegen der Vollständigkeit
des metrischen Raumes konvergiert.

Eine praktische Beweismethode für totale Beschränktheit ist das folgende Resultat:

Lemma 11 Sei K Teilmenge eines metrischen Raumes, und für jedes ε > 0 existiere ein δ(ε) > 0,
ein metrischer Raum (Mε, dε) und eine Abbildung Φε : K →Mε, sodass Φε(K) total beschränkt ist
und

dε(Φε(x),Φε(y)) < δ(ε) =⇒ d(x, y) < ε .

Dann ist K total beschränkt.

Beweis: Da Φε(K) total beschränkt ist, existiert eine endliche Überdeckung {V1, . . . , VN} mit
Kugeln vom Radius δ(ε). Daher ist {Φ−1

ε (V1), . . . ,Φ−1
ε (VN )} eine Überdeckung von K mit Mengen,

die jeweils in Kugeln mit Radius ε liegen.

Beweis: (Alternativer Beweis von 2. ⇒ 1. im Satz von Arzelá-Ascoli) Sei K ⊂ C([a, b]) beschränkt
und gleichgradig stetig, sowie ε > 0 und {Kδ(ε)(x1), . . . ,Kδ(ε)(xN )} eine Überdeckung von [a, b].
Wir definieren

Φε(u) := (u(x1), . . . , u(xN )) ∈ IRN .

Wegen der Beschränktheit von K ist Φε(K) beschränkt und daher total beschränkt. Weiters folgt
aus |Φε(u)− Φε(v)| < ε und x ∈ Kδ(ε)(xn), dass

|u(x)− v(x)| ≤ |u(x)− u(xn)|+ |u(xn)− v(xn)|+ |v(x)− v(xn)| ≤ 3ε ,

und daher ‖u− v‖∞ ≤ 3ε.

Im Folgenden benötigen wir die Jensen-Ungleichung (ohne Beweis):

Lemma 12 Sei u ∈ C([α, β]) und ϕ : IR→ IR konvex. Dann gilt

ϕ

(
1

β − α

∫ β

α
u(x)dx

)
≤ 1

β − α

∫ β

α
ϕ(u(x))dx .

Lemma 13 Sei u ∈ Lp((a, b)), p ≥ 1. Dann gilt

lim
y→0
‖u(·+ y)− u‖p = 0 ,

wobei u außerhalb von (a, b) durch Null fortgesetzt wird.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass nicht nur C([a, b]) dicht in Lp((a, b)) liegt, sondern auch die
Menge der stetigen Funktionen C0([a, b]), die an a und an b verschwinden. Deren Fortsetzung durch
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Null außerhalb von (a, b) ist gleichmäßig stetig. Sei nun (un)n∈IIN ⊂ C0([a, b]) eine Folge, die in
Lp((a, b)) gegen u konvergiert. Dann gilt

‖u(·+ y)− u‖p ≤ ‖u(·+ y)− un(·+ y)‖p + ‖un(·+ y)− un‖p + ‖un − u‖p
≤ ‖un(·+ y)− un‖p + 2‖un − u‖p .

Für ε > 0 wählen wir nun n groß geng, dass ‖un − u‖p < ε/4 wird und dann

|y| < δn

(
ε

2(b− a)1/p

)
,

wobei δn der Stetigkeitsmodul von un ist.

Dieses Resultat über Elemente von Lp((a, b)) entspricht in einem gewissen Sinn der gleichmäßigen
Stetigkeit von Funktionen in C([a, b]). Analog zum Satz von Arsela-Ascoli impliziert gleichmäßige
Gültigkeit der obigen Eigenschaft relative Kompaktheit von Funktionenmengen:

Satz 9 (Riesz-Kolmogorow) Sei K ⊂ Lp((a, b)), p ≥ 1, beschränkt. Für jedes ε > 0 existiere ein
δ(ε) > 0, sodass

‖u(·+ y)− u‖p < ε für u ∈ K , |y| < δ(ε) ,

wobei u außerhalb von (a, b) durch Null fortgesetzt wird. Dann ist K total beschränkt (d.h. relativ
kompakt).

Beweis: Sei ε > 0 und N(ε) ∈ IIN so, dass ∆x = b−a
N(ε) ≤ δ(ε). Weiters wählen wir xj := a+ j∆x,

j = 1, . . . , N(ε), und

(Pu)(x) :=
1

∆x

∫ xj

xj−1

u(y)dy für xj−1 ≤ x < xj .

Nun zeigen wir (beides mit Jensen mit ϕ(u) = |u|p)

‖Pu‖pp = ∆x
N∑
j=1

∣∣∣∣∣ 1

∆x

∫ xj

xj−1

u(x)dx

∣∣∣∣∣
p

≤ ‖u‖pp u ∈ Lp((a, b))

und

‖u− Pu‖pp =
N∑
j=1

∫ xj

xj−1

∣∣∣∣∣ 1

∆x

∫ xj

xj−1

(u(x)− u(y))dy

∣∣∣∣∣
p

dx ≤ 1

∆x

N∑
j=1

∫ xj

xj−1

∫ xj

xj−1

|u(x)− u(y)|pdx dy

≤ 1

∆x

∫ ∆x

−∆x

∫ b

a
|u(x)− u(x+ z)|pdx dz ≤ 2εp u ∈ K .

Daher gilt
‖Pu− Pv‖p < ε =⇒ ‖u− v‖p < (1 + 21+1/p)ε

Nun definieren wir Φ : K → IRN(ε) durch

Φ(u)j :=
1

∆x

∫ xj

xj−1

u(y)dy j = 1, . . . , N(ε) ,
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und
‖Φ(u)‖ε := ‖Pu‖p .

Dann ist Φ(K) beschränkt und daher total beschränkt. Außerdem gilt

‖Φ(u)− Φ(v)‖ε < ε =⇒ ‖u− v‖p < (1 + 21+1/p)ε ,

womit die Annahmen von Lemma 11 gezeigt sind.

Beispiel: Eine Menge von lipschitzstetigen Funktionen auf [a, b] mit gemeinsamer Lipschitzkon-

stante ist relativ kompakt in C([a, b]).

Beispiel: Die Folge (un), definiert durch Lösung von

u′n(x) = sin(nun(x)) , un(0) = 1 ,

ist relativ kompakt in C([0, 1]).

Beispiel: Den Sobolevraum W 1,p((a, b)), p ≥ 1, kann man definieren als Vervollständigung von
C1([a, b]) bezüglich der Norm

‖u‖1,p := ‖u‖p + ‖u′‖p .
Offensichtlich gilt W 1,p((a, b)) ⊂ Lp((a, b)). Sei K eine beschränkte Menge in W 1,p((a, b)).
Dann ist K auch beschränkt in Lp((a, b)), und es gilt für u ∈ K, y > 0,∫ b

a

|u(x+ y)− u(x)|pdx = yp
∫ b

a

∣∣∣∣1y
∫ x+y

x

u′(z)dz

∣∣∣∣p dx ≤ yp−1

∫ b

a

∫ x+y

x

|u′(z)|pdz dx

≤ yp−1

∫ b

a

∫ z

z−y
|u′(z)|pdx dz = yp‖u′‖pp ,

und analog für y < 0. Es folgt daher aus Satz 9, dass K relativ kompakt in Lp((a, b)) ist (ein

Spezialfall des Satzes von Rellich-Kondrachov). Die obige Abschätzung muss natürlich zunächst

für eine gegen u konvergente Folge in C1([a, b]) durchgeführt werden, wonach man zum Limes

übergehen kann.

Beispiel: Sei immer noch K eine beschränkte Teilmenge von W 1,p((a, b)), nun mit p > 1, und
u ∈ K ∩ C1([a, b]). Dann besitzt die Funktion

v(x) = u(x)− 1

b− a

∫ b

a

u(y)dy

mindestens eine Nullstelle x0, weil ihr Integral über [a, b] verschwindet. Daraus folgt die Darstel-
lung

u(x) =
1

b− a

∫ b

a

u(y)dy +

∫ x

x0

u′(y)dy .

Mit Hilfe der Hölder-Ungleichung erhält man

|u(x)| ≤ (b− a)−1/p‖u‖p + (b− a)1−1/p‖u′‖p ,

woraus die Beschränktheit von K bezüglich ‖ · ‖∞ folgt. Ähnlich zeigt man

|u(x)− u(y)| ≤
∫ y

x

|u′(z)|dz ≤ |x− y|1−1/p‖u′‖p .

Das beweist einerseitsW 1,p((a, b)) ⊂ C([a, b]) (ein Spezialfall des Sobolevschen Einbettungssatzes)

und andererseits, dass K relativ kompakt in C([a, b]) ist. Genauer genommen müsste man sagen,

dass für jedes Element von W 1,p((a, b)), das ja eine Äquivalenzklasse von Cauchyfolgen ist, alle

Repräsentanten der Cauchyfolge gleichmäßig gegen dieselbe stetige Funktion konvergieren.
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1.6 Beschränkte Operatoren

Definition 12 1) Seien (X, ‖ ·‖X), (Y, ‖ ·‖Y ) normierte Räume, D(A) ein linearer Unterraum von
X und A : D(A) ⊂ X → Y eine lineare Abbildung. Dann nennt man A einen linearen Operator.
Die Mengen

Ker(A) := {u ∈ D(A) : Au = 0} ⊂ X und Ran(A) := {Au : u ∈ D(A}

heißen Kern und Bild (engl.: range) von A.
2) Ein linearer Operator heißt beschränkt, wenn ‖A‖X→Y <∞ für die Operatornorm

‖A‖X→Y := sup
u∈D(A), ‖u‖X=1

‖Au‖Y

Lemma 14 Ein linearer Operator ist genau dann beschränkt, wenn er stetig ist.

Beweis: Aus Beschränktheit folgt Lipschitzstetigkeit bei Null,

‖Au‖Y ≤ ‖A‖X→Y ‖u‖X ,

und daher wegen der Linearität Lipschitzstetigkeit überall.
Sei andererseits A unbeschränkt. Daraus folgt die Existenz einer Folge (un) auf der Einheitskugel
von X (d.h. ‖un‖ = 1), sodass ‖Aun‖Y ≥ n, was für vn = un/n impliziert, dass ‖Avn‖Y ≥ 1,
obwohl vn → 0. Also ist A unstetig.

Lemma 15 Sei A ein dicht definierter (d.h. D(A) dicht in X), beschränkter linearer Operator
und Y ein Banachraum. Dann existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung von A auf X. Diese
hat dieselbe Operatornorm wie A.

Beweis: Aufgrund der Stetigkeit werden in D(A) verlaufende und in X konvergente Folgen auf
Cauchyfolgen in Y abgebildet, die wegen der Vollständigkeit konvergieren.

Definition 13 Die Menge der beschränkten linearen Operatoren von X nach Y wird mit L(X,Y )
bezeichnet. Im Fall X = Y schreiben wir L(X) := L(X,X). X∗ := L(X, IR) heißt Dualraum von
X. Die Elemente von X∗ heißen beschränkte lineare Funktionale.

Bemerkung: Allgemein werden Abbildungen von einem Vektorraum in den Skalarraum als Funk-
tionale bezeichnet.

Beispiel: Jedes x∗ ∈ (IRd)∗ kann in der Form

x∗(x) =

d∑
j=1

x∗jxj , (x∗1, . . . x
∗
d) ∈ IRd ,

geschrieben werden. Man kann also (IRd)∗ mit IRd identifizieren.
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Beispiel: Sei p > 1, 1
p + 1

q = 1 und a∗ ∈ `q fest gewählt. Dann wird durch

a∗(a) =

∞∑
j=1

a∗jaj (10)

ein Element von (`p)∗ definiert, und zwar wegen der hölderschen Ungleichung |a∗(a)| ≤ ‖a∗‖q‖a‖p.
Es kann daher `q mit einem Teilraum von (`p)∗ identifiziert werden. Wir werden später zeigen,

dass sogar alle Elemente von (`p)∗ in der Form (10) geschrieben werden können.

Beispiel: Sei H ein Hilbertraum und u∗ ∈ H fest gewählt. Dann wird durch

u∗(u) = 〈u∗, u〉 (11)

ein Element von H∗ definiert, und zwar wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung |u∗(u)| ≤
‖u∗‖‖u‖. Es kann daher H mit einem Teilraum von H∗ identifiziert werden. Analog zum vorigen

Beispiel werden wir später zeigen, dass sogar alle Elemente von H∗ in der Form (11) geschrieben

werden können.

Lemma 16 L(X,Y ) bildet zusammen mit der Operatornorm einen normierten Raum, der ein
Banachraum ist, wenn Y einer ist.

Beweis: Sowohl die Vektorraumeigenschaften als auch die Normeigenschaften sind leicht zu zeigen.
Ist (An) eine Cauchyfolge in L(X,Y ), dann ist (Anu) wegen

‖Anu−Amu‖Y ≤ ‖An −Am‖X→Y ‖u‖X

für alle u ∈ X eine Cauchyfolge in Y . Ist Y ein Banachraum, dann ist durch Au := limn→∞Anu
ein beschränkter linearer Operator definiert, von dem man leicht sieht, dass er der Grenzwert von
(An) ist.

1.7 Allgemeinere Funktionenräume

Definition 14 1) Eine Teilmenge Ω eines metrischen Raumes heißt zusammenhängend, wenn
jedes beliebige Paar von Punkten in Ω durch eine Kurve verbunden werden kann, d.h.

∀x, y ∈ Ω ∃ϕ : [0, 1]→ Ω stetig: ϕ(0) = x , ϕ(1) = y .

2) Eine offene, zusammenhängende Teilmenge eines metrischen Raumes nennt man ein Gebiet.

Beispiel: 1. Die Gebiete in IR sind die offenen Intervalle.

2. Offene Kugeln und, allgemeiner, offene konvexe Mengen sind Gebiete. In diesem Fall können

die Verbindungskurven als Strecken gewählt werden.

Definition 15 Sei Ω ⊂ IRm ein Gebiet. Dann bezeichnet man mit Ckb (Ω), k ≥ 0, die Menge der
Funktionen, für die alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k in Ω existieren, sowie stetig und
beschränkt sind. Mit Ck(Ω) bezeichnet man die Teilmenge der Funktionen in Ckb (Ω), die zusammen
mit ihren Ableitungen bis zur Ordnung k stetig auf Ω fortgesetzt werden können. Wir schreiben
auch Cb(Ω) = C0

b (Ω) bzw. C(Ω) = C0(Ω).
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Partielle Ableitungen schreiben wir mit Hilfe von Multiindices α = (α1, . . . , αm) ∈ IINm
0 . Die

Ordnung eines Multiindex ist definiert durch |α| = α1 + · · ·+ αm und die partielle Ableitung zum
Multiindex α durch

∂αu(x1, . . . , xm) :=
∂|α|u

∂xα1
1 · · · ∂x

αm
m

(x1, . . . , xm) .

Die Supremumnorm auf einem Gebiet Ω ⊂ IRm schreiben wir als

‖u‖∞ := sup
x∈Ω
|u(x)| .

Lemma 17 Sei Ω ⊂ IRm ein Gebiet. Dann ist Ckb (Ω) mit der Norm

‖u‖k,∞ :=
∑
|α|≤k

‖∂αu‖∞

ein Banachraum und Ck(Ω) ein abgeschlossener Teilraum.

Definition 16 Eine auf einem Gebiet Ω ⊂ IRm definierte reellwertige Funktion u heißt hölderstetig
mit Exponent γ ∈ (0, 1], wenn

[u]γ := sup
x 6=y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|γ

endlich ist.

Bemerkung: Hölderstetigkeit mit γ = 1 heißt Lipschitzstetigkeit.

Lemma 18 Sei Ck,γ(Ω) die Menge aller u ∈ Ck(Ω), sodass alle Ableitungen der Ordnung k von u
hölderstetig mit Exponent γ sind. Dann ist Ck,γ(Ω) mit

‖u‖k,∞,γ := ‖u‖k,∞ +
∑
|α|=k

[∂αu]γ

ein Banachraum.

Bemerkung: Ck,γ(Ω) = Ck,γb (Ω), weil Hölderstetigkeit in Ω stetige Fortsetzbarkeit auf Ω garantiert.

Im Folgenden werden wir eine allgemeinere Version des Satzes von Arzelá-Ascoli verwenden:

Satz 10 Seien X,Y metrische Räume, sei Y vollständig und B ⊂ X kompakt. Sei K eine Menge
von Funktionen u : B → Y , die punktweise beschränkt und gleichgradig stetig ist. Dann besitzt jede
Folge in K eine gleichmäßig konvergente Teilfolge mit einem stetigen Grenzwert.

Beweis: Analog zum Beweis für X = Y = IR auf S. 12 (siehe auch [Teschl, Theorem 1.29]).

Satz 11 Sei Ω ⊂ IRm ein beschränktes Gebiet. Seien k1, k2 ≥ 0 und γ1, γ2 ∈ (0, 1], sowie entweder
k1 < k2 oder k1 = k2 und γ1 < γ2. Dann sind beschränkte Mengen in Ck2,γ2(Ω) relativ kompakt in
Ck1,γ1(Ω) und beschränkte Mengen in Ck1,γ1(Ω) relativ kompakt in Ck1(Ω).
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Beweis: Die zweite Aussage folgt aus Satz 10.
Die erste Aussage zeigen wir für k1 = k2 = 0, γ1 < γ2. Sei also (un) eine beschränkte Folge in

C0,γ2(Ω). Dann folgt aus der Beschränktheit von Ω

[un]γ1 ≤ sup
x 6=y∈Ω

|x− y|γ2−γ1 |u(x)− u(y)|
|x− y|γ2

≤ C[un]γ2 ,

d.h. die Folge ist auch beschränkt in C0,γ1(Ω). Aus der ersten Aussage folgt die Existenz einer
gleichmäßig konvergenten Teilfolge, die wir wieder mit (un) bezeichnen, d.h. limn→∞ un = u
bezüglich der Supremum-Norm. Da aus der gleichmäßigen Konvergenz punktweise Konvergenz
folgt, können wir in der Ungleichung

|un(x)− un(y)| ≤ C|x− y|γ2

zum Limes n→∞ übergehen, woraus u ∈ C0,γ2(Ω) folgt. Weiters gilt für alle ε > 0

[un − u]γ1 ≤ sup
|x−y|<ε

|un(x)− u(x)− un(y) + u(y)|
|x− y|γ1

+ sup
|x−y|>ε

|un(x)− u(x)− un(y) + u(y)|
|x− y|γ1

≤ εγ2−γ1 ([un]γ2 + [u]γ2) + 2ε−γ1‖un − u‖∞ ≤ 2Cεγ2−γ1 + 2ε−γ1‖un − u‖∞ .

Die rechte Seite kann beliebig klein gemacht werden, indem man zuerst ε klein und dann n groß
wählt. Damit ist die Konvergenz un → u in C0,γ1(Ω) gezeigt.

Bemerkung: Sind X ⊂ Y Banachräume und es gilt ‖u‖Y ≤ c‖u‖X , d.h. die Identität als Ab-
bildung von X nach Y ist stetig, dann spricht man von einer stetigen Einbettung von X in Y
und schreibt X ↪→ Y . Sind beschränkte Mengen in X sogar relativ kompakt in Y , dann spricht
man von einer kompakten Einbettung und schreibt X ↪→↪→ Y . Satz 11 ist also ein Resultat über
kompakte Einbettungen. Bei dieser Sprechweise muss die Einbettungsabbildung nicht immer die
Identität sein, wie das Beispiel auf Seite 14 zeigt, wo die Einbettungsabbildung darin besteht, eine
Äquivalenzklasse von Cauchyfolgen auf ihren gemeinsamen Grenzwert abzubilden. In diesem Sinne
gilt W 1,p((a, b)) ↪→ C0,1−1/p([a, b]) ↪→↪→ C([a, b]) für p > 1.

Der Träger (engl. support) einer stetigen Funktion u : Ω ⊂ IRm → IR ist definiert durch

supp(u) := {x ∈ Ω : u(x) 6= 0} .

Sei Ω ⊂ IRm ein Gebiet. Wir betrachten Vektorräume von Funktionen mit kompaktem Träger:

Ckc (Ω) := {u ∈ Ck(Ω) : supp(u) ⊂ Ω und supp(u) beschränkt}

und
Ckc (Ω) := {u ∈ Ck(Ω) : supp(u) ⊂ Ω und supp(u) beschränkt} .

Man beachte die Unterschiede zwischen den beiden Definitionen: Ckc (Ω) besteht aus Funktionen,
die in der Nähe des Randes von Ω und, wenn Ω unbeschränkt ist, außerhalb einer genügend
großen Kugel verschwinden. Elemente von Ckc (Ω) haben nur die zweite Eigenschaft. Daher gilt für
beschränktes Ω, dass Ckc (Ω) = Ck(Ω)

Verwenden wir einen Integralbegriff für stetige Funktionen auf kompakten Mengen (siehe z.B.
[1]), dann kann die Norm

‖u‖p :=

(∫
Ω
|u(x)|pdx

)1/p

, u ∈ Cc(Ω) , p ≥ 1 ,

berechnet werden.
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Definition 17 Sei Ω ⊂ IRm ein Gebiet und p ≥ 1. Der Banachraum W k,p(Ω) ist die Ver-
vollständigung von Ckc (Ω) bezüglich der Norm

‖u‖k,p :=

 ∑
|α|≤k

‖∂αu‖pp

1/p

=

 ∑
|α|≤k

∫
Ω
|∂αu|pdx

1/p

.

Für k = 0 schreiben wir Lp(Ω) := W 0,p(Ω).

Bemerkung: Die Räume W k,p(Ω) werden Sobolevräume genannt. Der Raum W k,2(Ω) ist ein Hilber-
traum mit dem Skalarprodukt

〈u, v〉k :=
∑
|α|≤k

∫
Ω
∂αu ∂αv dx .

Er wird oft mit Hk(Ω) bezeichnet.

Bemerkung: Alle in diesem Abschnitt eingeführten Banachräume von Funktionen, d.h. Ckb (Ω),
Ck(Ω), Ck,γ(Ω) und W k,p(Ω), sind separabel.

1.8 Aufgaben zu Kapitel 1

In den folgenden Aufgaben kann man ausgehen von der Hölderschen Ungleichung

d∑
n=1

|anbn| ≤
(

d∑
n=1

|an|p
)1/p( d∑

n=1

|bn|q
)1/q

, (12)

und der Minkowskischen Ungleichung

(
d∑

n=1

|an + bn|p
)1/p

≤
(

d∑
n=1

|an|p
)1/p

+

(
d∑

n=1

|bn|p
)1/p

, (13)

für alle an, bn ∈ IR für n = 1, . . . , d, p ∈ [1,∞], 1
p + 1

q = 1 (Beweis siehe Vorlesung Analysis).

Aufgabe 1.1 Für p ≥ 1 betrachte man die Menge von reellen Folgen

`p := {a = (an)∞n=1 : ‖a‖p <∞} mit ‖a‖p :=

( ∞∑
n=1

|an|p
)1/p

,

und zeige, dass (`p, ‖ · ‖p) ein Banachraum ist. Ebenso für die Menge `∞ aller beschränkten Folgen
mit ‖a‖∞ := supn∈IIN |an|.

Aufgabe 1.2 Man zeige, dass `p, p < ∞, separabel ist, aber nicht `∞. Hinweis: Für letzteres
betrachte man die Folgen, deren Glieder nur 0 oder 1 sind. Wie viele davon gibt es?

Aufgabe 1.3 Sei (B, ‖ · ‖) ein Banachraum (mit Skalarkörper IR). Dann wird durch

BC := {u+ iv : u, v ∈ B}
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die Vektorraum-Komplexifizierung von B definiert. Man vervollständige dies durch Definition der
Vektorraumoperationen in BC. Außerdem zeige man, dass durch

‖u+ iv‖C := sup
ϕ∈[0,2π)

‖ cos(ϕ)u+ sin(ϕ)v‖ (14)

eine Norm auf BC definiert wird, die die Kompatibilitätsbedingungen

‖u+ i0‖C = ‖u‖ , ‖u+ iv‖C = ‖u− iv‖C

erfüllt.

Aufgabe 1.4 Sei (H, 〈, ·, ·〉) ein Hilbertraum und HC die Vektorraum-Komplexifizierung von H.
Man zeige, dass durch

〈u+ iv, x+ iy〉C := 〈u, x〉+ 〈v, y〉+ i(〈v, x〉 − 〈u, y〉) = ”〈u+ iv, x− iy〉”

ein Skalarprodukt auf HC definiert wird, was bedeutet, dass es die Eigenschaften aus Definition 5
besitzt bis auf die Symmetrie, die durch die Hermite-Eigenschaft

〈v, u〉C = 〈u, v〉C

ersetzt wird, und die Linearität bezüglich des zweiten Arguments, die durch

〈u, λx+ µy〉C = λ〈u, x〉C + µ〈u, y〉C

ersetzt wird. Ist die durch 〈·, ·〉C induzierte Norm dieselbe wie in (14)?

Aufgabe 1.5 Man berechne die beste Approximation der Form ax, a ∈ IR, für die Funktion u(x) =
sinx in L2((0, π/2)).

Aufgabe 1.6 Seien v1, . . . , vK paarweise orthogonal im Hilbertraum H. Man zeige, dass die beste
Approximation von u ∈ H durch eine Linearkombination der Vektoren v1, . . . , vK gegeben ist durch

K∑
k=1

Pvku .

Was ist die Antwort, wenn die Annahme der paarweisen Orthogonalität auf lineare Unabhängigkeit
abgeschwächt wird?

Aufgabe 1.7 Seien u, v 6= 0 in einem Hilbertraum. Man zeige

6 (u, v) = 0 ⇔ ∃λ > 0 : u = λv .

Hinweis: Man verwende ‖Pvu‖.

Aufgabe 1.8 Auf der Menge der Polynome ersten Grades sei das Skalarprodukt

〈a1x+ b1, a2x+ b2〉 := 2a1a2 + 3b1b2 + a1b2 + a2b1

gegeben sowie das L2((0, 1))-Skalarprodukt 〈·, ·〉2. Man zeige direkt (d.h. ohne Verwendung von
Satz 3), dass die beiden induzierten Normen äquivalent sind.

20



Aufgabe 1.9 Man zeige Lp((a, b)) ⊂ Lq((a, b)) für p ≥ q.

Aufgabe 1.10 Wie könnte man Lp(IR), p ≥ 1, definieren?

Aufgabe 1.11 Für u = [(un)] ∈ L1((a, b)) und c, d ∈ [a, b] definieren wir das Integral∫ d

c
u(x)dx := lim

n→∞

∫ d

c
un(x)dx ,

wobei auf der rechten Seite das Riemannintegral verwendet wird. Man zeige Wohldefiniertheit, d.h.
dass der Grenzwert existiert und unabhängig von der gewählten Cauchyfolge ist. Weiters zeige man,
dass das Integral als Abbildung von L1((a, b)) nach IR linear ist sowie, dass∫ d

c
u(x)dx =

∫ e

c
u(x)dx+

∫ d

e
u(x)dx ,

∣∣∣∣∣
∫ d

c
u(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ d

c
|u(x)|dx

gilt. Was bedeutet dabei der letzte Term eigentlich?

Aufgabe 1.12 Man beweise folgendes Resultat (Fréchet): Sei p ≥ 1 und K ⊂ `p. Weiters gelte
1) K ist punktweise beschränkt, d.h. ∀n ∈ IIN ∃Mn > 0, sodass supa∈K |an| ≤Mn, und
2) ∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ IIN, sodass

∑∞
n=N+1 |an|p ≤ εp für alle a ∈ K.

Dann ist K relativ kompakt.

Aufgabe 1.13 Welche der folgenden Mengen ist relativ kompakt in C([0, 1])?

(i) K = {u ∈ C1([0, 1]) : ‖u‖∞ ≤ 1}
(ii) K = {u ∈ C1([0, 1]) : ‖u′‖∞ ≤ 1}

(iii) K = {u ∈ C1([0, 1]) : ‖u‖∞ ≤ 1 , ‖u′‖2 ≤ 1}

Es ist leicht zu zeigen, dass C1([a, b]) mit der Norm

‖u‖1,∞ := ‖u‖∞ + ‖u′‖∞

ein Banachraum ist. Da er alle Polynome enthält, ist er dicht in C([a, b]).

Aufgabe 1.14 Man zeige, dass A = d
dx : C1([a, b]) → C([a, b]) in L(C1([a, b]), C([a, b])) ist, dass

aber ‖A‖C([a,b])→C([a,b]) =∞ ist. Kann man eine alternative Norm ‖ ·‖∗ auf C([a, b]) finden, sodass
‖A‖C([a,b])→C([a,b]) bezüglich ‖ · ‖∗ endlich ist? (Hinweis: u(x) = enx)

Aufgabe 1.15 Der Operator A : C([a, b])→ C([a, b]) ist definiert durch

(Au)(x) :=

∫ x

a
sin(x− y)u(y)dy .

Man zeige A ∈ L(C([a, b])) und, dass A beschränkte Mengen auf relativ kompakte Mengen abbildet,
indem man zunächst A ∈ L(C([a, b]), C1([a, b])) zeigt.

Aufgabe 1.16 Man zeige, dass durch Au := u(x0), x0 ∈ [a, b], ein beschränktes lineares Funktional
auf C([a, b]) definiert wird, d.h. A ∈ C([a, b])∗. Ist A auch beschränkt, wenn man C([a, b]) mit der
Norm ‖ · ‖p, 1 ≤ p <∞, ausstattet statt mit ‖ · ‖∞?
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Aufgabe 1.17 Seien (X, ‖ · ‖X) und (Y, ‖ · ‖Y ) Banachräume. Man zeige, dass dann auch
(X × Y, ‖ · ‖X×Y ) mit

‖(x, y)‖X×Y :=
√
‖x‖2X + ‖y‖2Y

ein Banachraum ist. Man nennt ihn die direkte Summe von X und Y .

Aufgabe 1.18 Sei u : I ⊂ IR→ IR hölderstetig mit Exponenten γ > 1. Man zeige, dass u konstant
ist.

Aufgabe 1.19 Sei u ∈ C0,γu(Ω) und v ∈ C0,γv(Ω) mit 0 < γu, γv ≤ 1. Man zeige, dass für das
punktweise definierte Produkt uv ∈ C0,γ(Ω) mit γ = min{γu, γv} gilt.

2 Hilberträume

Im Folgenden wird mit H ein Hilbertraum bezeichnet.

2.1 Orthonormalbasen

Definition 18 Eine Menge {uj : j ∈ I} ⊂ H heißt orthonormal, wenn

〈uj , uk〉 = δjk , j, k ∈ I ,

gilt, d.h. die Elemente der Menge sind normiert und paarweise orthogonal.

Lemma 19 Sei {u1, . . . , un} eine endliche orthonormale Menge und M ihre lineare Hülle. Sei
f ∈ H und

f‖ :=
n∑
j=1

〈f, uj〉uj , f⊥ := f − f‖ .

Dann ist f‖ die orthogonale Projektion von f aufM, d.h. f⊥⊥uj, j = 1, . . . , n, mit der Konsequenz

‖f‖2 = ‖f‖‖2 + ‖f⊥‖2 =
n∑
j=1

〈f, uj〉2 + ‖f⊥‖2 ,

aus der die Besselsche Ungleichung

n∑
j=1

〈f, uj〉2 ≤ ‖f‖2 (15)

folgt. Weiters ist f‖ die beste Approximation für f durch Elemente aus M, d.h.

‖f⊥‖ ≤ ‖f − f̂‖ , ∀ f̂ ∈M . (16)

Beweis: Siehe Aufgabe 1.6.
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Lemma 20 Sei {uj : j ∈ IIN} ⊂ H eine abzählbare orthonormale Menge, M der Abschluss ihrer
linearen Hülle und f ∈ H. Dann konvergiert die Fourierreihe

∞∑
j=1

〈f, uj〉uj =: f‖ , (17)

(mit den Fourierkoeffizienten 〈f, uj〉) und es gelten sinngemäß die Resultate von Lemma 19, ins-
besondere die Besselsche Ungleichung

∞∑
j=1

〈f, uj〉2 ≤ ‖f‖2 .

Beweis: Die Besselsche Ungleichung und damit die Konvergenz der Reihe auf ihrer linken Seite
erhält man mit n→∞ in (15). Aus der Gleichung∥∥∥∥∥∥

n∑
j=m+1

〈f, uj〉uj

∥∥∥∥∥∥
2

=
n∑

j=m+1

〈f, uj〉2

folgt daher, dass die Folge der Partialsummen der Fourierreihe eine Cauchyfolge in H ist.

Lemma 21 Sei {uj : j ∈ I} ⊂ H eine beliebige (d.h. eventuell überabzählbare) orthonormale
Menge, M der Abschluss ihrer linearen Hülle und f ∈ H. Dann sind höchstens abzählbar viele
Fourierkoeffizienten 〈f, uj〉 verschieden von Null und

f‖ :=
∑
j∈I
〈f, uj〉uj

existiert als Summe einer konvergenten Reihe. Ebenso für die linke Seite der Besselschen Ungle-
ichung ∑

j∈I
〈f, uj〉2 ≤ ‖f‖2 .

Auch die anderen Resultate von Lemma 19 gelten sinngemäß.

Beweis: Das Resultat folgt aus dem folgenden
Satz: Seien aj ≥ 0, j ∈ I und es existiere eine endliche obere Schranke M für beliebige endliche
Summen der aj . Dann sind höchstens abzählbar viele aj verschieden von Null.
Beweis: Offensichtlich gibt es für jedes n ∈ IIN endlich viele (nämlich höchstens Mn) aj ≥ 1

n . Das
ergibt mit n→∞ eine Abzählung aller positiven aj .

Definition 19 Sei {uj : j ∈ I} ⊂ H eine orthonormale Menge. Wenn

f =
∑
j∈I
〈f, uj〉uj , ∀ f ∈ H ,

dann nennt man {uj : j ∈ I} eine Orthonormalbasis (ONB).
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Wir rufen in Erinnerung, dass eine höchstens abzählbare ONB eine Schauder-Basis ist. In
Abschnitt 1.2 haben wir gezeigt, dass jeder normierte Raum, der eine Schauder-Basis besitzt,
separabel ist. Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch, was aber nicht leicht zu beweisen ist (siehe
https://en.wikipedia.org/wiki/Per Enflo). Sie stimmt allerdings für Hilberträume:

Satz 12 Jeder separable Hilbertraum besitzt eine höchstens abzählbare ONB.

Beweis: Wir beschränken uns auf den interessanten Fall, wo H unendlichdimensional ist. Wir
wählen eine abzählbare dichte Menge. Durch Weglassen von Elementen erhalten wir eine Menge
{fj : j ∈ IIN}, sodass jede endliche Teilmenge linear unabhängig ist und deren lineare Hülle dicht ist.
Nun konstruieren wir eine ONB mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsver-
fahrens: Der erste Schritt ist

u1 :=
f1

‖f1‖
.

Dann rekursiv:

vn+1 := fn+1 −
n∑
j=1

〈fn+1, uj〉uj , un+1 :=
vn+1

‖vn+1‖
, n ≥ 1 .

Wegen der linearen Unabhängigkeit der fj gilt vn+1 6= 0, weil die Summe in der Definition eine
Linearkombination von f1, . . . , fn ist.

Sei nun f ∈ H, f‖ definiert wie in Lemma 21 und f⊥ = f − f‖ 6= 0. Da die lineare Hülle

von {fj : j ∈ IIN} und daher auch von {uj : j ∈ IIN} dicht liegt, gibt es in letzterer ein f̂ mit

‖f − f̂‖ < ‖f⊥‖, im Widerspruch zu (16). Daher gilt f⊥ = 0, und {uj : j ∈ IIN} ist eine ONB.

Die bisher eingeführten Banachräume von Funktionen sind alle separabel. Für ein Beispiel eines
nicht separablen Hilbertraumes siehe Aufgabe 2.3.

Beispiel: Die Menge der Polynome, d.h. die lineare Hülle von {fn(x) = xn : n ∈ IIN0} liegt
dicht in L2((−1, 1)). Das Gram-Schmidt-Verfahren liefert eine ONB, die bis auf die Normierung
gegeben ist durch die Legendre-Polynome:

P0(x) = 1 , P1(x) = x , P2(x) =
3x2 − 1

2
, . . .

Diese erfüllen die Normierungsbedingung Pn(1) = 1. Orthogonalpolynome spielen in der nu-

merischen Mathematik eine wichtige Rolle.

Beispiel: Trigonometrische Fourierreihen sind ein weiteres Beispiel der Darstellung von Ele-

menten von L2((a, b)) mit Hilfe einer ONB.

Satz 13 Für eine orthonormale Menge B = {uj : j ∈ I} ⊂ H sind die folgenden Eigenschaften
äquivalent:

1. B ist eine ONB.

2. B ist eine maximale orthogonale Menge.
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3. Für alle f ∈ H gilt die Parsevalsche Gleichung

‖f‖2 =
∑
j∈I
〈f, uj〉2 .

4. 〈f, uj〉 = 0, ∀ j ∈ I, impliziert f = 0.

Beweis: 2.⇒ 1.: Angenommen B ist keine ONB. Dann gilt f⊥ 6= 0 und f⊥⊥B, d.h. B ist nicht
maximal.
1.⇒ 3.: Das ist eine direkte Konsequenz aus f⊥ = 0 und

‖f‖2 =
∑
j∈I
〈f, uj〉2 + ‖f⊥‖2 .

3.⇒ 4.: Gilt die Parsevalsche Gleichung und 〈f, uj〉 = 0, ∀ j ∈ I, dann folgt ‖f‖ = 0 und daher
f = 0.
4.⇒ 2.: Sei B nicht maximal, d.h. es existiert û 6= 0 mit 〈û, uj〉 = 0, j ∈ I. Es gilt also nicht 4.

Beispiel: Der einfachste unendlichdimensionale Hilbertraum ist `2 (mit dem Skalarprodukt
〈a, b〉`2 =

∑∞
k=1 akbk). Er ist separabel und besitzt die ONB {(δjk)∞k=1 : j ∈ IIN}. Sei nun H

ein beliebiger anderer unendlichdimensionaler separabler Hilbertraum mit ONB {uj : j ∈ IIN}.
Dann definieren wir eine lineare Abbildung U ∈ L(H, `2) durch

Uf := (〈f, uj〉H)∞j=1 . (18)

Die Abbildung ist invertierbar mit

U−1a =

∞∑
j=1

ajuj

und erfüllt 〈Uf,Ug〉`2 = 〈f, g〉H, woraus natürlich auch ‖Uf‖`2 = ‖f‖H folgt, d.h. U erhält

Längen und Winkel. Eine Abbildung mit diesen Eigenschaften nennt man unitär. Man sagt

auch: Jeder unendlichdimensionale separable Hilbertraum ist unitär äquivalent zu `2.

2.2 Der Projektionssatz und das Riesz-Lemma

Definition 20 Für M ⊂ H ist das orthogonale Komplement gegeben durch

M⊥ := {u ∈ H : u⊥v ∀ v ∈M} .

Lemma 22 Sei M ⊂ H. Dann ist M⊥ ein abgeschlossener Unterraum von H, und (M⊥)⊥ ist der
Abschluss der linearen Hülle von M .

Beweis: Dass M⊥ ein abgeschlossener Unterraum ist, folgt aus der Bilinearität und aus der
Stetigkeit des Skalarproduktes. Da offensichtlich M ⊂ (M⊥)⊥ gilt und (M⊥)⊥ ein abgeschlossener
Unterraum ist, muss (M⊥)⊥ mindestens alle Elemente von span(M) enthalten. Sei nun u /∈
span(M). Dann gilt nach den Resultaten des vorigen Abschnitts u = u‖ + u⊥ mit u‖ ∈ span(M)

und 0 6= u⊥⊥ span(M), woraus u⊥ ∈ M⊥ folgt. Weiters gilt 〈u, u⊥〉 = ‖u⊥‖2 > 0, und daher
u /∈ (M⊥)⊥.

Der folgende Projektionssatz folgt nun direkt aus den bisherigen Resultaten:
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Satz 14 Sei M ein abgeschlossener Unterraum von H. Dann gibt es für jedes u ∈ H eine eindeutige
Darstellung u = u‖ + u⊥ mit u‖ ∈M und u⊥ ∈M⊥.

Lemma 23 (Riesz-Lemma) Sei ` ∈ H∗. Dann existiert ein eindeutiges v ∈ H, sodass

`(u) = 〈u, v〉 ∀u ∈ H .

Beweis: Für ` = 0 wählen wir natürlich v = 0.
Sei nun ` 6= 0. Dann ist Ker(`) ein abgeschlossener echter Teilraum von H, und es existiert ein
normiertes ṽ ∈ Ker(`)⊥. Da `(ṽ)u− `(u)ṽ ∈ Ker(`), u ∈ H, gilt

0 = 〈ṽ, `(ṽ)u− `(u)ṽ〉 = 〈`(ṽ)ṽ, u〉 − `(u) ,

und wir können v = `(ṽ)ṽ wählen.
Sei nun `(u) = 〈u, v1〉 = 〈u, v2〉, u ∈ H. Dann gilt 〈u, v1−v2〉 = 0, u ∈ H, woraus v1 = v2 folgt.

Bemerkung: Jeder Hilbertraum kann also mit seinem Dualraum identifiziert werden.

Beispiel: Wir wählen H = H1(Ω) mit dem Skalarprodukt

〈u, v〉1,2 =

∫
Ω

(∇u · ∇v + uv)dx .

Für f ∈ L2(Ω) wird durch

`(v) :=

∫
Ω

fv dx

ein ` ∈ H∗ definiert, weil
|`(v)| ≤ ‖f‖2‖v‖2 ≤ ‖f‖2‖v‖1,2 .

Aus dem Riesz-Lemma folgt die Existenz eines eindeutigen u ∈ H1(Ω), sodass `(v) = 〈u, v〉1,2,
v ∈ H1(Ω), d.h. ∫

Ω

(∇u · ∇v + uv − fv)dx = 0 , v ∈ H1(Ω) .

Das ist die schwache Formulierung eines Differentialgleichungsproblems. Wüssten wir, dass die
Lösung u glatt ist, dann könnten wir partiell integrieren, um∫

∂Ω

vn · ∇u dσ −
∫

Ω

(∆u− u+ f)v dx = 0 , v ∈ H1(Ω) ,

zu erhalten. Hier bezeichnet n den nach außen orientierten Einheitsnormalvektor auf ∂Ω und
dσ das Oberflächenelement. Wählen wir zunächst beliebige v ∈ C1

c (Ω), dann verschwindet der
Randterm, und es folgt die elliptische Differentialgleichung

∆u− u+ f = 0 , in Ω . (19)

Weiters folgern wir für allgemeine v die Neumann-Randbedingungen

n · ∇u = 0 , auf ∂Ω . (20)

Das Problem (19), (20) beschreibt die Equilibriumsdichteverteilung u einer chemischen Substanz

in einem Reaktions-Diffusionsprozess, der in einem isolierten Behälter stattfindet.
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2.3 Operatoren und Bilinearformen

Lemma 24 Sei a : H1 ×H2 → IR eine beschränkte Bilinearform, d.h. ∃C ≥ 0, sodass

|a(u, v)| ≤ C‖u‖H1‖v‖H2 .

Dann existiert ein eindeutiger Operator A : H1 → H2, sodass

a(u, v) = 〈Au, v〉H2 , u ∈ H1 , v ∈ H2 ,

und es gilt
‖A‖H1→H2 = sup

‖u‖H1
=‖v‖H2

=1
|a(u, v)| ≤ C .

Beweis: Anwendung des Riesz-Lemmas.

Beispiel: Sei K ∈ L2(Ω× Ω), H1 = H2 = L2(Ω) und

a(u, v) :=

∫
Ω

∫
Ω

K(x, y)u(y)v(x)dy dx .

Zweimalige Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt

|a(u, v)| ≤ ‖K‖L2(Ω×Ω)‖u‖2‖v‖2 .

Offensichtlich gilt

(Au)(x) =

∫
Ω

K(x, y)u(y)dy .

Satz 15 Für jeden Operator A ∈ L(H1,H2) existiert genau ein adjungierter Operator
A∗ ∈ L(H2,H1), sodass

〈Au, v〉H2 = 〈u,A∗v〉H1 , u ∈ H1 , v ∈ H2 .

Gilt H1 = H2 und A = A∗, dann heißt A selbstadjungiert oder symmetrisch.

Beweis: Anwendung des Riesz-Lemmas.

Beispiel: Der Operator aus dem letzten Beispiel ist genau dann selbstadjungiert, wennK(x, y) =

K(y, x), x, y ∈ Ω.

Beispiel: Sind H1 und H2 endlichdimensional, dann wird der adjungierte Operator durch die

transponierte Matrix dargestellt.

Beispiel: Für die unitäre Abbildung U in (18) gilt U∗ = U−1.

Lemma 25 Sei A,B ∈ L(H1,H2), C ∈ L(H2,H3) und α ∈ IR. Dann gilt

1. (A+B)∗ = A∗ +B∗, (αA)∗ = αA∗.

2. A∗∗ = A.
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3. (CA)∗ = A∗C∗.

4. ‖A∗‖ = ‖A‖, ‖A‖2 = ‖A∗A‖ = ‖AA∗‖.

5. Ker(A∗) = Ran(A)⊥.

Beweis: Leicht. Lemma 24 verwenden.

Definition 21 Der Operator A ∈ L(H) heißt nichtnegativ, A ≥ 0, wenn 〈Au, u〉 ≥ 0, u ∈ H. Wir
schreiben auch A ≥ B, wenn A−B ≥ 0.

Lemma 26 Sei A ∈ L(H) und A ≥ κ > 0 (Eigentlich sollten wir statt ’κ’ ’κ mal Identität’
schreiben). Dann ist A bijektiv und ‖A−1‖ ≤ 1

κ .

Beweis: Wegen

κ‖u‖2 ≤ 〈Au, u〉 ≤ ‖Au‖‖u‖ =⇒ ‖Au‖ ≥ κ‖u‖ ,

ist A injektiv, und es gilt ‖A−1‖ ≤ 1
κ .

Sei nun (vn) ⊂ Ran(A) eine konvergente Folge. Dann existiert u = limn→∞A
−1vn, und es gilt

Au = limn→∞ vn. Daher ist Ran(A) abgeschlossen. Sei nun h ∈ Ran(A)⊥. Dann gilt 0 = 〈Ah, h〉 ≥
κ‖h‖2 und daher h = 0. Daraus folgt, dass A surjektiv ist.

Das folgende berühmte Resultat ist eine Verallgemeinerung des Riesz-Lemmas auf unsym-
metrische Bilinearformen.

Lemma 27 (Lax-Milgram) Sei a : H×H → IR bilinear,

• beschränkt: ∃C > 0: |a(u, v)| ≤ C‖u‖‖v‖, und

• koerziv: ∃κ > 0: a(u, u) ≥ κ‖u‖2.

Weiters sei ` ∈ H∗. Dann existiert genau ein u ∈ H, sodass

a(u, v) = `(v) ∀ v ∈ H , (21)

und es gilt ‖u‖ ≤ ‖`‖κ .

Beweis: Sei A ∈ L(H) der durch a(u, v) = 〈Au, v〉 definierte Operator (Lemma 24) und f ∈ H
definiert durch `(v) = 〈f, v〉 (Lemma 23). Dann ist (21) äquivalent zu Au = f . Die Koerzivität
von a impliziert A ≥ κ. Daher ist A invertierbar (Lemma 26) mit ‖A−1‖ ≤ 1/κ, und u = A−1f .
Daher gilt auch ‖u‖ ≤ ‖f‖/κ = ‖`‖/κ.

Beispiel: Wir betrachten das Randwertproblem

−(αu′)′ − (βu)′ + γu = f in (0, 1) , u(0) = u(1) = 0 , (22)

wobei wir f ∈ L2((0, 1)) annehmen und, dass die Koeffizientenfunktionen α, β, γ ∈ C([0, 1])
zusätzlich α(x) ≥ α > 0, γ(x) ≥ γ > 0, x ∈ [0, 1], erfüllen. Dieses Problem ist im Allgemeinen
nicht explizit lösbar.
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Multiplizieren wir die Differentialgleichung mit einer beliebigen Funktion v ∈ C1
c ((0, 1)) und

integrieren danach (teilweise partiell), dann ergibt sich

a(u, v) = `(v) , mit a(u, v) =

∫ 1

0

(αu′v′ + βuv′ + γuv)dx , `(v) =

∫ 1

0

fv dx .

Wir wollen versuchen, die Existenz einer eindeutigen Lösung mit Hilfe des Lax-Milgram-Lemmas
zu beweisen. Als Hilbertraum wählen wir H1

0 ((0, 1)) := C1
c ((0, 1)), einen abgeschlossenen Teil-

raum von H1((0, 1)). Das berücksichtigt unsere Wahl von v und beinhaltet gleichzeitig die
Randbedingungen für u.
Nun zeigen wir Beschränktheit von a und ` mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

|a(u, v)| ≤ α‖u′‖2‖v′‖2 + β‖u‖2‖v′‖2 + γ‖u‖2‖v‖2 ≤ (α+ β + γ)‖u‖1,2‖v‖1,2 ,
|`(v)| ≤ ‖f‖2‖v‖1,2 ,

wobei α, β, γ obere Schranken für die Beträge der Koeffizientenfunktionen sind. Um Koerzivität
von a zu zeigen, machen wir die Abschätzung

a(u, u) ≥ α‖u′‖22 − β‖u‖2‖u′‖2 + γ‖u‖22 ≥
(
α− βδ

2

)
‖u′‖22 +

(
γ − β

2δ

)
‖u‖22 , (23)

wobei wir die Young-Ungleichung |AB| ≤ δA2

2 + B2

2δ , δ > 0, verwendet haben. Unter der
zusätzlichen Bedingung

β
2
< 4αγ

an die Koeffizientenfunktionen kann man δ so wählen, dass beide Koeffizienten auf der rechten

Seite von (23) positiv sind, was die Koerzivität von a impliziert. In diesem Fall sind alle

Annahmen des Lax-Milgram-Lemmas erfüllt.

2.4 Aufgaben zu Kapitel 2

Aufgabe 2.1 Sei {uj : j ∈ I} eine ONB von H und A ∈ L(H). Man zeige, dass A vollständig
definiert ist durch die Matrixelemente Ajk := 〈Auj , uk〉, j, k ∈ I.

Aufgabe 2.2 Der Raum L2(e−|x|dx) sei definiert als die Vervollständigung von Cc(IR) bezüglich
des Skalarproduktes

〈u, v〉 :=

∫ ∞
−∞

u(x)v(x)e−|x|dx .

Man zeige, dass die Menge der Polynome in diesem Raum dicht liegt und berechne die ersten 4
Elemente einer ONB, die durch Orthogonalisierung von Monomen entsteht.

Aufgabe 2.3 Sei V die lineare Hülle von {sin(ax) : a ∈ IR} ⊂ Cb(IR) und

〈u, v〉 := lim
R→∞

1

R

∫ R

−R
u(x)v(x)dx

ein Skalarprodukt auf V . Man zeige, dass die Vervollständigung (bezüglich der induzierten Norm)
von V ein nicht separabler Hilbertraum ist.
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Aufgabe 2.4 Sei P ∈ L(H) selbstadjungiert, und es gelte P 2 = P . Man zeige, dass P die orthog-
onale Projektion auf einen abgeschlossenen Unterraum M ist, d.h. man zeige, dass M := Ran(P )
abgeschlossen ist, dass Pu = u für u ∈M und dass u− Pu ∈M⊥ für u ∈ H.

Aufgabe 2.5 Sei ` ∈ H∗. Man bestimme `∗.

Aufgabe 2.6 Sei u ∈ H1, v ∈ H2 und A ∈ L(H1,H2) definiert durch

Af := 〈f, u〉H1v .

Man bestimme A∗.

Aufgabe 2.7 Für die Abbildung A : H1((0, 1))→ L2((0, 1)), Au = u′, diskutiere man die Bestim-
mung von A∗ durch Lösung eines Differentialgleichungsproblems.

Aufgabe 2.8 Der Operator A ∈ L(H1,H2) sei invertierbar mit A−1 ∈ L(H2,H1). Man zeige
(A−1)∗ = (A∗)−1.

Aufgabe 2.9 Sei a : H×H → IR eine symmetrische, koerzive, beschränkte Bilinearform, ` ∈ H∗
und E(v) := 1

2a(v, v)− `(v). Man zeige, dass die beiden Probleme

E(u) = min
v∈H

E(v) und a(u, v) = `(v) ∀ v ∈ H

dieselbe Lösung u ∈ H besitzen.

Aufgabe 2.10 Sei κ > 0 und durch

(Aa)j :=

{
aj+1 − 2aj + κaj−1 , j ≥ 2 ,
0 , j = 1

eine Abbildung zwischen reellen Folgen mit a1 = 0 definiert. Man bestimme (wj)j∈IIN so, dass A
symmetrisch ist bezüglich des Skalarproduktes

〈a, b〉w :=
∞∑
j=1

ajbjwj .

3 Kompakte Operatoren

3.1 Der Raum der kompakten Operatoren

Definition 22 Seien X,Y Banachräume. Dann heißt der Operator A ∈ L(X,Y ) kompakt, wenn
die Bilder beschränkter Mengen relativ kompakt sind. Die Menge der kompakten Operatoren von
X nach Y wird bezeichnet mit C(X,Y ) (bzw. für X = Y mit C(X)).

Beispiel: Ähnlich zu einem Beispiel in Abschnitt 1.5 betrachten wir A ∈ L(C(Ω)), definiert
durch

(Au)(x) :=

∫
Ω

K(x, y)u(y)dy ,
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mit K ∈ C(Ω× Ω). Analog zu Abschnitt 1.5 zeigt man A ∈ C(C(Ω)).
Für K ∈ L2(Ω × Ω) haben wir in Abschnitt 2.3 gezeigt, dass A ∈ L(L2(Ω)). Analog zu den
Abschätzungen dort zeigt man

‖(Au)(·+ z)−Au‖2 ≤ ‖K(·+ z, ·)−K‖L2(Ω×Ω)‖u‖2 .

Nun zeigt man analog zum Beweis von Lemma 13, dass der erste Faktor auf der rechten Seite

für z → 0 gegen Null konvergiert. Daraus folgt, dass das Bild einer beschränkten Menge die

Voraussetzungen des Satzes von Riesz-Kolmogorow (Satz 9) erfüllt. Daher gilt A ∈ C(L2(Ω)).

Faustregel: Integraloperatoren sind kompakt.

Satz 16 Seien X,Y ein Banachräume. Dann ist C(X,Y ) ein abgeschlossener Teilraum von L(X,Y ).

Beweis: Es ist offensichtlich, dass C(X,Y ) ein linearer Unterraum ist.

Sei (An)n∈IIN ⊂ C(X,Y ) eine in L(X,Y ) konvergente Folge mit Grenzwert A und (u
(0)
j )j∈IIN ⊂ X

eine beschränkte Folge. Rekursiv definieren wir für n ≥ 1 Folgen (u
(n)
j )j∈IIN so, dass (u

(n)
j )j∈IIN eine

Teilfolge von (u
(n−1)
j )j∈IIN ist und dass die Folge (Anu

(n)
j )j∈IIN ⊂ Y konvergiert. Sei nun uj := u

(j)
j ,

j ∈ IIN. Dann konvergiert (Anuj)j∈IIN für alle n ∈ IIN. Weiters gilt

‖Auj −Auk‖Y ≤ ‖Auj −Anuj‖Y + ‖Anuj −Anuk‖Y + ‖Anuk −Auk‖Y
≤ 2‖A−An‖X→Y sup

j∈IIN
‖uj‖X + ‖Anuj −Anuk‖Y .

Der erste Term auf der rechten Seite wird beliebig klein für n groß genug. Für ein solches n wird
der zweite Term beliebig klein für j, k groß genug. Daher ist (Auj)j∈IIN eine Cauchyfolge in Y und
damit konvergent.

Beispiel: Wir betrachten X = Y = `p und eine Nullfolge (Aj)j∈IIN ⊂ IR. Sei

(Aa)j := Ajaj , j ∈ IIN , a ∈ `p .

Dann ist offensichtlich A ∈ L(`p) (mit ‖A‖ = supj∈IIN |Aj |). Weiters gilt für die Operatoren

A(n), die aus A entstehen, indem man an+1, an+2, . . . durch Null ersetzt, A(n) ∈ C(`p), weil

Ran(A(n)) endlichdimensional ist. Schließlich gilt ‖A− A(n)‖ = supj>n |Aj |, woraus A(n) → A

und damit A ∈ C(`p) folgt.

Lemma 28 Die Verknüpfung eines beschränkten mit einem kompakten Operator ist ein kompakter
Operator, unabhängig von der Reihenfolge.

Beweis: Das Resultat folgt aus der Tatsache, dass beschränkte Operatoren

• beschränkte Folgen auf beschränkte Folgen und

• konvergente Folgen auf konvergente Folgen abbilden.
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3.2 Der Spektralsatz für kompakte symmetrische Operatoren

Aus der linearen Algebra: Symmetrische Matrizen können mit orthogonalen Matrizen diagonalisiert
werden oder, mit anderen Worten: Für jede symmetrische Matrix existiert eine ONB bestehend aus
Eigenvektoren. In Formeln: Sei A ∈ IRn×n symmetrisch. Dann existiert R ∈ IRn×n mit R−1 = Rtr,
sodass R−1AR = diag(λ1, . . . , λn) eine Diagonalmatrix ist mit den Eigenwerten λ1, . . . , λn ∈ IR von
A. Die Spalten der Matrix R = (u1, . . . , un) bilden die erwähnte ONB aus Eigenvektoren. Es gilt
Auj = λjuj , j = 1, . . . , n. Jeder Vektor x ∈ IRn kann dargestellt werden als x =

∑n
j=1(x · uj)uj ,

und es gilt daher

Ax =
n∑
j=1

λj(x · uj)uj .

Da Matrizen im Allgemeinen auch komplexe Eigenwerte besitzen können, ist für eine vollständige
Behandlung von Eigenwertproblemen die Komplexifizierung von IRn, d.h. Cn, als zugrundeliegender
Raum zu verwenden.

Gegenstand dieses Abschnitts ist eine Erweiterung dieser Resultate auf unendlichdimensionale
Hilberträume. Sei daher im Folgenden H ein Hilbertraum und HC seine Komplexifizierung (siehe
Aufgabe 1.4).

Definition 23 Sei A ∈ L(H). Dann heißt (λ, u) ∈ C×(HC\{0}) ein Eigenwert-Eigenvektor-Paar
von A, wenn Au = λu gilt. Dabei ist die Erweiterung von A auf HC definiert durch Au := Ax+iAy
für u = x+ iy. Die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert λ ist ein abgeschlossener Unterraum
von HC, der Eigenraum von λ. Ein Eigenwert heißt einfach (genauer: Er hat die geometrische
Vielfachheit Eins), wenn der Eigenraum eindimensional ist.

Satz 17 Sei A ∈ L(H) symmetrisch. Dann sind alle Eigenwerte von A reell, und die Realteile und
Imaginärteile der Eigenvektoren sind reelle Eigenvektoren, wenn sie nicht Null sind. Eigenvektoren
zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

Bemerkung: Als Konsequenz des Satzes ist bei der Untersuchung symmetrischer Operatoren die
Komplexifizierung überflüssig.

Beweis: Sei u = x+ iy ∈ HC. Dann gilt

〈Au, u〉C = 〈Ax, x〉+ 〈Ay, y〉+ i(〈Ay, x〉 − 〈Ax, y〉) = 〈Ax, x〉+ 〈Ay, y〉 ∈ IR .

Das komplexe Skalarprodukt der Gleichung Au = λu mit u ergibt 〈Au, u〉C = λ‖u‖2C, woraus
λ ∈ IR folgt. Offensichtlich muss dann Ax = λx und Ay = λy gelten.

Sei Au = λu, Av = µv, mit λ 6= µ. Dann gilt

(λ− µ)〈u, v〉 = 〈Au, v〉 − 〈u,Av〉 = 0 .

Beispiel: Sei `20 := {a = (aj)j∈IIN ∈ `
2 : a1 = 0}, d.h. ein abgeschlossener Teilraum von `2.

Weiters sei A ∈ L(`20) definiert durch

(Aa)j :=
aj+1 + aj−1

2
, j ≥ 2 .

Man zeigt leicht, dass A symmetrisch ist. Explizites Nachrechnen ergibt, dass A keine Eigenwerte

besitzt. Um diese Situation zu vermeiden, sind also zusätzliche Annahmen notwendig.
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Satz 18 Ein symmetrischer Operator A ∈ C(H) besitzt einen Eigenwert λ1 mit |λ1| = ‖A‖.

Für den Beweis benötigen wir ein Hilfsresultat, und zwar eine im Vergleich zu Lemma 24 leicht
vereinfachte Formel für die Berechnung der Norm symmetrischer Operatoren:

Lemma 29 Sei A ∈ L(H) symmetrisch. Dann gilt

‖A‖ = sup
‖u‖=1

|〈Au, u〉| .

Beweis: Wegen Lemma 24 gilt

ν(A) := sup
‖u‖=1

|〈Au, u〉| ≤ sup
‖u‖=‖v‖=1

|〈Au, v〉| = ‖A‖ .

Für beliebige x, y ∈ H gilt

4〈Ax, y〉 = 2〈Ax, y〉+ 2〈Ay, x〉 = 〈A(x+ y), x+ y〉 − 〈A(x− y), x− y〉
≤ ν(A)

(
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2

)
= 2ν(A)

(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
,

wobei die letzte Gleichung aus dem Parallelogrammgesetz (Satz 2) folgt. Wählen wir nun einen
beliebigen normierten Vektor u, für den Au 6= 0 gilt, und setzen

x = u
√
‖Au‖ , y =

Au√
‖Au‖

,

dann folgt ‖Au‖ ≤ ν(A), und damit ‖A‖ ≤ ν(A).

Beweis von Satz 18: Aus dem vorhergehenden Resultat folgt die Existenz einer Folge (vn)n∈IIN
von normierten Vektoren, sodass limn→∞〈Avn, vn〉 = λ1 mit |λ1| = ‖A‖. Aus

‖Avn − λ1vn‖2 = ‖Avn‖2 − 2λ1〈Avn, vn〉+ λ2
1 ≤ 2λ1 (λ1 − 〈Avn, vn〉)

folgt daher

lim
n→∞

(Avn − λ1vn) = 0 . (24)

Wegen der Kompaktheit von A besitzt (vn) eine Teilfolge (vnk
), sodass Avnk

konvergiert. Daher
konvergiert wegen (24) auch (vnk

) gegen einen normierten Vektor u1, und es gilt Au1 = λ1u1.

Satz 19 (Spektralsatz für kompakte symmetrische Operatoren) Sei A ∈ C(H) symmetrisch. Dann
besitzt A höchstens abzählbar viele von Null verschiedene Eigenwerte, die reell sind und nur Null als
Häufungspunkt besitzen können. Die von Null verschiedenen Eigenwerte haben endliche Vielfach-
heit. Es gibt eine höchstens abzählbare ONB von Ker(A)⊥, die aus Eigenvektoren besteht.

Beweis: Ausgehend von dem nach Satz 17 und Satz 18 existierenden Eigenwert-Eigenvektor-
Paar (λ1, u1) ∈ IR × H, gehen wir rekursiv vor: Wir definieren H2 := {u1}⊥ und A2 := A |H2

.
Dann ist A2 ∈ C(H2) symmetrisch mit ‖A2‖ ≤ ‖A‖. Wir können Satz 18 daher auch auf A2

anwenden, woraus die Existenz eines Eigenwert-Eigenvektor-Paares (λ2, u2) mit |λ2| ≤ |λ1| und
u2⊥u1. Angenommen, wir hätten Eigenwert-Eigenvektor-Paare (λ1, u1), . . . , (λn, un) konstruiert,
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so dass |λ1| ≥ · · · ≥ |λn| und {u1, . . . , un} eine orthonormale Menge, dann definieren wir Hn+1 :=
{u1, . . . , un}⊥ und An+1 := A |Hn+1

∈ C(Hn+1), das (immer noch wegen Satz 18) das Eigenwert-
Eigenvektor-Paar (λn+1, un+1) besitzt mit |λn+1| ≤ |λn|. Diese Konstruktion brechen wir nach
endlich vielen Schritten ab, wenn H endlichdimensional ist oder wenn Hn+1 ≡ 0. Gilt beides
nicht, ergibt sich eine unendliche Folge von Eigenwert-Eigenvektor-Paaren, wobei die Beträge der
Eigenwerte eine nichtwachsende Folge bilden.

Angenommen diese würde nicht gegen Null sondern gegen einen positiven Grenzwert kon-
vergieren. Dann wäre die Menge {un/λn : n ∈ IIN} beschränkt. Ihr Bild {un : n ∈ IIN} unter
A müsste daher einen Häufungspunkt besitzen, was aber unmöglich ist, weil es eine orthonormale
Menge ist. Es gilt also limn→∞ λn = 0. Daraus folgt einerseits, dass alle von Null verschiede-
nen Eigenwerte in der konstruierten Folge enthalten sind, sowie die endliche Vielfachheit dieser
Eigenwerte.

Die letzte Aussage stimmt offensichtlich, wenn es nur endlich viele von Null verschiedene Eigen-
werte gibt. Im anderen Fall sei v ∈ Ker(A)⊥,

vn :=
n∑
j=1

〈v, uj〉uj , v‖ :=
∞∑
j=1

〈v, uj〉uj .

Dann gilt v − vn ∈ Hn+1 und daher ‖A(v − vn)‖ ≤ |λn+1|‖v‖. Daraus folgt v − v‖ ∈ Ker(A) und
daher

0 = 〈v, v − v‖〉 = ‖v‖2 −
∞∑
j=1

〈v, uj〉2 ,

also die Parsevalsche Gleichung, die v = v‖ impliziert.

Korollar 3 Jeder kompakte symmetrische Operator A kann in der Form

Av =
∑
j∈I

λj〈v, uj〉uj

geschrieben werden, wobei I höchstens abzählbar, (λj) eine Nullfolge und {uj : j ∈ I} eine or-
thonormale Menge ist. Ist A injektiv, dann ist {uj : j ∈ I} eine ONB.

Beispiel: Wir kommen zurück zu dem Beispiel vom Ende des Abschnitts 2.2. Dort haben wir
das Riesz-Lemma verwendet, um zu zeigen, dass es für jedes f ∈ L2(Ω) genau ein u ∈ H1(Ω)
gibt, sodass

〈u, v〉1,2 = 〈f, v〉2 ∀ v ∈ H1(Ω) .

Man sieht leicht, dass die Abbildung A : f 7→ Af = u linear ist. Außerdem gilt ‖Af‖1,2 ≤ ‖f‖2.
Da H1(Ω) kompakt eingebettet ist in L2(Ω) (Das haben wir im eindimensionalen Fall am Ende
von Abschnitt 1.5 gezeigt. Im mehrdimensionalen Fall folgt es aus dem Satz von Rellich-
Kondrachov (siehe https://en.wikipedia.org/wiki/Rellich-Kondrachov theorem)), giltA ∈
C(L2(Ω)). Außerdem ist A symmetrisch:

〈Af, g〉2 = 〈Af,Ag〉1,2 = 〈f,Ag〉2 . (25)

Schließlich ist A injektiv: Aus u = Af = 0 folgt 〈f, v〉2 = 0 für alle v ∈ H1(Ω). Da H1(Ω) in
L2(Ω) dicht ist, folgt daraus f = 0.
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Es gibt also eine abzählbare ONB {uj : j ∈ IIN} von L2(Ω), die aus Eigenvektoren von A besteht.
Aus Auj = λjuj , λj 6= 0, folgt uj ∈ A(L2(Ω)) ⊂ H1(Ω), j ∈ IIN. Aus (25) mit g = f = uj folgt
auch, dass die Eigenwerte positiv sind.
Damit haben wir auch das Eigenwertproblem für den unbeschränkten OperatorA−1 : A(L2(Ω))→
L2(Ω) gelöst. Die Eigenwert-Eigenvektor-Paare sind gegeben durch (λ−1

j , uj), j ∈ IIN, mit einer
gegen∞ divergierenden Folge von Eigenwerten. Wir erinnern daran (Abschnitt 2.2), dass formal
A−1u = −∆u+ u gilt und dass, ebenso formal, der Definitionsbereich von A−1 die Randbedin-
gungen n · ∇u = 0 auf ∂Ω einschließt. Wegen

A−1u =

∞∑
j=1

λ−1
j 〈u, uj〉uj

wird der Definitionsbereich von A−1 charakterisiert durch

D(A−1) =

u ∈ L2(Ω) :

∞∑
j=1

λ−2
j 〈u, uj〉

2 <∞

 .

Daraus folgt, dass D(A−1) dicht in L2(Ω) ist, weil offensichtlich alle endlichen Partialsummen

von Fourierreihen in D(A−1) sind.

Definition 24 Sei A ein kompakter symmetrischer Operator und (λj , uj), j ∈ I, die Eigenwert-
Eigenvektor-Paare zu den von Null verschiedenen Eigenwerten.
Weiters sei F : {λj : j ∈ I} ∪ {0} → IR. Dann definieren wir

F (A)u :=
∑
j∈I

F (λj)〈u, uj〉uj + F (0)(u− u‖) , u‖ =
∑
j∈I
〈u, uj〉uj .

Der zweite Summand fällt natürlich weg, wenn A injektiv ist. Der Definitionsbereich von F (A) ist
gegeben durch

D(F (A)) =

u ∈ H :
∑
j∈I

F (λj)
2〈u, uj〉2 <∞

 .

Insbesondere gilt F (A) ∈ L(H), wenn F beschränkt ist.

3.3 Anwendung auf gewöhnliche Differentialoperatoren zweiter Ordnung

Sei

(Lu)(x) := −a(x)u′′(x)− b(x)u′(x) + c(x)u(x) , x ∈ [0, 1] ,

wobei a, b, c glatte Funktionen sind mit a(x) > 0, 0 ≤ x ≤ 1. Die Randbedingungen

u(0) = u(1) = 0

sehen wir als Teil der Festlegung des Definitionsbereichs von L. Mit r(x) :=
∫ x

0 b(y)/a(y)dy gilt

au′′ + bu′ = ae−r(eru′)′ .
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Nun definieren wir auf L2((0, 1)) das alternative Skalarprodukt

〈u, v〉a :=

∫ 1

0
u(x)v(x)

er(x)

a(x)
dx .

Für u, v ∈ C2
c ([0, 1]) (Randbedingungen!) gilt

〈Lu, v〉a =

∫ 1

0
(eru′v′ +

erc

a
uv)dx = 〈u, Lv〉a .

Mit γ > −min[0,1] c ist 〈(L+γ)u, v〉a eine koerzive, symmetrische, stetige Bilinearform aufH1
0 ((0, 1)),

dem Abschluss von C2
c ([0, 1]) in H1(Ω). Das Riesz-Lemma und die kompakte Einbettung von

H1
0 ((0, 1)) in L2((0, 1)) implizieren die Existenz des symmetrischen, injektiven Operators (L+γ)−1 :

L2(Ω) → H1
0 (Ω), (L + γ)−1 ∈ C(L2((0, 1))). Damit folgt aus dem Spektralsatz (Satz 19) die Ex-

istenz einer ONB {uj : j ∈ IIN} (bezüglich 〈·, ·〉a) des L2((0, 1)) und einer Nullfolge (µj)j∈IIN mit
µj > 0 sodass

(L+ γ)−1u =
∞∑
j=1

µj〈u, uj〉auj , u ∈ L2((0, 1)) .

Das ergibt mit λj := 1
µj
− γ, j ∈ IIN, die Darstellung

Lu =
∞∑
j=1

λj〈u, uj〉auj , u ∈ D(L) ,

mit

D(L) =

u ∈ L2((0, 1)) :
∞∑
j=1

λ2
j 〈u, uj〉a <∞

 ⊂ H1
0 (Ω) .

Die Eigenwerte bilden eine monoton wachsende, nach ∞ divergierende Folge mit λ1 ≥ min[0,1] c.

Beispiel: Sei Lu = −u′′. Man kann das Eigenwertproblem explizit lösen:

λj = (jπ)2 , uj =
√

2 sin(jπ) , j ∈ IIN .

Nun betrachten wir die Familie von Operatoren {e−Lt, t ≥ 0}. Da e−λjt, j ∈ IIN, beschränkt ist,
gilt e−Lt ∈ L(L2((0, 1))), t ≥ 0. Sei nun u0 ∈ L2((0, 1)) und

u(t) = e−Ltu0 =

∞∑
j=1

e−λjt〈u0, uj〉2 uj .

Formales Differenzieren nach t ergibt du
dt = −Lu. Daher ist u(t) ein Kandidat für die Lösung

des Anfangs-Randwertproblems für die eindimensionale Wärmeleitungsgleichung

∂tu = ∂2
xu , 0 < x < 1 , t > 0 , u(t, 0) = u(t, 1) = 0 , u(0, x) = u0(x) .

Da der Faktor e−λjt, j ∈ IIN, für positive t sehr schnell gegen Null geht, können das formale

Differenzieren und die Gültigkeit der Randbedingungen leicht gerechtfertigt werden. Es gilt

sogar u ∈ C∞((0,∞) × [0, 1]). Man zeigt auch leicht, dass limt→0 u(t) = u0 im Sinne von

L2((0, 1)) gilt.
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Beispiel: Wieder Lu = −u′′, aber jetzt auf dem Intervall [0, 2π] und mit periodischen Randbe-
dingungen:

u(0) = u(2π) , u′(0) = u′(2π) . (26)

Wir definieren C2
per([0, 2π]) = {u ∈ C2([0, 2π]) : u erfüllt (26)} und den abgeschlossenen Teil-

raum H1
per((0, 2π)) := C2

per([0, 2π]) von H1((0, 2π)). Dann gilt

〈Lu+ u, v〉2 = 〈u, v〉1,2 ,

und das Riesz-Lemma garantiert für jedes f ∈ L2((0, 2π)) die Existenz eines eindeutigen u ∈
H1
per((0, 2π)), sodass 〈u, v〉1,2 = 〈f, v〉2 für alle v ∈ H1

per((0, 2π)). Das definiert die Abbildung
(L+ 1)−1 : f 7→ u, die symmetrisch und kompakt ist. Daraus folgt wie oben, dass es eine ONB
aus Eigenvektoren von L gibt. Diese kann explizit berechnet werden:{

1√
2π
,
sinx√
π
,

cosx√
π
,
sin(2x)√

π
,

cos(2x)√
π

, . . .

}
.

Dabei ist 1/(
√

2π) Eigenfunktion zum einfachen Eigenwert Null, sowie sin(kx)/
√
π und cos(kx)/

√
π

Eigenfunktionen zum doppelten Eigenwert k2, k ≥ 1. Die Darstellung einer Funktion f ∈
L2((0, 2π)) mit dieser ONB ist die trigonometrische Fourierreihe:

f(x) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos(kx) + bk sin(kx)) ,

ak =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos(kx)dx , k ≥ 0 , bk =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin(kx)dx , k ≥ 1 .

Dabei ist das Gleichheitszeichen in der ersten Zeile im Sinne von Konvergenz der Reihe in

L2((0, 2π)) zu verstehen. Zu trigonometrischen Fourierreihen könnte noch viel mehr gesagt

werden, siehe z.B. [Teschl, Abschnitt 2.5]. Ein Beispiel für ein verbessertes Konvergenzresultat

ist, dass f ∈ Cper([0, 2π]) gleichmäßige Konvergenz der trigonometrischen Fourierreihe impliziert

[Teschl, Theorem 2.19].

3.4 Aufgaben zu Kapitel 3

Aufgabe 3.1 Man zeige, dass die Abbildung d
dx : C2([0, 1])→ C([0, 1]) kompakt ist.

Aufgabe 3.2 Man betrachte den Operator Lu = −u′′ mit den Randbedingungen u(0) = u(1) = 0,

präzise definiert wie im Beispiel auf S. 36. Man bestimme den Definitionsbereich von sin(t
√
L)√

L
und

cos(t
√
L), t ≥ 0. Welches Differentialgleichungsproblem wird durch

u(t) := cos(t
√
L)u0 +

sin(t
√
L)√

L
v0 ,

gelöst, und welche Forderungen an u0 und v0 sind dazu hinreichend?

Aufgabe 3.3 Man diskutiere das Eigenwertproblem für den Operator Lu = −u′′ mit den Randbe-
dingungen u′(0) = 0 und u′(1) + u(1) = 0.

37



4 Banachräume

4.1 Der Satz von Baire und Konsequenzen daraus

Definition 25 Sei X ein nichtleerer, vollständiger metrischer Raum.

• Eine Teilmenge von X heißt nirgends dicht, wenn ihr Abschluss ein leeres Inneres hat. (Das
Innere ist die größte offene Teilmenge, d.h. die Vereinigung aller offenen Teilmengen.)

• Eine Teilmenge von X, die als abzählbare Vereinigung nirgends dichter Mengen dargestellt
werden kann, heißt mager oder von erster Kategorie. Sonst heißt sie fett oder von zweiter
Kategorie.

Satz 20 (Bairescher Kategoriensatz) Jeder nichtleere, vollständige metrische Raum ist fett.

Beweis: Angenommen, der nichtleere, vollständige metrische Raum X wäre mager. Dann gilt

X =
∞⋃
n=1

Xn

mit abgeschlossenen, nirgends dichten Xn, n ∈ IIN. Daher ist X \ X1 nichtleer und offen, woraus
die Existenz einer Kugel Kr1(x1) folgt, sodass

Kr1(x1) ⊂ X \X1 .

Da X2 keine Kugel enthält und Kr1(x1) ∩ (X \X2) offen ist, existiert eine weitere Kugel Kr2(x2)
sodass

Kr2(x2) ⊂ Kr1(x1) ∩ (X \X2) .

Rekursive Fortsetzung ergibt eine fallende Folge (Krk(xk))k∈IIN von Kugeln, sodass

Krk(xk) ⊂ X \
k⋃

n=1

Xn .

Da in jedem Schritt rk beliebig klein gewählt werden kann, sei o.B.d.A. limk→∞ rk = 0. Daraus folgt
allerdings, dass (xk)k∈IIN eine Cauchyfolge ist und daher gegen x ∈ X konvergiert. Die Konstruktion
impliziert den Widerspruch

x ∈ X \
∞⋃
n=1

Xn .

Korollar 4 In einem vollständigen metrischen Raum ist der abzählbare Durchschnitt offener dichter
Mengen immer noch dicht.
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Beweis: Sei {On : n ∈ IIN} eine Familie offener Mengen, die im vollständigen metrischen Raum X
dicht sind. Angenommen ihr Durchschnitt ist nicht dicht. Dann existiert eine Kugel Kr(x), sodass

Kr(x) ⊂ X \
⋂
n∈IIN

On =
⋃
n∈IIN

Xn ,

mit Xn = X \On abgeschlossen und nirgends dicht. Das ist ein Widerspruch zum Baireschen Satz,
da Kr(x) ein nichtleerer, vollständiger metrischer Raum ist.

Satz 21 (Banach-Steinhaus) Seien X,Y Banachräume und {Aj : j ∈ I} ⊂ L(X,Y ). Dann gilt
entweder

1. {Aj : j ∈ I} ist gleichmäßig beschränkt, d.h. ∃C ≥ 0, sodass ‖Aj‖ ≤ C, j ∈ I, oder

2. die Menge {x ∈ X : supj∈I ‖Ajx‖ =∞} ist dicht.

Beweis: Wir betrachten die Mengen

On := {x ∈ X : ∃ j ∈ I : ‖Ajx‖ > n} =
⋃
j∈I
{x ∈ X : ‖Ajx‖ > n} , n ∈ IIN ,

die wegen der Stetigkeit der Aj als Vereinigung offener Mengen offen sind. Nun gibt es 2 Fälle:

1. Es gibt ein n0, sodass On0 nicht dicht ist. Dann ist X \ On0 nichtleer und offen, und es gibt
daher x0 ∈ X, r > 0, sodass Kr(x0) ⊂ X \On. Für ‖y‖ ≤ r und j ∈ I gilt damit

‖Ajy‖ ≤ ‖Aj(x0 + y)‖+ ‖Ajx0‖ ≤ 2n0 .

Für beliebiges x ∈ X setzen wir nun y = rx/‖x‖, und erhalten ‖Aj‖ ≤ 2n0/r, j ∈ I.

2. Sind alle On dicht, dann ist nach Korollar 4 auch ihr Durchschnitt, nämlich die Menge {x ∈
X : supj∈I ‖Ajx‖ =∞}, dicht.

Korollar 5 (Gleichmäßige Beschränktheit) Seien X,Y Banachräume, und {Aj : j ∈ I} ⊂
L(X,Y ) sei punktweise beschränkt , d.h. für alle x ∈ X existiert C(x) ≥ 0, sodass ‖Ajx‖ ≤ C(x)
für alle j ∈ I. Dann ist {Aj : j ∈ I} gleichmäßig beschränkt.

Satz 22 (Offene Abbildung) Seien X,Y Banachräume und A ∈ L(X,Y ). Dann ist genau dann
A offen (d.h. es bildet offene Mengen auf offene Mengen ab), wenn es surjektiv ist.

Im Folgenden bezeichnen wir Kugeln in X bzw. Y mit KX
r (x) bzw. KY

r (y). Im Beweis
verwenden wir ein Hilfsresultat:

Lemma 30 Seien X,Y Banachräume. Dann ist {Aj : j ∈ I} ⊂ L(X,Y ) genau dann offen, wenn
es ein δ > 0 gibt, sodass KY

δ ⊂ A(KX
1 ).

39



Beweis: Ist A offen, dann ist A(0) = 0 ein innerer Punkt von A(KX
1 ).

Sei umgekehrt KY
δ ⊂ A(KX

1 ), O ⊂ X offen und y = A(x) mit x ∈ O. Wegen der Offenheit von O
existiert r > 0 mit KX

r (x) = x+ rKX
1 ⊂ O. Daher gilt

A(O) ⊃ A(x) + rA(KX
1 ) ⊃ y + rKY

δ = Krδ(y)

Beweis: (von Satz 22) Sei zunächst A surjektiv und ε > 0. Dann gilt

Y = A(X) = A

 ⋃
n∈IIN

nKX
ε

 =
⋃
n∈IIN

A
(
nKX

ε

)
=

⋃
n∈IIN

nA
(
KX
ε

)
.

Der Satz von Baire impliziert, dass für ein n die Menge nA (KX
ε ) eine Kugel enthält. Nach Division

durch 2n also KY
δ (y) ⊂ A

(
KX
ε/2

)
. Daher gilt

KY
δ ⊂ A

(
KX
ε/2

)
− y ⊂ A

(
KX
ε/2

)
+A

(
KX
ε/2

)
⊂ A

(
KX
ε/2

)
+A

(
KX
ε/2

)
⊂ A (KX

ε )

Wegen Lemma 30 müssen wir nur noch für ε = 1 den Abschluss auf der rechten Seite loswerden.
Dazu wählen wir εn > 0, n ∈ IIN, sodass

∑
n∈IIN εn < 1, und δn → 0, sodass KY

δn
⊂ A

(
KX
εn

)
.

Für y ∈ KY
δ1

existiert daher ein x1 ∈ KX
ε1 , sodass A(x1) beliebig nahe bei y liegt, insbesondere

y −A(x1) ∈ KY
δ2

. Rekursiv wählen wir xn ∈ KX
εn , n ∈ IIN, sodass

y −A
(

n∑
k=1

xk

)
∈ KY

δn+1
.

Aus der Konstruktion folgt, dass x :=
∑∞
k=1 xk ∈ KX

1 existiert und dass y = A(x) gilt, woraus
KY
δ1
⊂ A(KX

1 ) folgt.

Ist A offen, dann folgt aus KY
δ ⊂ A(KX

1 ) durch Multiplikation KY
rδ ⊂ A(KX

r ). Mit r → ∞ folgt
daraus die Surjektivität.

Korollar 6 (Stetige Inverse) Seien X,Y Banachräume und A ∈ L(X,Y ) sei bijektiv. Dann gilt
A−1 ∈ L(Y,X).

Beweis: Da A offen ist, haben offene Mengen bzgl. der Abbildung A−1 offene Urbilder, was
gleichbedeutend mit Stetigkeit ist.

Für 2 Banachräume (X, ‖ · ‖X) und (Y, ‖ · ‖Y ) ist X × Y mit der Norm

‖(x, y)‖X×Y := ‖x‖X + ‖y‖Y

wieder ein Banachraum. Für einen Operator A : X ⊃ D(A)→ Y heißt

Γ(A) := {(x,Ax) : x ∈ D(A)} ⊂ X × Y

der Graph von A.
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Satz 23 (Abgeschlossener Graph) Seien X,Y Banachräume und A : X → Y linear. Dann ist
A stetig genau dann, wenn Γ(A) abgeschlossen ist.

Beweis: Dass aus Stetigkeit die Abgeschlossenheit des Graphen folgt, ist leicht zu sehen.
Ist andererseits Γ(A) abgeschlossen, dann ist es selbst ein Banachraum. Da die Projektion π1 :
Γ(A) → X, π1(x,Ax) = x, stetig und bijektiv ist, ist wegen Korollar 6 auch π−1

1 stetig. Auch die
Projektion π2 : Γ(A)→ Y , π2(x,Ax) = Ax ist stetig, und daher auch A = π2 ◦ π−1

1 .

4.2 Der Satz von Hahn-Banach

Satz 24 (Hahn-Banach) Sei X ein Vektorraum und ϕ : X → IR ein konvexes Funktional, d.h.
ϕ(λx+ (1− λ)y) ≤ λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y) für x, y ∈ X, 0 ≤ λ ≤ 1. Sei ` ein lineares Funktional auf
einem Teilraum Y , sodass `(x) ≤ ϕ(x), x ∈ Y . Dann existiert eine Fortsetzung ` auf X, sodass
`(x) ≤ ϕ(x), x ∈ X.

Beweis: Wir beginnen mit der Fortsetzung in eine Richtung. Sei x /∈ Y und Y1 := span{x, Y }.
Eine Fortsetzung `1 auf Y1 erfüllt

`1(y + αx) = l(y) + α`1(x) , y ∈ Y , α ∈ IR .

Die Bedingung `1(y + αx) ≤ ϕ(y + αx) ist äquivalent zu

sup
y∈Y, α>0

ϕ(y − αx)− `(y)

−α
≤ ˜̀(x) ≤ inf

y∈Y, α>0

ϕ(y + αx)− `(y)

α
.

Das ist genau dann möglich, wenn

ϕ(y1 − α1x)− `(y1)

−α1
≤ ϕ(y2 + α2x)− `(y2)

α2
(27)

für alle y1, y2 ∈ Y , α1, α2 > 0. Mit λ = α2
α1+α2

betrachten wir

α2`(y1) + α1`(y2) = (α1 + α2)`(λy1 + (1− λ)y2) ≤ (α1 + α2)ϕ(λy1 + (1− λ)y2)

= (α1 + α2)ϕ(λ(y1 − α1x) + (1− λ)(y2 + α2x)) ≤ α2ϕ(y1 − α1x) + α1ϕ(y2 + α2x) .

Division durch α1α2 ergibt (27). Die Fortsetzung auf Y1 ist also möglich.
Wir betrachten nun die Menge E aller Fortsetzungen `j , j ∈ I, von ` auf Teilräume Yj mit Y ⊂
Yj ⊂ X und `j ≤ ϕ auf Yj . Auf der Menge E definieren wir eine Halbordnung durch

`j � `k :⇐⇒ `k ist eine Fortsetzung von `j .

Sei nun Ê = {`j : j ∈ Î} eine Kette, d.h. eine totalgeordnete Teilmenge von E. Wir definieren
ˆ̀ : Ŷ :=

⋃
j∈Î Yj → IR durch ˆ̀(y) := `j(y) für y ∈ Yj . Dann ist ˆ̀∈ E eine obere Schranke für Ê.

Aus dem Lemma von Zorn [Teschl, Theorem A.2] folgt nun die Existenz eines maximalen Elements
` von E. Wäre ` nicht auf ganz X definiert, dann könnte man es wie am Anfang des Beweises in
eine Richtung fortsetzen, im Widerspruch zu seiner Maximalität.

Bemerkung: Es gilt offensichtlich auch `(x) ≥ −ϕ(−x). Insbesondere, wenn 0 ≤ ϕ(x) = ϕ(−x),
dann folgt |`(x)| ≤ ϕ(x).
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Korollar 7 Sei X ein Banachraum, Y ein Teilraum und ` ∈ Y ∗. Dann existiert eine Fortsetzung
` ∈ X∗ mit ‖`‖ = ‖`‖.

Beweis: ϕ(x) = ‖`‖‖x‖.

Korollar 8 Sei Y ein abgeschlossener Unterraum des Banachraumes X und x0 ∈ X \ Y . Dann
existiert ein ` ∈ X∗, sodass ` = 0 auf Y , `(x0) = dist(x0, Y ) und ‖`‖ = 1.

Beweis: Auf Ỹ := span{x0, Y } definieren wir ` durch `(y + αx0) := α dist(x0, Y ), y ∈ Y , α ∈ IR,
was schon die ersten beiden geforderten Eigenschaften von ` impliziert. Dann gilt

|`(y + αx0)| = |α|dist(x0, Y ) ≤ |α|‖x0 − (−y/α)‖ = ‖y + αx0‖ , y ∈ Y , α 6= 0 .

Weiters sei (yn)n∈IIN ⊂ Y so, dass ‖x0 − yn‖ ≤ (1 + 1/n)dist(x0, Y ). Es folgt

`(x0 − yn) = dist(x0, Y ) ≥ ‖x0 − yn‖
1 + 1/n

,

woraus ‖`‖ = 1 folgt. Die Fortsetzbarkeit auf X mit denselben Eigenschaften folgt aus Korollar 7.

Korollar 9 Sei Y ein abgeschlossener Unterraum des Banachraumes X und x ∈ X. Dann gilt
x ∈ Y genau dann, wenn `(x) = 0 für alle ` ∈ X∗, die auf Y verschwinden.

Satz 25 Sei X ein normierter Raum und X∗∗ := (X∗)∗ der Bidualraum. Dann ist die Abbildung
J : X → X∗∗, definiert durch J(x)(`) := `(x), ` ∈ X∗ eine Isometrie (d.h. normerhaltend).

Beweis: Wegen |J(x)(`)| ≤ ‖`‖∗‖x‖ gilt ‖J(x)‖∗∗ ≤ ‖x‖. Wegen Korollar 8 (mit Y = {0}) gibt es
für jedes x ∈ X ein `x ∈ X∗, sodass ‖`x‖∗ = 1 und `x(x) = ‖x‖. Daraus folgt |J(x)(`x)| = ‖x‖ =
‖`x‖∗‖x‖, und daher ‖J(x)‖∗∗ = ‖x‖.

Definition 26 Ist die im vorigen Satz definierte Einbettung J : X → X∗∗ surjektiv, dann heißt
der Raum X reflexiv.

Reflexive Räume werden oft mit ihren Bidualräumen identifiziert.

Beispiel: Sei 1 ≤ p < ∞ und ` ∈ (`p)∗. Mit der natürlichen Basis {δk : k ∈ IIN}, δkn = δnk,
definieren wir die Folge b durch bk := `(δk). Dann gilt

`(a) =
∑
n∈IIN

bnan .

Falls p > 1 setzen wir jetzt die Folge an = |bn|q/bn, bzw. an = 0 für bn = 0, in die Ungleichung
|`(a)| ≤ ‖`‖‖a‖p ein, wobei q der zu p adjungierte Exponent ist (1/p+ 1/q = 1):

∑
n∈IIN

|bn|q ≤ ‖`‖

∑
n∈IIN

|bn|p(q−1)

1/p

,

was äquivalent zu ‖b‖q ≤ ‖`‖ ist. Im Fall p = 1 setzen wir ak = sign(bk)δk, k ∈ IIN, mit

demselben Resultat.

Das bedeutet, dass für p < ∞ der Raum `q mit (`p)∗ identifiziert werden kann. Das wieder

impliziert, dass die Räume `p mit 1 < p <∞ reflexiv sind.
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Beispiel: Betrachten wir den Raum `∞konv der konvergenten Folgen. Dieser ist ein abgeschlossener

Teilraum von `∞. Auf `∞konv definieren wir `(a) := limn→∞ an. Dieses Funktional kann wegen

Korollar 7 auf `∞ fortgesetzt werden. Allerdings kann es nicht mit Hilfe der `(δk) = 0 dargestellt

werden.

Lemma 31 Sei X ein Banachraum. Dann gilt

1. Ist X reflexiv, dann auch jeder abgeschlossene Unterraum.

2. X ist genau dann reflexiv, wenn X∗ reflexiv ist.

3. Ist X∗ separabel, dann auch X.

Beweis:

1. Sei X reflexiv, d.h. J(X) = X∗∗, und Y ein abgeschlossener Unterraum. Zu zeigen: J(Y ) =
Y ∗∗. Sei also J0 ∈ Y ∗∗. Wir definieren die Fortsetzung J0 ∈ X∗∗ durch J0(`) := J0(` |Y ).
Dann existiert x0 ∈ X, sodass J0 = J(x0). Daraus folgt

`(x0) = J(x0)(`) = J0(`) = J0(` |Y ) ,

für alle ` ∈ X∗, und daher `(x0) = 0 für alle `, die auf Y verschwinden. Korollar 9 impliziert
x0 ∈ Y und daher J0 ∈ J(Y ).

2. Wenn X reflexiv ist und daher mit X∗∗ identifiziert werden kann, dann auch X∗ mit X∗∗∗.
Sei umgekehrt X∗ reflexiv, dann wegen oben auch X∗∗, das X als abgeschlossenen Unterraum
enthält, womit Reflexivität von X aus 1. folgt.

3. Sei X∗ separabel und {`n : n ∈ IIN} dicht in X∗.
Um Separabilität vonX zu zeigen, genügt es, eine totale Menge zu finden, d.h. eine abzählbare
Menge, deren lineare Hülle dicht liegt.
Wir wählen xn ∈ X so, dass ‖xn‖ = 1 und |`n(xn)| ≥ ‖`n‖/2, n ∈ IIN, und werden zeigen, dass
{xn : n ∈ IIN} eine totale Menge ist. Wäre das nicht so, dann würde x ∈ X \ Y existieren,
Y := span{xn : n ∈ IIN}. Dann gäbe es ein Funktional ` wie in Korollar 8 und eine Teilfolge
`nk
→ `, und daher

‖`nk
− `‖ ≥ |`(xnk

)− `nk
(xnk

)| = |`nk
(xnk

)| ≥ ‖`nk
‖/2 ,

woraus der Widerspruch `nk
→ 0 zu `nk

→ ` mit ‖`‖ = 1 folgt.

Korollar 10 Ist X reflexiv, dann ist es genau dann separabel, wenn X∗ separabel ist.

Beispiel: Wir haben vorher gezeigt, dass `∞ = (`1)∗ (bis auf Isometrie) gilt. Da `1 separabel

ist, `∞ aber nicht, folgt `1 6= (`∞)∗. Die beiden Räume sind also nicht reflexiv.
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4.3 Schwache Konvergenz

In diesem Abschnitt stellen wir die Frage, ob mit Hilfe von stetigen linearen Funktionalen etwas
über die Konvergenz von Folgen ausgesagt werden kann. In endlichdimensionalen Räumen ist die
Antwort positiv: Konvergieren für eine Folge {xn} die Zahlenfolgen `(xn) für alle stetigen linearen
Funktionale, dann konvergiert auch die Folge. In unendlichdimensionalen Räumen stimmt das
nicht.

Beispiel: Sei {uj : j ∈ IIN} eine orthonormale Menge im Hilbertraum H. Dann kann jedes

stetige lineare Funktional in der Form u 7→ 〈v, u〉 mit einem v ∈ H geschrieben werden, und

es gilt aufgrund der Besselschen Ungleichung 〈v, uj〉 → 0. Trotzdem konvergiert die Folge (uj)

wegen der Normierung natürlich nicht gegen Null.

Definition 27 Sei X ein Banachraum, x ∈ X und (xn : n ∈ IIN) ⊂ X.

• Ist (`(xn)) für alle ` ∈ X∗ eine Cauchyfolge, dann nennt man (xn) eine schwache Cauchyfolge.

• Gilt `(xn) → `(x) für alle ` ∈ X∗, dann sagt man, dass (xn) schwach konvergiert gegen x,
als Formel xn ⇀ x.

Lemma 32 Jede schwach konvergente Folge ist eine schwache Cauchyfolge. Schwache Konvergenz
ist schwächer als Konvergenz (zur Unterscheidung auch starke Konvergenz genannt). Schwache
Limiten sind eindeutig.

Beispiel: Mit schwach konvergenten Funktionenfolgen ist vorsichtig umzugehen. Gelte zunächst
un → u in L2(Ω). Dann gilt

‖u2
n − u2‖1 =

∫
Ω

|un + u||un − u|dx ≤ ‖un + u‖2‖un − u‖2 ≤ C‖un − u‖ ,

und daher u2
n → u2 in L1(Ω). Ein derartiger Schluss ist bei schwacher Konvergenz nicht möglich.

Sei z.B. un(x) =
√

2 sin(2nπx). Dann gilt un ⇀ 0 in L2((0, 1)) (siehe das vorige Beispiel).

Allerdings gilt un(x)2 = 1− cos(4nπx) und daher u2
n ⇀ 1.

Lemma 33 Sei X ein Banachraum.

1. Aus xn ⇀ x, yn ⇀ y, αn → α folgt xn + yn ⇀ x+ y und αnxn ⇀ αx.

2. Aus xn ⇀ x folgt ‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖.

3. Schwache Cauchyfolgen sind beschränkt.

4. Ist X reflexiv, dann ist jede schwache Cauchyfolge schwach konvergent.

5. Eine Folge (xn) ist eine (starke) Cauchyfolge genau dann, wenn `(xn) eine Cauchfolge ist,
gleichmäßig für alle ` ∈ X∗ mit ‖`‖ = 1.

Beweis:

1. Leicht.
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2. Wegen Korollar 8 (mit Y = {0}) gibt es ein ` ∈ X∗, sodass ‖`‖ = 1 und `(x) = ‖x‖. Es gilt

‖x‖ = `(x) = lim `(xn) ≤ lim inf ‖xn‖ .

3. Für jedes ` ist `(xn) eine Cauchyfolge in IR und daher beschränkt, also |J(xn)(`)| = |`(xn)| ≤
C(`). Wegen Korollar 5 ist J(xn) gleichmäßig in n beschränkt, und daher auch ‖xn‖ =
‖J(xn)‖.

4. Für eine schwache Cauchyfolge (xn) und ` ∈ X∗ konvergiert `(xn)→ j(`) ∈ IR. Offensichtlich
ist j ein lineares Funktional auf X∗, und wegen 3. gilt |j(`)| ≤ sup |`(xn)| ≤ ‖`‖ sup ‖xn‖ ≤
C‖`‖. Damit ist j ∈ X∗∗, und es gibt ein x ∈ X mit j = J(x). Schließlich gilt `(xn) →
J(x)(`) = `(x), d.h. xn ⇀ x.

5. Es gilt offensichtlich sup‖`‖=1 |`(x)| ≤ ‖x‖, aber mit dem speziellen ` aus dem Beweis von 2.
sogar die Gleichheit. Daher

‖xm − xn‖ = sup
‖`‖=1

|`(xm)− `(xn)| .

Schließlich erinnern wir uns daran, dass wir für die Existenz stark konvergenter Teilfolgen
Kompaktheit brauchen. Schwache Konvergenz ist schwächer, dafür aber auch billiger zu bekommen:

Satz 26 In reflexiven Banachräumen enthält jede beschränkte Folge eine schwach konvergente Teil-
folge.

Beweis: Sei (xn)n∈IIN beschränkt und Y = span{xn : n ∈ IIN}. Dann ist Y separabel und reflexiv
(Lemma 31, 1.). Daher ist auch Y ∗ separabel (Lemma 31, 3.) und besitzt eine dichte Teilmenge
{`k : k ∈ IIN}. Die bechränkte Folge (`1(xn))n∈IIN besitzt eine konvergente Teilfolge (`1(xn,1))n∈IIN,
und rekursiv konstruieren wir eine in einander geschachtelte Folge von Teilfolgen (xn,k)n∈IIN, k ∈ IIN,
sodass `k(xn,k) konvergiert. Mit der Diagonalfolge yn = xn,n konvergiert auch (`k(yn))n∈IIN für alle

k ∈ IIN. Sei nun ` ∈ Y ∗ und (ohne Änderung der Notation) `k → `. Daher

|`(ym)− `(yn)| ≤ |`(ym)− `k(ym)|+ |`k(ym)− `k(yn)|+ |`k(yn)− `(yn)|
≤ C‖`− `k‖+ |`k(ym)− `k(yn)| .

Die rechte Seite macht man klein, indem man zuerst k und dann m,n groß macht. Daher ist
(yn)n∈IIN eine schwache Cauchyfolge in Y und daher schwach konvergent (Lemma 31, 4.).

Beispiel: Wir betrachten das Randwertproblem

−ε∆u+ u = f in Ω , u = 0 auf ∂Ω ,

für 0 < ε� 1. Das Problem heißt singulär gestört, weil der formale Limes u0 = f der Differen-
tialgleichung für ε→ 0 nur mehr eine algebraische Gleichung ist, deren Lösung im Allgemeinen
die Randbedingungen nicht erfüllen kann. Wir werden zeigen, dass in einem geeigneten Sinn u0

trotzdem Grenzwert der Lösung u ist.
Für jedes feste ε > 0 ist u ∈ H1

0 (Ω) wegen des Riesz-Lemmas eindeutig bestimmt durch

〈Lu, v〉 := ε

∫
Ω

∇u · ∇v dx+

∫
Ω

uv dx =

∫
Ω

fv dx ∀ v ∈ H1
0 (Ω) .
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Mit v = u und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir die Abschätzung ‖u‖2 ≤
‖f‖2, die gleichmäßig in ε ist. Für εn → 0 ist die entsprechende Folge (un)n∈IIN von Lösungen

daher beschränkt in L2(Ω). Laut Satz 26 existiert eine Teilfolge (die wir wieder mit un beze-
ichnen) mit un ⇀ u ∈ L2(Ω). Man sieht leicht, dass H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) ⊂ D(L) gilt. Wählen wir
nun v ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω), dann folgt

〈u, Lv〉 = −εn
∫

Ω

un∆v dx+

∫
Ω

unv dx =

∫
Ω

fv dx .

Wegen der Beschränktheit und der schwachen Konvergenz von (un)n∈IIN können wir in dieser
Gleichung zum Limes übergehen:

〈u, v〉2 = 〈f, v〉2 ,

woraus wegen der Dichtheit von H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) in L2(Ω) das erwartete Resultat u = f folgt.

Wegen der Eindeutigkeit des schwachen Limes von Teilfolgen können wir auf diese verzichten,

und es gilt u ⇀ f in L2(Ω) für ε → 0. Auch stärkere Resultate sind möglich, allerdings mit

erheblich mehr Aufwand.

4.4 Aufgaben zu Kapitel 4

Aufgabe 4.1 Man zeige, dass ein unendlichdimensionaler Banachraum keine abzählbare Hamel-
basis besitzen kann. (Hinweis: Satz von Baire mit Xn := span{u1, . . . , un})

Aufgabe 4.2 Man zeige, dass die Menge der stetigen, nirgends differenzierbaren Funktionen dicht
in C([0, 1]) liegt. (Hinweis: Man betrachte Fk := {u ∈ C([0, 1]) : ∃x ∈ [0, 1] : |u(x) − u(y)| ≤
k|x − y| ∀y ∈ [0, 1]} und zeige, dass Fk abgeschlossen und nirgends dicht ist. Zu nirgends dicht:
Für u ∈ Fk und vε(x) = u(x) + ε sin(x/ε2) gilt vε /∈ Fk für ε klein genug.)
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