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1 Ein erster Blick auf Banach- und Hilbertraume
1.2 Der Banachraum stetiger Funktionen

Beispiel: Integralgleichung: Gesucht w : [a,b] — IR, sodass

u(w) = f@) 4= [ Kayudy, Voo, 0

mit f und K gegeben und stetig. |¢] < 1. Gibt es eine (stetige) Losung? Gilt fiir diese
u(z) =~ f(x), und was bedeutet das eigentlich?

Abstand zwischen Funktionen: Seien u,v € C([a,b]) und

doo(t,0) = sup Ju(z) — v(z)|.
z€[a,b]

Definition 1 Sei M eine Menge und d: M x M — [0,00). Es gelte fir alle u,v,w € M
o Symmetrie: d(u,v) = d(v,u)
e Definitheit: d(u,v) =0 <& wu=wv

e Dreiecksungleichung: d(u,w) < d(u,v) + d(v,w)

Dann nennt man d eine Metrik und das Paar (M,d) einen metrischen Raum.

Bemerkung: In metrischen Raumen sind Cauchyfolgen und Konvergenz von Folgen definiert. Kon-
vergenz bezliglich d, heifit gleichméaflige Konvergenz.

Lemma 1 (C([a,b]),ds) ist ein metrischer Raum.

Beispiel: Gleichung (1) ist linear mit Inhomogenitdt f, d.h. wenn

b
uj(z) = fi(z) +5/ K(z,y)u;(y)dy, Va € la,b], j=1,2,
dann ist u = Auy + pus eine Losung von (1) mit f = Afy 4+ pfe fir A, p € R.

C([a,b]) ist auch ein Vektorraum (iber R).
Vertriglichkeit der beiden Strukturen: Sei M ein VR iiber R und (M,d) ein metrischer
Raum. Weiters gelte fur u,v,w € M, A € R

e Translationsinvarianz: d(u,v) = d(u + w,v 4+ w)
e Homogenitat: d(Au, \v) = |\|d(u,v)

Definiert man in diesem Fall

[ull := d(u,0),
dann wird (M, || - ||) ein normierter Raum, d.h.
M ist ein Vektorraum iiber IR, und || - || : M — [0, 00) erfiillt fiir alle u,v € M, X € R,

e Definitheit: |lul| =0 < wu=0



e Homogenitéat: [[Aul| = |A|||u|
e Dreiecksungleichung: ||u + v|| < [Jul| + ||v||
Bemerkung: Umgekehrt ist jeder normierte Raum ein metrischer Raum mit d(u,v) := ||u — v||.

Lemma 2 (C([a,b]),] - |lcc) mit

[ulloo := sup [u(z)]
z€[a,b]
15t ein normierter Raum.
Bemerkung: || - ||oo wird Supremumnorm genannt. Man konnte allerdings fiir stetige Funktionen

sup durch max ersetzen.

Beispiel: Zuriick zu (1): Die rechte Seite

b
(Fu)(z) == f(z) + ¢ / K (2, y)u(y)dy (2)

definiert F': C([a,b]) = C([a,b]). Gesucht: Fixpunkt von F.
Iteration: ug := f, up+1 = Fuyn, n > 0, produziert fiir

€| sup / K (2, y)ldy < 1
z€la,b]
eine Cauchyfolge {un} in (C([a, b)), | - ).

Lemma 3 Der normierte Raum (C([a,b]), || - ||s) ist ein Banachraum, d.h. er ist vollstindig, d.h.
jede Cauchyfolge konvergiert.

Beispiel: Da F stetig ist, ist der Grenzwert u der oben konstruierten Cauchyfolge {u,} ein
Fixpunkt von F' und daher eine Losung von (1). Diese ist eindeutig, und es gilt

lu — flloo = O() fire = 0.
Definition 2 FEine Teilmenge By eines Vektorraumes heifit Hamel-Basis, wenn jede endliche Teil-

menge von By linear unabhdngig ist und wenn jedes Element des Vektorraumes als (endliche)
Linearkombination von Elementen von By dargestellt werden kann.

Das Problem mit Hamel-Basen ist, dass sie fiir praktische Zwecke viel zu grof (im allgemeinen
iiberabzahlbar) sind (siehe Kapitel 4).

Definition 3 Eine hochstens abzihlbare Teilmenge Bs = {u; : i € I} eines normierten Vektor-
raumes X heiffit Schauder-Basis, wenn es fir jedes x € X eindeutige Koeffizienten z; € R, i € I,

gibt, sodass
T= i,
i€l

wobei im Fall der Unendlichkeit der Indexmenge I die Reihe auf der rechten Seite als Grenzwert
interpretiert wird.



Waihrend die lineare Hiille einer Hamel-Basis der ganze Raum ist, gentigt es bei einer Schauder-
Basis, dass die lineare Hiille dicht ist.

Definition 4 FEin metrischer Raum, der eine abzihlbare dichte Teilmenge enthdlt, heifst separabel.
Lemma 4 Fin normierter Raum, der eine Schauder-Basis besitzt, ist separabel.

Beweis: Rationale Approximation der Koeffizienten. m

Lemma 5 (C([a,b]),| - |lcc) besitzt eine Schauder-Basis.

Beweis: Aquidistante Zerlegung des Intervalles in 2" Teilintervalle und stiickweise lineare Inter-
polation [Teschl, Problem 1.15]. =

Satz 1 (Weierstrafl) Die Menge der Polynome ist dicht in (C([a,b]), || - ||co)-

Beweis: Siehe [Teschl, Lemma 1.2, Theorem 1.3]. =

Bemerkungen: 1) Es geniigt die Menge der Polynome mit rationalen Koeffizienten, woraus die
Separabilitiat von (C([a,b]),] - ||co) folgt.

2) Das Resultat zeigt, dass C*°([a,b]) dicht in (C([a,b]), || - ||ec) ist, d.h. dass stetige Funktionen
gleichméflig durch glatte Funktionen approximiert werden kénnen.

3) Die Menge der Polynome mit rationalen Koeffizienten ist keine Schauder-Basis, weil gleichméfig
konvergente Potenzreihen nur analytische Funktionen darstellen kénnen.

1.3 Die Geometrie von Hilbertraumen

Beispiel: Das Losen eines linearen Gleichungssystems im IR"™ der Form Au = f ist fiir sym-
metrische Matrizen A wesentlich leichter als im allgemeinen unsymmetrischen Fall.

Mit (2) und der Definition Au := u— F'u kann auch (1) in der Form Au = f geschrieben werden.
Wie kénnen wir das Konzept von Symmetrie auf die Abbildung A tibertragen?

Symmetrie einer (n x n)-Matrix A kann mit Hilfe des Skalarproduktes charakterisiert werden:

(Au,v) = (u, Av) , Yu,v € R"

Sieht man einen Vektor im IR" als eine Abbildung von {1,...,n} nach R, dann kann man das
Skalarprodukt als punktweise Multiplikation mit anschlieBender Summation beschreiben.
Ersetzt man fiir reelle Funktionen die Summation durch das Integral, dann ergibt sich fiir
u,v € C([a,b]) das Skalarprodukt

b
(u,v) := / u(z)v(z)dx . (3)
Die Abbildung A = Id — F ist damit symmetrisch, wenn K(z,y) = K(y,z), 2,y € [a,b].

Definition 5 Sei V' ein Vektorraum und (-,-) : V. xV — R eine symmetrische bilineare Abbildung,
mit
(u,u)y >0, und (u,u) =0 << u=0.

Dann heifit (-,-) ein Skalarprodukt auf V.



Lemma 6 Sei (-,-) ein Skalarprodukt auf V. Dann wird durch
[ull := \/(u, w)

eine Norm (die vom Skalarprodukt induzierte Norm) auf V' definiert.

Definition 6 FEin Vektorraum mit Skalarprodukt, der beziiglich der vom Skalarprodukt induzierten
Norm vollstindig ist, heifst Hilbertraum.

Lemma 7 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Sei (-,-) ein Skalarprodukt auf V.. Dann gilt
[{w, )| < [lull o] -
Beweis: 0 < (u — Av,u — A\v) mit A = % .
Beweis: (von Lemma 6) Alles leicht aufler Dreiecksungleichung:
lu+0l* = (u+v,u+v) = Jul? + 2(u,0) + ]| < Jlall? + 2]l ol + [loll* = (]l + [o]])?.
|

Definition 7 Der Winkel /(u,v) € [0, 7] zwischen Nichtnullvektoren w und v wird definiert durch

{u, v)
lull o]l

cos /(u,v) =

Insbesondere nennt man w und v orthogonal und schreibt ulv, wenn (u,v) = 0.

Bemerkung: Die Wohldefiniertheit des Winkels ist eine Konsequenz aus der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung.

Lemma 8 (Pythagoras) Sei ulv. Dann gilt |[ul|® + ||v]|? = ||u + v]||?.
Beweis: Ausrechnen. =

Bestapproximation P,u von u entlang der von v aufgespannten Geraden: P,u = Av, wobei

min |lu — \vl|?
AR

— {wv)

wird angenommen fir A = ol d.h. Pou= v. Flir den Approximationsfehler gilt

(u,v)
[v]l®

uti=u—Pulwv,

d.h. P, ist die orthogonale Projektion auf die von v aufgespannte Gerade.
LH2‘

Pythagoras impliziert ||ul|? = || P,ul|® + ||u

Satz 2 1) Fir jede von einem Skalarprodukt induzierte Norm gilt das Parallelogrammgesetz

o+ ol* + flu = v]|* = 2]jul® + 20|

2) Fir jede Norm, die das Parallelogrammgesetz erfillt, wird durch
1 2 2
(w,0) = ¢ (Il +of* = u = o)
ein Skalarprodukt definiert.

Beweis: 1) Ausrechnen.
2) Nicht Stoff der Vorlesung (siehe [Teschl, Theorem 1.6]).



1.4 Vollstandigkeit
Beispiel: Durch (3) wird die Norm

b
lulls = / w(z)2ds

auf C([a,b]) induziert. Man zeigt leicht

[ull2 < Vb —allullc  VYu e C([a,b]). (4)
Definition 8 1. Seien || - || und || - ||« Normen auf dem Vektorraum V', und es existiere ¢ > 0,
sodass
Jull <cllull. VueV.
Dann heif$t || - ||« stdrker als || - ||
2. Ist || - ||« starker als || - || und || - || starker als || - ||«. Dann heiflen || - || und || - ||« dquivalent.
Lemma 9 Sei || ||, starker als ||-||. Dann folgt Konvergenz beziiglich |- || aus Konvergenz beziiglich

- -

Beweis: Leicht. =

Satz 3 Auf einem endlichdimensionalen Vektorraum sind alle Normen dquivalent.

Beweis: Sei V ein Vektorraum mit Dimension d < co und {b1,...,bs} eine Basis. Da Aquivalenz
von Normen eine Aquivalenzrelation ist, geniigt es zu zeigen, dass alle Normen dquivalent zur Norm

d d
”qu = Z |Odj| fiir u = Z(ijj
=1 i=1

sind. Sei also || - || eine beliebige andere Norm auf V. Wir zeigen zunéchst, dass || - || : V — R
stetig beztiglich || - ||; ist:

d
[lfull = /[l < flu —of| < ; o — 511051 < max b ] | — 2l

wobei die erste Ungleichung eine Konsequenz aus der Dreiecksungleichung ist. Die Oberflache der
Einheitskugel
S:={ueV: |ul =1}

beziiglich || - ||; ist eine abgeschlossene beschrankte Menge, und die stetige Funktion || - || nimmt
daher auf S ihr Minimum ¢; und ihr Maximum ¢y an. Da S den Ursprung nicht enthélt, gilt

0<c <|o| <e Yves.

Der Beweis wird abgeschlossen, indem wir fiir ein beliebiges v € V, u # 0, v = u/||u|; wéhlen. =

Bemerkung: Sei X ein d-dimensionaler Vektorraum mit Basis {b1,...,bs}. Eine Folge
Up = a1 pby + -+ + agp,bg konvergiert unabhangig von der Norm auf X genau dann, wenn die
Folgen (o 5 )5e; fiir alle k =1,...,d in R konvergieren.



Beispiel: 1) Die Folge u,(x) = (1—|nz—1|)+ € C([0, 1]) konvergiert punktweise und beziiglich
| - |l2 gegen us(z) = 0 € C([0,1]), aber nicht beziiglich || - ||o. Es ist daher wegen (4) | - |oo
starker als || - ||2, aber nicht umgekehrt.

2) Die Folge (up)52; C C([—1,1]), definiert durch

-1 —1<z<-1/n
un(x) =< nx —1/n<z<1/n (5)
1 1/n<z<1

ist eine Cauchyfolge beztiglich || - ||2, konvergiert aber nicht gegen eine stetige Funktion sondern,
zumindest punktweise, gegen die unstetige Funktion u(z) = sign(z). Der normierte Raum
(C([a,b]),] - |l2) ist daher kein Banachraum.

Jeder normierte Raum kann durch Vervollstdndigung auf eindeutige Art zu einem Banachraum
erweitert werden. Diese Prozedur, mit deren Hilfe auch die irrationalen Zahlen eingefiihrt wer-
den konnen, wird im Folgenden dargestellt. Sie besteht vereinfacht gesagt darin, dem Raum die
fehlenden Grenzwerte von Cauchyfolgen hinzuzufiigen.

Satz 4 1) Sei (X, || -||) ein normierter Raum. Dann wird durch
(un)n=1 ~ (vn)pZy = nh_{gO(Un —vn) =0

eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Cauchyfolgen in X definiert. Mit [(un)>,] wird die
Aquivalenzklasse von (u,)%, bezeichnet.

2) Sind (un)5% 1, (vn)o2, Cauchyfolgen in X und X € R, dann sind auch (u,+v,)5%; und (Aug )5,
Cauchyfolgen in X, und (||uy||)o2; ist eine Cauchyfolge (und daher konvergent) in R.

3) Definiert man auf der Menge X der Aquivalenzklassen die Vektorraumoperationen und die Norm
durch

[(un)na] + [(on)na] == [(un + va)pZal s Ml(un)na] == [(Aun)pZil s [[(un)pZilll == Tim junl],

dann ist (X,| - ||) ein Banachraum, der X als dichten Teilraum enthdlt, wenn man die in X
konvergenten Cauchyfolgen mit ihren Grenzwerten identifiziert.

Beweis: Siehe [Teschl, Lemma 1.9, Theorem 1.10] =

Korollar 1 Die Vervollstindigung eines Vektorraums mit Skalarprodukt beziiglich der induzierten
Norm ist ein Hilbertraum, wobei das Skalarprodukt auf der Vervollstindigung durch

([(un)pztls [(on)nza]) = nli_{go@n, )

definiert ist.

Beispiel: Der durch Vervollstdndigung von (C([a, b]), | - ||2) entstehende Hilbertraum wird

(L?((a,b)), |- |l2) genannt. Auch seine unstetigen Elemente konnen in gewissem Sinne als Funk-
tionen interpretiert werden. Als 'Namen’ fiir eine Aquivalenzklasse kann oft der punktweise
Limes einer Cauchyfolge verwendet werden. So kann man z.B. die Aquivalenzklasse der durch
(5) definierten Cauchyfolge mit der Signum-Funktion identifizieren. Leider ist diese Darstellung



nicht eindeutig. Man zeigt leicht, dass mit geeignet gewahlten anderen Reprasentanten der
Aquivalenzklasse die Werte der punktweisen Limiten an einzelnen Punkten beliebig verindert
werden konnen. Das sollte nicht iiberraschen, weil die durch ein Integral definierte Norm nicht
zwischen Funktionen unterscheiden kann, die sich nur an endlich vielen Stellen voneinander un-
terscheiden. Interpretiert man das Integral im Lebesgue-Sinn, dann kann man L?((a,b)) auch
als die Menge aller quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen einfithren, wobei Funktio-
nen als identisch angesehen werden, wenn sie sich nur auf einer Lebesgue-Nullmenge voneinan-
der unterscheiden. Dazu gehéren auch die quadratisch (eigentlich oder uneigentlich) Riemann-
integrierbaren Funktionen.

Beispiel: Fiir beliebiges p > 1 wird durch

b 1/17
lull, = ( / |u<w>|pdx>

eine Norm auf C([a, b]) definiert. Die Dreiecksungleichung zeigt man, indem man die Minkowski-
Ungleichung (13) zunéchst fir Riemann-Summen verwendet. Der durch Vervollstéandigung von
C([a, b]) beziiglich dieser Norm entstehende Banachraum wird mit (L?((a, b)), || - ||,) bezeichnet.

1.5 Kompaktheit
Beispiel: Als Motivation betrachten wir nun eine nichtlineare Integralgleichung:

b
u(w) = f(e) + [ Kloy)sinuly)dy, (©

wobei wir wieder annehmen, dass f : [a,b] - R und K : [a,b]*> — R stetig sind. Wieder
betrachten wir die Fixpunktiteration

b
wi= . (@) = f(2) + / K (2, y) sinwn (y)dy (7)

in C([a,d]). Man sieht leicht, dass

b
funllc < 171+ max [ [K@ldy  ¥ne X,

gilt, d.h. die Folge (u,)32, ist beschrénkt in C([a,b]). Das geniigt natiirlich nicht fiir Kon-
vergenz. Allerdings kdnnten wir uns mit weniger begniigen, ndmlich mit der Existenz einer
konvergenten Teilfolge.

Satz 5 (Bolzano-Weierstraf) In einem endlichdimensionalen Banachraum besitzt jede beschrinkte
Folge eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Siehe [Teschl, Theorem B.22]. =

Beispiel: Dieses Resultat gilt nicht in unendlichdimensionalen Rdumen. Fiir die Funktionen-
folge (5) gilt |lun|lec = 1, n € IN, aber sie enthélt keine in C([a,b]) konvergente Teilfolge,
weil sie punktweise gegen die unstetige Funktion sign(z) konvergiert. Man beachte, dass der



Stetigkeitsmodul d,,(¢) = €/n von u, fiir n — co degeneriert.
Wir untersuchen, ob es zu einem solchen Problem auch in der Folge (7) kommen kann:

b
[un+1(21) = uns1(z2)| < [f(21) — fl2)] +/ K (21,y) — K(z2,y)|dy,  n=>1.

Mit den Stetigkeitsmoduln d¢ bzw. dx von f bzw. K sieht man leicht, dass

sy = min {5 (5) 5 (355 ))

ein gemeinsamer Stetigkeitsmodul fiir alle u,, ist.

Definition 9 Eine Teilmenge von C([a,b]) heifit gleichgradig stetig, wenn es einen gemeinsamen
Stetigkeitsmodul fiir alle thre Elemente gibt.

Satz 6 (Arzeld-Ascoli) Fir F C C([a,b]) sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Jede Folge in F besitzt eine in C([a,b]) konvergente Teilfolge.

2. Es gibt ein o € [a,b], sodass {u(zo) : u € F'} beschrdnkt ist, und F ist gleichgradig stetig.

Beweis: Es gelte 2, 0(¢) sei der gemeinsame Stetigkeitsmodul der Elemente von F' und es sei e > 0.

Dann gibt es Intervalle I3, ..., I, deren Lénge jeweils hochstens d(g) ist, sodass
J
[a, b] = U Ij .
j=1

Als Konsequenz gilt fiir u € F:
[ulloc < sup [v(zo)| + Je,
veF

d.h. F ist beschrénkt in C([a, b]).
Sei nun (uy) eine Folge in F' und (x) eine Nummerierung der rationalen Zahlen in [a,b]. Da die
Folge (uy(z1)) beschrénkt ist, gibt es eine Teilfolge (uj,,) von (uy), sodass (u1,,(x1)) konvergiert.
Induktiv konstruiert man fiir jedes k € IN eine Teilfolge (ug ) von (uy), sodass (ukn (1)), - . ., (ugn(Tk))
konvergieren. Die Diagonalfolge vy, := uy, , konvergiert daher an allen rationalen Punkten in [a, b].
Wir werden zeigen, dass (v,) C (uy) eine Cauchyfolge und daher konvergent in C([a, b]) ist.
Fiir € > 0 wahlen wir die Intervalle I1,...,1; wie oben und rationale Zahlen z; € I;, j =1,...,J.
Dann gilt

[Om () — vp(x;)] < e fir m,n > N;(e), j=1,...,J.

Sei nun z € [a, b] beliebig und daher x € I; fiir ein j € {1,...,J}. Dann gilt
[um (@) = vn(@)] < |om(@) — vm(2))| + [vm(25) — va(z;)] + [vn(z;) — vn(2)] < 3

fir m,n > N(e) := max{Ni(g),...,Ny(e)}.
1. = 2.: spater =



Beispiel: Als Konsequenz des Satzes von Arzeld-Ascoli enthélt (7) eine konvergente Teilfolge.
Leider reicht das nicht fiir die Existenz einer Losung von (6). Auch wenn (u,, ) eine konvergente
Teilfolge ist, muss das nicht fir (u,,+1) gelten. Und wenn doch, kann die zweite Teilfolge gegen
einen anderen Grenzwert konvergieren.

Die Existenz einer Losung folgt aus dem Schauderschen Fixpunktsatz [Teschl, Theorem 18.7],
der allerdings nicht zum Stoff dieser Vorlesung gehort.

Im Folgenden verwenden wir in metrischen Rédumen die Begriffe offene Kugeln (Notation: K, (u)
fiir die offene Kugel mit Radius » und Mittelpunkt u), offene bzw. abgeschlossene Mengen, sowie

Rand bzw. Abschluss einer Menge (Notation z.B. 0K, (u) bzw. K,(u) fiir die Oberfliche von
Kugeln bzw. abgeschlossene Kugeln).

Definition 10 Sei A Teilmenge eines metrischen Raumes. FEine Familie {O; : i € I} von offenen
Mengen nennt man eine offene Uberdeckung von A, wenn

ACUOZ

il

Definition 11 Eine Teilmenge K eines metrischen Raumes heifit kompakt, wenn jede offene Uber-
deckung von K eine endliche Teiltiberdeckung besitzt. Sie heifst relativ kompakt, wenn ihr Abschluss
kompakt ist. Sie heifst folgenkompakt, wenn jede Folge in K eine in K konvergente Teilfolge besitzt.

Sie heift total beschrinkt, wenn sie fir jedes € > 0 eine endliche Uberdeckung mit offenen Kugeln
vom Radius € besitzt.

Lemma 10 Kompakte Mengen sind total beschrdinkt und abgeschlossen. Teilmengen kompakter
Mengen sind relativ kompakt.

Beweis: Sei K kompakt und ¢ > 0. Dann ist {K.(u) : u € K} eine offene Uberdeckung, die eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt. Daraus folgt die totale Beschrénktheit.
Sei nun v im Komplement von K. Dann gibt es fiir jedes u € K ein g, > 0, sodass

K., (u)NK.(v)={}.

Offensichtlich bilden die K., (1) eine offene Uberdeckung von K, und es gibt eine endliche Teiliiberdeckung
{K.: (w1),...,K;,(uy)}. Da fiir e := minj<j<ye; gilt, dass K.(v) N K = {}, ist das Komplement

von K offen.

Sei K/ ¢ K und {O} : i € I'} eine offene Uberdeckung von K’. Fiir jedes u € K \ K’ konnen

wir wegen der Offenheit dieser Menge eine Kugel K, (u) finden, sodass K., (u) N K’ = {}. Offen-
sichtlich ist {0} : i € I'} U{K.,(u): u € K\ K’} eine offene Uberdeckung von K, und die wegen

der Kompaktheit von K existierende endliche Teiliiberdeckung induziert eine endliche Uberdeckung

von K’ durch Elemente von {O}: i€ I'}. =

Satz 7 In metrischen Raumen sind die Eigenschaften kompakt und folgenkompakt dquivalent.

Beweis: 1) Sei K kompakt und (u,) C K eine Folge ohne konvergente Teilfolge. Aus dieser
Eigenschaft folgt, dass {u, : n € IN} abgeschlossen und daher wegen Lemma 10 kompakt ist.
AuBerdem gibt es fiir jedes n € N ein ¢, > 0, sodass K, (uy,) kein anderes Folgenglied enthalt.
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Die Uberdeckung von {u, : n € IN} durch die Menge dieser Kugeln kann daher keine endliche
Teiliiberdeckung besitzen.

2) Sei nun K nicht kompakt und {O; : i € I'} eine offene Uberdeckung von K, die keine endliche
Teiliiberdeckung besitzt. Fiir jedes u € K wahlen wir nun unter den O; > w eine aus, die eine
moglichst grofle Kugel mit Mittelpunkt u enthélt. Genauer gesagt wahlen wir i(u) € I so, dass fir
die groBite Kugel K,.(,)(u) C Oy, entweder r(u) > 1 oder

Nun konstrurieren wir eine Folge beginnend mit einem beliebigen u; € K, und dann rekursiv so,
dass

n
Unt+1 € K\ U Oi(um)7 (9)
m=1
was moglich ist, weil es keine endliche Teiliiberdeckung gibt. Nehmen wir nun an, die Folge hatte
eine gegen us, € K konvergente Teilfolge, die wir der Einfachheit halber wieder mit (u,,) bezeichnen.
Diese erfiillt ebenso (9). Wéhlen wir nun ¢ € (0, 1) so, dass Ky(uc) C Oj(y,,)- Dann gibt es N € NN,
sodass un, un+1 € K,/5(uao). Daraus folgt d := d(un,uny1) < 20/5 und damit

Kaa(un) C Ko(too) C Oju,) -

Da aber andererseits r(uy) < d < 1 gilt, ist das ein Widerspruch zu (8). Daher ist K nicht
folgenkompakt.

Korollar 2 Fine Teilmenge K eines metrischen Raumes ist genau dann relativ kompakt, wenn
jede in K liegende Folge eine (nicht unbedingt in K ) konvergente Teilfolge enthilt.

Bemerkung:

1. Aus dem Satz von Bolzano-Weierstrafl folgt nun der Satz von Heine-Borel, dass namlich in
endlichdimensionalen Raumen Kompaktheit dquivalent ist zu Beschranktheit und Abgeschlossen-
heit.

2. Der Satz von Arzeld-Ascoli (dessen Beweis wir gleich vervollstdndigen werden) liefert ein
Kriterium fiir relative Kompaktheit in C([a, b]).

Beweis: (1. = 2. im Satz von Arzeld-Ascoli) Sei F' C C([a,b]) relativ kompakt und € > 0. Dann
gibt es eine endliche offene Uberdeckung {K.(u;): 7 =1,...,J} von F (Lemma 10). Sei nun §(¢)
ein gemeinsamer Stetigkeitsmodul der Funktionen wy,...,uy. Fir u € K.(u;) und |z — y| < 6(¢)
gilt dann

u(@) = u(y)| < u(@) —uj(@)] + |uj(2) = u;(y)] + |uj(y) —uy)] < 3¢,
was die gleichgradige Stetigkeit von F beweist. Beschranktheit folgt direkt aus der relativen Kom-
paktheit (Lemma 10). =

Satz 8 In wollstindigen metrischen Rdumen sind die FEigenschaften relativ kompakt und total
beschrdinkt dquivalent.
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Beweis: Wegen Lemma 10 und Korollar 2 geniigt es zu zeigen, dass aus totaler Beschréanktheit
folgt, dass Folgen Haufungspunkte besitzen. Sei also K total beschrankt und (u,) C K eine Folge.
Wihlen wir eine endliche Uberdeckung von K mit Kugeln vom Radius e; = 1, dann enthélt eine
dieser Kugeln unendlich viele Folgenglieder, die eine Teilfolge (u1 ) bilden. Rekursiv definieren wir
fiir alle k € IN Folgen (uy, ), sodass (ug+1,,) in einer Kugel vom Radius €;, = 27F liegt und Teilfolge
von (ug,p) ist. Dann ist die Diagonalfolge (uy ) eine Cauchyfolge, die wegen der Vollstandigkeit
des metrischen Raumes konvergiert. m

Eine praktische Beweismethode fiir totale Beschréanktheit ist das folgende Resultat:
Lemma 11 Sei K Teilmenge eines metrischen Raumes, und fiir jedes € > 0 ezistiere ein §(g) > 0,
ein metrischer Raum (M, d.) und eine Abbildung ®. : K — M., sodass ®.(K) total beschrankt ist

und
de (P (), P (y)) < d(e) = d(z,y) <e.

Dann ist K total beschrankt.
Beweis: Da ®.(K) total beschrankt ist, existiert eine endliche Uberdeckung {Vi,...,Vy} mit

Kugeln vom Radius d(¢). Daher ist {®-1(V1),...,®-(Vi)} eine Uberdeckung von K mit Mengen,
die jeweils in Kugeln mit Radius ¢ liegen. =

Beweis: (Alternativer Beweis von 2. = 1. im Satz von Arzeld-Ascoli) Sei K C C([a, b]) beschrankt
und gleichgradig stetig, sowie ¢ > 0 und {Ks.)(z1), ..., K5e)(vn)} eine Uberdeckung von [a, b].
Wir definieren

®.(u) == (u(z1),...,u(zy)) € RV .

Wegen der Beschranktheit von K ist ®.(K) beschrankt und daher total beschriankt. Weiters folgt
aus |Pc(u) — - (v)| < e und x € Ks()(7y), dass

u(z) = v(@)] < |u(@) = w(@n)| + |u(zn) = v(zn)| + [v(z) — o(@n)| < 3¢,

und daher ||[u —v|jeo < 3c. =

Im Folgenden benétigen wir die Jensen-Ungleichung (ohne Beweis):

Lemma 12 Sei u € C([a, 5]) und ¢ : R — R konvex. Dann gilt

w(Bia/ju(x)dx> < 6ia/jtp(u(x))da¢.

Lemma 13 Sei u € LP((a,b)), p > 1. Dann gilt

limg [|u(- +y) —ull, =0,
wobei u aufSerhalb von (a,b) durch Null fortgesetzt wird.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass nicht nur C([a,b]) dicht in LP((a, b)) liegt, sondern auch die
Menge der stetigen Funktionen Cy([a, b]), die an a und an b verschwinden. Deren Fortsetzung durch
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Null aufierhalb von (a,b) ist gleichméBig stetig. Sei nun (u,), .y C Co([a,b]) eine Folge, die in
LP((a,b)) gegen u konvergiert. Dann gilt

lu(-+y) —ull, < flut+y) = un(-+9)llp + [lunl +y) = unllp + [lun — ullp
< lun(- +y) = unllp + 2{jun — ullp -

Fiir € > 0 wéhlen wir nun n grof§ geng, dass ||u, — ul|, < €/4 wird und dann

g
on | =—=——— | ,
ol <00 (55—a777)

wobei ¢,, der Stetigkeitsmodul von u,, ist. =

Dieses Resultat iiber Elemente von LP((a, b)) entspricht in einem gewissen Sinn der gleichméfigen
Stetigkeit von Funktionen in C([a,b]). Analog zum Satz von Arsela-Ascoli impliziert gleichméfige
Giiltigkeit der obigen Eigenschaft relative Kompaktheit von Funktionenmengen:

Satz 9 (Riesz-Kolmogorow) Sei K C LP((a,b)), p > 1, beschrankt. Fir jedes e > 0 existiere ein
d(e) > 0, sodass
lu(-+y) —ull,<e  firue K, |yl <d(e),

wobei u aufSerhalb von (a,b) durch Null fortgesetzt wird. Dann ist K total beschrankt (d.h. relativ
kompakt).

Beweis: Sei e > 0 und N(¢) € N so, dass Az = ]lz,_(g < d(e). Weiters wahlen wir z; := a + jAxz,
j=1,...,N(e), und

~—

1 (%
(Pu)(z) := A—x/ ’ u(y)dy firz; 1 <z <uzj.
Tj—1

Nun zeigen wir (beides mit Jensen mit ¢(u) = |ulP)

N . p
1 Ty
1Pully =8>~ | o= [ w@yda] <l we (b))
=1 -1
und
N x| g
||u—Pu||§=Z/ A ) () —uw)dy Car < —Z/ [ uta) — uty)rde dy
; Tj1 Tj—1 JTj-1
— p < 2¢P K.
_Aa:/m; j u(z + z)[Pdr dz < 2¢ u €
Daher gilt
|Pu—Poll,<e = Ju—ul, < (1+2"7/P)

Nun definieren wir ® : K — RV durch

= o [ udy =L N,

j—1
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und
|®(w)]l- == |[Pull,.
Dann ist ®(K) beschrinkt und daher total beschrénkt. AuBerdem gilt
|P(u) — ®(v)||c < e S lu— |, < (1 + 9l +1/p)

womit die Annahmen von Lemma 11 gezeigt sind. =

Beispiel: Eine Menge von lipschitzstetigen Funktionen auf [a, b] mit gemeinsamer Lipschitzkon-
stante ist relativ kompakt in C(]a, b]).

Beispiel: Die Folge (uy,,), definiert durch Losung von
ul, (z) = sin(nu,(x)), u,(0)=1,
ist relativ kompakt in C([0, 1]).

Beispiel: Den Sobolevraum W1P((a,b)), p > 1, kann man definieren als Vervollstindigung von
C1([a, b]) beziiglich der Norm

lull1p = llullp + 1/l -
Offensichtlich gilt W1P((a,b)) C LP((a,b)). Sei K eine beschriinkte Menge in WP ((a,b)).
Dann ist K auch beschriankt in LP((a,b)), und es gilt fir u € K, y > 0,

b b T4y
1
/|u(x+y)7u(x)\pd:c = yp/ f/ ()dz dr < yP~ 1// |/ (2)|Pdz dx
< v [ wera =y,
z—y

und analog fiir y < 0. Es folgt daher aus Satz 9, dass K relativ kompakt in LP((a, b)) ist (ein
Spezialfall des Satzes von Rellich-Kondrachov). Die obige Abschitzung muss natiirlich zunéchst

fiir eine gegen u konvergente Folge in C([a,b]) durchgefiihrt werden, wonach man zum Limes
iibergehen kann.

Beispiel: Sei immer noch K eine beschrinkte Teilmenge von W ((a,b)), nun mit p > 1, und
u € K NCY([a,b]). Dann besitzt die Funktion

b
o) = ula) = = [ uw)dy

mindestens eine Nullstelle xq, weil ihr Integral iiber [a, b] verschwindet. Daraus folgt die Darstel-
lung

o) = o [way+ [

0
Mit Hilfe der Holder-Ungleichung erhélt man
Ju(@)] < (b= a)"VP|lull, + (b= a) TPl

woraus die Beschréinktheit von K beziiglich || - ||oo folgt. Ahnlich zeigt man
Y
u(z) —u(y)| < / [/ (2)ldz < o = y|* =P

Das beweist einerseits W1?((a,b)) C C([a, b]) (ein Spezialfall des Sobolevschen Einbettungssatzes)
und andererseits, dass K relativ kompakt in C([a, b]) ist. Genauer genommen miisste man sagen,
dass fiir jedes Element von W% ((a,b)), das ja eine Aquivalenzklasse von Cauchyfolgen ist, alle
Représentanten der Cauchyfolge gleichméfig gegen dieselbe stetige Funktion konvergieren.
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1.6 Beschrankte Operatoren

Definition 12 1) Seien (X, | -||x), (Y, |- |y) normierte Rdume, D(A) ein linearer Unterraum von
X und A: D(A) C X = Y eine lineare Abbildung. Dann nennt man A einen linearen Operator.
Die Mengen

Ker(A) :={ueD(A): Au=0} C X und  Ran(A) := {Au: u € D(A}

heifsen Kern und Bild (engl.: range) von A.
2) Ein linearer Operator heifft beschrinkt, wenn ||Al|x_y < oo fir die Operatornorm

Al x -y = sup | Aully
we€D(A), |Jull x=1

Lemma 14 Fin linearer Operator ist genau dann beschrankt, wenn er stetig ist.
Beweis: Aus Beschrianktheit folgt Lipschitzstetigkeit bei Null,

[Aully < |Allx—yllulx

und daher wegen der Linearitat Lipschitzstetigkeit iiberall.

Sei andererseits A unbeschriankt. Daraus folgt die Existenz einer Folge (u,,) auf der Einheitskugel
von X (d.h. |ju,|| = 1), sodass ||Auy|y > n, was fur v, = u,/n impliziert, dass ||Av,|y > 1,
obwohl v,, — 0. Also ist A unstetig. m

Lemma 15 Sei A ein dicht definierter (d.h. D(A) dicht in X ), beschrinkter linearer Operator
und Y ein Banachraum. Dann existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung von A auf X. Diese
hat dieselbe Operatornorm wie A.

Beweis: Aufgrund der Stetigkeit werden in D(A) verlaufende und in X konvergente Folgen auf
Cauchyfolgen in Y abgebildet, die wegen der Vollsténdigkeit konvergieren. =

Definition 13 Die Menge der beschrinkten linearen Operatoren von X nach'Y wird mit L(X,Y)
bezeichnet. Im Fall X =Y schreiben wir L(X) := L(X,X). X* := L(X,R) heifst Dualraum von
X. Die Elemente von X* heifien beschrdinkte lineare Funktionale.

Bemerkung: Allgemein werden Abbildungen von einem Vektorraum in den Skalarraum als Funk-
tionale bezeichnet.

Beispiel: Jedes z* € (R?)* kann in der Form
d
x*(m):Zx;ij, (z3,...x5) € R,
j=1

geschrieben werden. Man kann also (R*)* mit IR? identifizieren.
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Beispiel: Seip > 1, % + % =1 und a* € ¢? fest gewdhlt. Dann wird durch
a*(a) = Za’;aj (10)
j=1

ein Element von (¢P)* definiert, und zwar wegen der hélderschen Ungleichung |a*(a)| < [la*|4]la|p-
Es kann daher #7 mit einem Teilraum von (¢?)* identifiziert werden. Wir werden spéter zeigen,
dass sogar alle Elemente von (¢2)* in der Form (10) geschrieben werden konnen.

Beispiel: Sei H ein Hilbertraum und u* € H fest gewéhlt. Dann wird durch
u*(u) = (u*, u) (11)

ein Element von H* definiert, und zwar wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung |u*(u)| <
[lw*||||w||. Es kann daher H mit einem Teilraum von H* identifiziert werden. Analog zum vorigen
Beispiel werden wir spéter zeigen, dass sogar alle Elemente von H* in der Form (11) geschrieben
werden konnen.

Lemma 16 L(X,Y) bildet zusammen mit der Operatornorm einen normierten Raum, der ein
Banachraum ist, wenn'Y einer ist.

Beweis: Sowohl die Vektorraumeigenschaften als auch die Normeigenschaften sind leicht zu zeigen.
Ist (A,) eine Cauchyfolge in £(X,Y), dann ist (A,u) wegen

|Anu — Apully < [|An — Amllx—yllullx

flir alle u € X eine Cauchyfolge in Y. Ist Y ein Banachraum, dann ist durch Au := lim,_ Apu
ein beschréankter linearer Operator definiert, von dem man leicht sieht, dass er der Grenzwert von
(A,) ist. =

1.7 Allgemeinere Funktionenraume

Definition 14 1) Eine Teilmenge 2 eines metrischen Raumes heif$t zusammenhdngend, wenn
jedes beliebige Paar von Punkten in Q) durch eine Kurve verbunden werden kann, d.h.

Ve,ye Q Jp: [0,1] = Q stetig: ¢(0) =z, ¢(1)=y.
2) Eine offene, zusammenhdngende Teilmenge eines metrischen Raumes nennt man ein Gebiet.

Beispiel: 1. Die Gebiete in R sind die offenen Intervalle.
2. Offene Kugeln und, allgemeiner, offene konvexe Mengen sind Gebiete. In diesem Fall kénnen
die Verbindungskurven als Strecken gewahlt werden.

Definition 15 Sei Q C R™ ein Gebiet. Dann bezeichnet man mit CF(Q), k > 0, die Menge der
Funktionen, fir die alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k in §) existieren, sowie stetig und
beschrinkt sind. Mit C*(QY) bezeichnet man die Teilmenge der Funktionen in CF(Q), die zusammen

mit ihren Ableitungen bis zur Ordnung k stetig auf Q0 fortgesetzt werden kénnen. Wir schreiben
auch Cy() = CP(Q) bzw. C(Q) = C°(Q).
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Partielle Ableitungen schreiben wir mit Hilfe von Multiindices o = (o, ..., ) € INJ'. Die
Ordnung eines Multiindex ist definiert durch |a| = oy + - - 4+ «,;, und die partielle Ableitung zum
Multiindex o durch

aloly,
0ulzy, ..., Tm) = —————
( Y 9 m) 81‘?1017%{”

Die Supremumnorm auf einem Gebiet  C R™ schreiben wir als

(xlv"'amm)'

[ulloo := sup |u(z)] .
e

Lemma 17 Sei Q C R™ ein Gebiet. Dann ist CF(S2) mit der Norm

lulleoo = Y 10%ulloo

o] <k
ein Banachraum und C*(Q) ein abgeschlossener Teilraum.

Definition 16 FEine auf einem Gebiet QQ C R™ definierte reellwertige Funktion u heifit holderstetig
mit Exponent v € (0, 1], wenn
u(x) —u(y
e sup 1) =00
TAYEN |z — ]

endlich ist.

Bemerkung: Holderstetigkeit mit v = 1 heiflt Lipschitzstetigkeit.

Lemma 18 Sei C*7(Q) die Menge aller u € C*(Q), sodass alle Ableitungen der Ordnung k von u
hélderstetig mit Exponent  sind. Dann ist C*7(Q) mit

ooy = lullkeo + Y (0%,
|a|=k

I

ein Banachraum.

Bemerkung: C*7(Q) = C’{f 7(£2), weil Holderstetigkeit in Q stetige Fortsetzbarkeit auf Q garantiert.

Im Folgenden werden wir eine allgemeinere Version des Satzes von Arzeld-Ascoli verwenden:

Satz 10 Seien X,Y metrische Raume, sei Y vollstindig und B C X kompakt. Sei K eine Menge
von Funktionen u: B — Y, die punktweise beschrdinkt und gleichgradig stetig ist. Dann besitzt jede
Folge in K eine gleichmdfsig konvergente Teilfolge mit einem stetigen Grenzwert.

Beweis: Analog zum Beweis fiir X =Y = R auf S. 12 (siche auch [Teschl, Theorem 1.29]). =

Satz 11 Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet. Seien ki,ka > 0 und vy1,v2 € (0,1], sowie entweder
k1 < ko oder k1 = ky und v1 < 2. Dann sind beschrankte Mengen in Ch22 (ﬁ) relativ kompakt in
C*L(Q) und beschrinkte Mengen in C*71(Q) relativ kompakt in C*1(Q).
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Beweis: Die zweite Aussage folgt aus Satz 10.
Die erste Aussage zeigen wir fiir k&1 = ko = 0, 71 < 2. Sei also (u,,) eine beschrinkte Folge in
CY72(Q)). Dann folgt aus der Beschrinktheit von

[UH]'yl < sup |x— y|72—vlw

< Clug)y,
S w—gpe = Clinhe

d.h. die Folge ist auch beschrinkt in C%7(Q). Aus der ersten Aussage folgt die Existenz einer
gleichméBig konvergenten Teilfolge, die wir wieder mit (u,) bezeichnen, d.h. lim, . u, = u
beziiglich der Supremum-Norm. Da aus der gleichméfligen Konvergenz punktweise Konvergenz
folgt, konnen wir in der Ungleichung

|un(z) = un(y)| < Clz —y[7
zum Limes n — oo iibergehen, woraus u € C?72(Q) folgt. Weiters gilt fiir alle ¢ > 0

o qqp (@) —u(@) —un(y) +u)l o fun(2) — u(z) — un(y) + uly)l
[Un ]’YI = |x—y|p<£ ‘.% - y”h " |a:—yI\)>5 |x - yhl

< @ (gl + [tu)) + 267wy — ufloo < 207 4 267y — o

Die rechte Seite kann beliebig klein gemacht werden, indem man zuerst € klein und dann n grofl
wihlt. Damit ist die Konvergenz u, — u in C%7 () gezeigt. =

Bemerkung: Sind X C Y Banachrdume und es gilt ||ully < c|lullx, d.h. die Identitat als Ab-
bildung von X nach Y ist stetig, dann spricht man von einer stetigen Einbettung von X in Y
und schreibt X — Y. Sind beschrankte Mengen in X sogar relativ kompakt in Y, dann spricht
man von einer kompakten Einbettung und schreibt X << Y. Satz 11 ist also ein Resultat iiber
kompakte Einbettungen. Bei dieser Sprechweise muss die Einbettungsabbildung nicht immer die
Identitat sein, wie das Beispiel auf Seite 14 zeigt, wo die Einbettungsabbildung darin besteht, eine
Aquivalenzklasse von Cauchyfolgen auf ihren gemeinsamen Grenzwert abzubilden. In diesem Sinne
gilt WP ((a,b)) — CO1=1/P([a,b]) << C([a,b]) fiir p > 1.

Der Tréager (engl. support) einer stetigen Funktion v :  C R™ — IR ist definiert durch
supp(u) := {z € Q: u(x) # 0}.

Sei 2 C R™ ein Gebiet. Wir betrachten Vektorrdume von Funktionen mit kompaktem Trager:

CH(Q) := {u e C*Q) : supp(u) C Q und supp(u) beschriinkt}
und
CH(€) := {u e C*Q) : supp(u) C Q und supp(u) beschrankt} .

Man beachte die Unterschiede zwischen den beiden Definitionen: C¥(€2) besteht aus Funktionen,
die in der Nahe des Randes von €} und, wenn ) unbeschrankt ist, auflerhalb einer geniigend
groBen Kugel verschwinden. Elemente von C¥(Q) haben nur die zweite Eigenschaft. Daher gilt fiir
beschriinktes 2, dass C¥(Q) = C*(Q)

Verwenden wir einen Integralbegriff fiir stetige Funktionen auf kompakten Mengen (siehe z.B.
[1]), dann kann die Norm

1/p _
fullyi= ([ fu@pds) L wec@. pz1,
Q

berechnet werden.
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Definition 17 Sei Q@ C R™ ein Gebiet und p > 1. Der Banachraum W*P(Q) ist die Ver-
vollstindigung von C¥(Q) beziiglich der Norm

1/p 1/p
lulleg = | 3 lomal) =X [ |aau|pd:c) .
la|<k lal<k 7S

Fiir k = 0 schreiben wir LP(2) := WP(Q).

Bemerkung: Die Riume W*P(Q) werden Sobolevriume genannt. Der Raum W*2(Q) ist ein Hilber-
traum mit dem Skalarprodukt

Z / 0%u 0% dx .
Q

(u, vy ==
loo| <k

Er wird oft mit H*(Q) bezeichnet.

Bemerkung: Alle in diesem Abschnitt eingefiihrten Banachrdume von Funktionen, d.h. C’f (Q),
C*(Q), C*(Q) und WHP(Q), sind separabel.

1.8 Aufgaben zu Kapitel 1

In den folgenden Aufgaben kann man ausgehen von der Holderschen Ungleichung

1/q

d d p , 4
> lanbn| < (Z Ianlp> (Z Ibn!"> : (12)
n=1 n=1 n=1

und der Minkowskischen Ungleichung

d 1/p d 1/p d 1/p
(Z ‘an + bn|p> < <Z |an|p> + <Z |bn|p> ) (13)
n=1 n=1 n=1

fir alle a,, b, € R firn=1,...,d, p € [1,00], - + = = 1 (Beweis siehe Vorlesung Analysis).

1,1
P g

Aufgabe 1.1 Fir p > 1 betrachte man die Menge von reellen Folgen

0 I/P
7 :={a = (an)pZy : llall, <oo}  mit [|all := (Z !%!”) :
n=1

und zeige, dass (P, || - ||,) ein Banachraum ist. Ebenso fiir die Menge £>° aller beschrdnkten Folgen
mit ||allc := sup,,c pvlanl.

Aufgabe 1.2 Man zeige, dass P, p < oo, separabel ist, aber nicht £>°. Hinweis: Fur letzteres
betrachte man die Folgen, deren Glieder nur 0 oder 1 sind. Wie viele davon ¢ibt es?

Aufgabe 1.3 Sei (B, | -||) ein Banachraum (mit Skalarkérper R). Dann wird durch

Bo:={u+iv: u,v € B}
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die Vektorraum-Komplexifizierung von B definiert. Man vervollstindige dies durch Definition der
Vektorraumoperationen in B . Auferdem zeige man, dass durch

Jutivlgi= sup | cos(e)u+sin(e)ol )
p€(0,2m)

eine Norm auf B ¢ definiert wird, die die Kompatibilititsbedingungen
lutiOllg=lul,  llut+ivlg=lu—ivlg
erfillt.

Aufgabe 1.4 Sei (H,(,-,-)) ein Hilbertraum und H ¢ die Vektorraum-Komplezifizierung von H.
Man zeige, dass durch

(u+iv,z +iy) o= (u, ) + (v, y) +i((v,2) — (u,y)) =" (u+ v, — iy)”

ein Skalarprodukt auf H ¢ definiert wird, was bedeutet, dass es die Figenschaften aus Definition 5
besitzt bis auf die Symmetrie, die durch die Hermite-Eigenschaft

<Ua u> C—= <’LL, U)C
ersetzt wird, und die Linearitdt beztiglich des zweiten Arguments, die durch
(u, Az + py) o = Mu, ) ¢+ 1w, ) ¢
ersetzt wird. Ist die durch (-,-) o induzierte Norm dieselbe wie in (14)?

Aufgabe 1.5 Man berechne die beste Approxzimation der Form ax, a € R, fir die Funktion u(x) =
sinz in L2((0,7/2)).

Aufgabe 1.6 Seien vy,...,vk paarweise orthogonal im Hilbertraum H. Man zeige, dass die beste
Approzimation von u € H durch eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., vk gegeben ist durch
K
Z P, u.
k=1

Was ist die Antwort, wenn die Annahme der paarweisen Orthogonalitdt auf lineare Unabhdngigkeit
abgeschwdcht wird?

Aufgabe 1.7 Seien u,v # 0 in einem Hilbertraum. Man zeige
Lu,w)=0 & IA>0:u=.
Hinweis: Man verwende || Pyul|.
Aufgabe 1.8 Auf der Menge der Polynome ersten Grades sei das Skalarprodukt
(a1 + by, ax + be) := 2a1ag + 3b1b2 + a1by + agb;

gegeben sowie das L%((0,1))-Skalarprodukt {-,-)2. Man zeige direkt (d.h. ohne Verwendung von
Satz 3), dass die beiden induzierten Normen dquivalent sind.
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Aufgabe 1.9 Man zeige LP((a,b)) C Li((a,b)) firp > q.
Aufgabe 1.10 Wie kénnte man LP(R), p > 1, definieren?

Aufgabe 1.11 Fiir u = [(u,)] € L*((a,b)) und c,d € [a,b] definieren wir das Integral

d d
/c u(x)dx = n11_>ngo ; Up(x)dz
wobei auf der rechten Seite das Riemannintegral verwendet wird. Man zeige Wohldefiniertheit, d.h.
dass der Grenzwert existiert und unabhdngig von der gewdhlten Cauchyfolge ist. Weiters zeige man,
dass das Integral als Abbildung von L'((a,b)) nach R linear ist sowie, dass

/cd u(x)dr = /ce u(z)dx + /ed u(z)dx , /Cdu(:n)dx

gilt. Was bedeutet dabei der letzte Term eigentlich?

Aufgabe 1.12 Man beweise folgendes Resultat (Fréchet): Seip > 1 und K C (. Weiters gelte
1) K ist punktweise beschrinkt, d.h. ¥Yn € IN 3M,, > 0, sodass sup,cy |an| < My, und

2) Ve >0 IN(e) € IN, sodass Y 0> i |an|? < P fiir alle a € K.

Dann ist K relativ kompakt.

< /Cd ()| d

Aufgabe 1.13 Welche der folgenden Mengen ist relativ kompakt in C([0,1])?

()  K={uelX[0,1]): [lullo <1}
(i)  K={ueC[0,1]): v <1}
(it)) K ={ueCH[0,1]): [lulloc <1, [/l < 1}

Es ist leicht zu zeigen, dass C([a, b]) mit der Norm

lull1.00 = [lulloo + [[/]loc
ein Banachraum ist. Da er alle Polynome enthélt, ist er dicht in C(]a, b]).

Aufgabe 1.14 Man zeige, dass A = L : C*([a,b]) — C([a,b]) in L(C*([a,b]),C([a,b])) ist, dass
aber || Allc((a,b))—C([a,p)) = 00 ist. Kann man eine alternative Norm |||« auf C([a,b]) finden, sodass
I Alle(ap)—c((ap) beztglich || - ||« endlich ist? (Hinweis: u(x) = e"*)

Aufgabe 1.15 Der Operator A: C([a,b]) — C([a,b]) ist definiert durch

T

(Au)(x) := / sin(z — y)u(y)dy .

a

Man zeige A € L(C([a,b])) und, dass A beschrinkte Mengen auf relativ kompakte Mengen abbildet,
indem man zundchst A € L(C([a,b]),C*([a,b])) zeigt.

Aufgabe 1.16 Man zeige, dass durch Au := u(xo), g € [a,b], ein beschrdnktes lineares Funktional
auf C([a,b]) definiert wird, d.h. A € C([a,b])*. Ist A auch beschrinkt, wenn man C([a,b]) mit der
Norm || - ||p, 1 < p < oo, ausstattet statt mit || - ||oc ¢
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Aufgabe 1.17 Seien (X, || - ||x) und (Y, | - |ly) Banachrdume. Man zeige, dass dann auch

(X XY |- [lxxy) mit
1, )l xsy = /Nl + llylI3-

ein Banachraum ist. Man nennt ithn die direkte Summe von X und Y .

Aufgabe 1.18 Seiu: I C IR — R hélderstetig mit Exponenten v > 1. Man zeige, dass u konstant
15t.

Aufgabe 1.19 Sei u € CY%(Q) und v € C%7(Q) mit 0 < vy, v < 1. Man zeige, dass fiir das
punktweise definierte Produkt uvv € C%7(Q) mit v = min{~,, v} gilt.

2 Hilbertraume

Im Folgenden wird mit H ein Hilbertraum bezeichnet.

2.1 Orthonormalbasen

Definition 18 Eine Menge {u; : j € I} C H heifit orthonormal, wenn
(uj,ur) = dji, hkel,
gilt, d.h. die Elemente der Menge sind normiert und paarweise orthogonal.

Lemma 19 Sei {uq,...,u,} eine endliche orthonormale Menge und M ihre lineare Hiille. Sei

feH und

n

Sy =Y (frug)uy ==y

j=1

Dann ist f| die orthogonale Projektion von f auf M, d.h. fLJ_uj, Jj=1,...,n, mit der Konsequenz

n

LFIZ = AP+ 1FHP = D Fu® + 1717,

J=1

aus der die Besselsche Ungleichung

n

> () < 1P (15)

7j=1
folgt. Weiters ist f die beste Approzimation fir f durch Elemente aus M, d.h.
IFr<if=fl, viem. (16)

Beweis: Siche Aufgabe 1.6. =
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Lemma 20 Sei {u; : j € IN} C H eine abzihlbare orthonormale Menge, M der Abschluss ihrer
linearen Hiulle und f € H. Dann konvergiert die Fourierreihe
> (fu)uy = fy (17)

Jj=1

(mit den Fourierkoeffizienten (f,u;)) und es gelten sinngemdf$ die Resultate von Lemma 19, ins-
besondere die Besselsche Ungleichung

[e.9]

> (fu)® < |17

j=1
Beweis: Die Besselsche Ungleichung und damit die Konvergenz der Reihe auf ihrer linken Seite
erhélt man mit n — oo in (15). Aus der Gleichung
2
n

= Z <fauj>2

j=m+1

n

Z <f7 uj>uj

j=m+1

folgt daher, dass die Folge der Partialsummen der Fourierreihe eine Cauchyfolge in H ist. =

Lemma 21 Sei {u; : j € I} C H eine beliebige (d.h. eventuell tiberabzihlbare) orthonormale
Menge, M der Abschluss ihrer linearen Hille und f € H. Dann sind héchstens abzdihlbar viele
Fourierkoeffizienten (f,uj) verschieden von Null und

fiy = {fru)u

Jjel

existiert als Summe einer konvergenten Reihe. Ebenso fiir die linke Seite der Besselschen Ungle-
ichung

> (fou® < |17

Jjel
Auch die anderen Resultate von Lemma 19 gelten sinngemdp.

Beweis: Das Resultat folgt aus dem folgenden

Satz: Seien a; > 0, j € I und es existiere eine endliche obere Schranke M fiir beliebige endliche
Summen der a;. Dann sind hochstens abzahlbar viele a; verschieden von Null.

Beweis: Offensichtlich gibt es fiir jedes n € IN endlich viele (némlich héchstens Mn) a; >
ergibt mit n — oo eine Abzahlung aller positiven a;. =

. Das

3=

Definition 19 Sei {u; : j € I} C H eine orthonormale Menge. Wenn

f:Z<fvuj>ujv \V/fG/H,

Jel

dann nennt man {u; : j € I} eine Orthonormalbasis (ONB).
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Wir rufen in Erinnerung, dass eine hochstens abzahlbare ONB eine Schauder-Basis ist. In
Abschnitt 1.2 haben wir gezeigt, dass jeder normierte Raum, der eine Schauder-Basis besitzt,
separabel ist. Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch, was aber nicht leicht zu beweisen ist (siche
https://en.wikipedia.org/wiki/Per Enflo). Sie stimmt allerdings fiir Hilbertraume:

Satz 12 Jeder separable Hilbertraum besitzt eine hochstens abzdihlbare ONB.

Beweis: Wir beschréanken uns auf den interessanten Fall, wo H unendlichdimensional ist. Wir
wahlen eine abzahlbare dichte Menge. Durch Weglassen von Elementen erhalten wir eine Menge
{f; : j € IN}, sodass jede endliche Teilmenge linear unabhéngig ist und deren lineare Hiille dicht ist.
Nun konstruieren wir eine ONB mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsver-
fahrens: Der erste Schritt ist

v
| f1]]
Dann rekursiv:

n

Un+1
Un41 = fn+1 - Z(fn-f-l?uj)uj? Un+41 = || s H ’ n 2 1.

Wegen der linearen Unabhangigkeit der f; gilt v,41 # 0, weil die Summe in der Definition eine
Linearkombination von fi,..., f, ist.
Sei nun f € H, f) definiert wie in Lemma 21 und fr=f- fi # 0. Da die lineare Hiille

von {f; : j € IN} und daher auch von {u; : j € IN} dicht liegt, gibt es in letzterer ein f mit
£ = fIl < IIf*|l, im Widerspruch zu (16). Daher gilt f+ =0, und {u; : j € N} ist eine ONB. =

Die bisher eingefiihrten Banachrdume von Funktionen sind alle separabel. Fiir ein Beispiel eines
nicht separablen Hilbertraumes siehe Aufgabe 2.3.

Beispiel: Die Menge der Polynome, d.h. die lineare Hiille von {f,(z) = 2" : n € Ny} liegt
dicht in L2((—1,1)). Das Gram-Schmidt-Verfahren liefert eine ONB, die bis auf die Normierung
gegeben ist durch die Legendre-Polynome:

_3.%‘2—1

P(z)=1, Pi(x)==z, Px) -

Diese erfiillen die Normierungsbedingung P, (1) = 1. Orthogonalpolynome spielen in der nu-
merischen Mathematik eine wichtige Rolle.

Beispiel: Trigonometrische Fourierreihen sind ein weiteres Beispiel der Darstellung von Ele-
menten von L?((a, b)) mit Hilfe einer ONB.

Satz 13 Fir eine orthonormale Menge B = {u; : j € I} C H sind die folgenden FEigenschaften
daquivalent:

1. B ist eine ONB.

2. B ist eine mazximale orthogonale Menge.
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3. Fur alle f € H gilt die Parsevalsche Gleichung

LI =D f us)?.

jel

4. (fiuj) =0,Vjel, impliziert f =0.

Beweis: 2. = 1.: Angenommen B ist keine ONB. Dann gilt f- # 0 und f+1B, d.h. B ist nicht
maximal.
1. = 3.: Das ist eine direkte Konsequenz aus f+ = 0 und

AP =D (F u) + 17112
Jel
.= 4.: Gilt die Parsevalsche Gleichung und (f,u;) =0, Vj € I, dann folgt || f|| = 0 und daher

3

f=0.
4. = 2.: Sei B nicht maximal, d.h. es existiert @ # 0 mit (4, u;) = 0, j € I. Es gilt also nicht 4.
| |

Beispiel: Der einfachste unendlichdimensionale Hilbertraum ist #2 (mit dem Skalarprodukt
(a,b)ez = > 72 arbi). Er ist separabel und besitzt die ONB {(d;,)72, : j € IN}. Sei nun H
ein beliebiger anderer unendlichdimensionaler separabler Hilbertraum mit ONB {u; : j € IN}.
Dann definieren wir eine lineare Abbildung U € £L(H, ¢?) durch

Uf == ({(fruj)n)ie: - (18)
Die Abbildung ist invertierbar mit

oo
U la= E a;u;
j=1

und erfillt (Uf,Ug)ez = (f, g)2, woraus natiirlich auch |Uf|l;2 = || f]l3 folgt, d.h. U erhélt
Langen und Winkel. Eine Abbildung mit diesen Eigenschaften nennt man unitdr. Man sagt
auch: Jeder unendlichdimensionale separable Hilbertraum ist unitir dquivalent zu 2.

2.2 Der Projektionssatz und das Riesz-Lemma

Definition 20 Fiir M C H ist das orthogonale Komplement gegeben durch

Mt ={ueH:ulv YveM}.

Lemma 22 Sei M C H. Dann ist M+ ein abgeschlossener Unterraum von H, und (M) ist der
Abschluss der linearen Hiille von M.

Beweis: Dass M* ein abgeschlossener Unterraum ist, folgt aus der Bilinearitit und aus der
Stetigkeit des Skalarproduktes. Da offensichtlich M C (M=)* gilt und (M*)* ein abgeschlossener
Unterraum ist, muss (M*)+ mindestens alle Elemente von span(M) enthalten. Sei nun u ¢
span(M). Dann gilt nach den Resultaten des vorigen Abschnitts u = u) + ut mit u)| € span(M)
und 0 # ut Lspan(M), woraus ut € M=+ folgt. Weiters gilt (u,u’) = [Jut||?> > 0, und daher
udg¢ (M)t m

Der folgende Projektionssatz folgt nun direkt aus den bisherigen Resultaten:
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Satz 14 Sei M ein abgeschlossener Unterraum von H. Dann gibt es fir jedes u € H eine eindeutige
Darstellung v = u)| + ut mit u € M und ut e M+,

Lemma 23 (Riesz-Lemma) Sei £ € H*. Dann existiert ein eindeutiges v € ‘H, sodass
L(u) = (u,v) VueH.

Beweis: Fiir ¢ = 0 wahlen wir natiirlich v = 0.
Sei nun ¢ # 0. Dann ist Ker(¢) ein abgeschlossener echter Teilraum von #H, und es existiert ein
normiertes ¥ € Ker(£)*. Da £(?)u — £(u)d € Ker(£), u € H, gilt

0= (3, 6(B)u — L(u)T) = (L(8)5, u) — £(u) ,

und wir kénnen v = ¢(0)v wéahlen.
Sei nun 4(u) = (u,v1) = (u,v2), u € H. Dann gilt (u,v; —v2) =0, u € H, woraus v; = vy folgt. =

Bemerkung: Jeder Hilbertraum kann also mit seinem Dualraum identifiziert werden.

Beispiel: Wir withlen # = H'() mit dem Skalarprodukt
(u,v)1,2 = /(Vu - Vo + uv)dx.
Q

Fiir f € L*(Q) wird durch
L(v):= | fvdzx
Q

ein ¢ € H* definiert, weil
1) < [[fll2llvllz < Lfll2llv]l12-

Aus dem Riesz-Lemma folgt die Existenz eines eindeutigen u € H'(Q), sodass £(v) = (u,v)1 2,
v e HY(Q), dh.
/(Vu-Vv—I—uv—fv)dx:O, ve HY(Q).
Q

Das ist die schwache Formulierung eines Differentialgleichungsproblems. Wiissten wir, dass die
Losung u glatt ist, dann konnten wir partiell integrieren, um

/ Un-VudJ—/(Au—u—!—f)vdx:O, ve HY(Q),
o0 Q

zu erhalten. Hier bezeichnet n den nach auflen orientierten Einheitsnormalvektor auf 02 und
do das Oberflichenelement. Wihlen wir zunichst beliebige v € C1(£), dann verschwindet der
Randterm, und es folgt die elliptische Differentialgleichung

Au—u+f=0, in Q. (19)

Weiters folgern wir fiir allgemeine v die Neumann-Randbedingungen

n-Vu=0, auf 0. (20)

Das Problem (19), (20) beschreibt die Equilibriumsdichteverteilung u einer chemischen Substanz
in einem Reaktions-Diffusionsprozess, der in einem isolierten Behélter stattfindet.

26



2.3 Operatoren und Bilinearformen
Lemma 24 Seia: Hi X Hy — R eine beschrinkte Bilinearform, d.h. 3C > 0, sodass

|a(u, v)| < Cllullw, [|v]l, -
Dann existiert ein eindeutiger Operator A : Hi — Ho, sodass

a(u,v) = (Au,v)y, , u€eHHi, veHs,
und es gilt
[ Al -2, = sup |a(u, v)] <C.
l[ull3, =[lv][#,=1

Beweis: Anwendung des Riesz-Lemmas. =
Beispiel: Sei K € L?*(Q x Q), H1 = Ho = L*(Q2) und

)= [ [ Keguwudy ds.
aJao
Zweimalige Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt
|a(u, )| < [ K2 (@xa)llull2]lv]l2 -
Offensichtlich gilt

(Au)(z) = / K, y)u(y)dy.

Satz 15 Fir jeden Operator A € L(H1,Hz2) existiert genau ein adjungierter Operator
A* € L(Ha,H1), sodass

(Au,v)y, = (u, Av)y, , ueHy, veEH,.

Gilt H1 = Ho und A = A*, dann heifst A selbstadjungiert oder symmetrisch.

Beweis: Anwendung des Riesz-Lemmas. =

Beispiel: Der Operator aus dem letzten Beispiel ist genau dann selbstadjungiert, wenn K (z,y) =
K(y,x), x,y € Q.

Beispiel: Sind H; und H; endlichdimensional, dann wird der adjungierte Operator durch die
transponierte Matrix dargestellt.

Beispiel: Fiir die unitire Abbildung U in (18) gilt U* = U~ 1.
Lemma 25 Sei A, B € L(H1,Hs), C € L(H2,H3) und o € R. Dann gilt
1. (A4 B)*=A*+ B, (aA)* = aA*.
2. A¥=A.
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3. (CA)*=A*C*.
4o AT = 1AL IAJP = [[A*A] = [[AA%].
5. Ker(A*) = Ran(A)*.

Beweis: Leicht. Lemma 24 verwenden. =

Definition 21 Der Operator A € L(H) heifit nichtnegativ, A > 0, wenn (Au,u) >0, u € H. Wir
schreiben auch A > B, wenn A — B > 0.

Lemma 26 Sei A € L(H) und A > k > 0 (FEigentlich sollten wir statt 'x’ 'k mal Identitat’
schreiben). Dann ist A bijektiv und A7 < L.

Beweis: Wegen
Allull* < (Au, ) < JAullllul = [[Aull = &lfull,

ist A injektiv, und es gilt [|[A71]| < L.

Sei nun (v,) C Ran(A) eine konvergente Folge. Dann existiert v = lim, ;oo A~!v,, und es gilt
Au = lim,, o vp,. Daher ist Ran(A) abgeschlossen. Sei nun h € Ran(A)*. Dann gilt 0 = (Ah, h) >
&||h||? und daher h = 0. Daraus folgt, dass A surjektiv ist. m

Das folgende berithmte Resultat ist eine Verallgemeinerung des Riesz-Lemmas auf unsym-
metrische Bilinearformen.

Lemma 27 (Laz-Milgram) Sei a : H x H — R bilinear,
e beschrinkt: 3C >0: |a(u,v)| < C|ull||v]], wund
e koerziv: Ik >0: alu,u) > &lul®
Weiters sei £ € H*. Dann existiert genau ein u € H, sodass
a(u,v) = £(v) VYveH, (21)

und es gilt ||u|| < lletr,

K

Beweis: Sei A € L(H) der durch a(u,v) = (Au,v) definierte Operator (Lemma 24) und f € H
definiert durch ¢(v) = (f,v) (Lemma 23). Dann ist (21) dquivalent zu Au = f. Die Koerzivitit
von a impliziert A > k. Daher ist A invertierbar (Lemma 26) mit ||[A7!]| < 1/k, und u = A7Lf.
Daher gilt auch |ul| < ||f||/x = ||¢||/k. =

Beispiel: Wir betrachten das Randwertproblem
(o' — (Bu) +qu=f in (0,1), u(0) = u(1) = 0, (22)

wobei wir f € L?((0,1)) annehmen und, dass die Koeffizientenfunktionen «, 3,y € C([0,1])
zusitzlich a(x) > a > 0, y(x) > v > 0, = € [0,1], erfiillen. Dieses Problem ist im Allgemeinen
nicht explizit 16sbar.
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Multiplizieren wir die Differentialgleichung mit einer beliebigen Funktion v € C((0,1)) und
integrieren danach (teilweise partiell), dann ergibt sich

1 1
a(u,v) = €(v), mit a(u,v) = / (au'v' + Buv’ +~yuv)dzr, L(v) = / fvdx.
0 0

Wir wollen versuchen, die Existenz einer eindeutigen Losung mit Hilfe des Lax-Milgram-Lemmas

zu beweisen. Als Hilbertraum withlen wir H}((0,1)) := C1((0,1)), einen abgeschlossenen Teil-
raum von H!((0,1)). Das beriicksichtigt unsere Wahl von v und beinhaltet gleichzeitig die
Randbedingungen fiir w.

Nun zeigen wir Beschrénktheit von a und ¢ mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

la(u, v)| < @l [l2[1v"ll2 + Bllull2llv'l2 + Flull2llvlls < @+ B +F)ullr2llv]i.2,
()] < 1 ll2llvllz,

wobei @, 3,7 obere Schranken fiir die Betrige der Koeffizientenfunktionen sind. Um Koerzivitéit
von a zu zeigen, machen wir die Abschétzung

= B3 B
a(u,u) > allu’|3 = Bllull2llw'l|2 + yllul3 > (a =5 I+ (2= 55 ) lellz (23)

wobei wir die Young-Ungleichung |AB| < % + ]23—;, 6 > 0, verwendet haben. Unter der
zusatzlichen Bedingung

B <oy

an die Koeffizientenfunktionen kann man & so wahlen, dass beide Koeffizienten auf der rechten
Seite von (23) positiv sind, was die Koerzivitdt von a impliziert. In diesem Fall sind alle
Annahmen des Lax-Milgram-Lemmas erfiillt.

2.4 Aufgaben zu Kapitel 2

Aufgabe 2.1 Sei {u; : j € I} eine ONB von H und A € L(H). Man zeige, dass A vollstindig
definiert ist durch die Matrizelemente Ajy, := (Auj,ug), j,k € 1.

Aufgabe 2.2 Der Raum L*(e~1*ldx) sei definiert als die Vervollstindigung von C.(IR) beziiglich
des Skalarproduktes

(u,v) := /oo u(z)v(z)e *ldz .

—0o0

Man zeige, dass die Menge der Polynome in diesem Raum dicht liegt und berechne die ersten 4
Elemente einer ONB, die durch Orthogonalisierung von Monomen entsteht.

Aufgabe 2.3 Sei V' die lineare Hille von {sin(az) : a € R} C Cp(R) und

R
(u,v) := lim l/ u(x)v(x)dz

R—oo R J_R

ein Skalarprodukt auf V. Man zeige, dass die Vervollstindigung (beziiglich der induzierten Norm,)
von V' ein nicht separabler Hilbertraum ist.
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Aufgabe 2.4 Sei P € L(H) selbstadjungiert, und es gelte P?> = P. Man zeige, dass P die orthog-
onale Projektion auf einen abgeschlossenen Unterraum M ist, d.h. man zeige, dass M := Ran(P)
abgeschlossen ist, dass Pu = u fiir u € M und dass u — Pu € M~ firu c H.

Aufgabe 2.5 Sei ¢ € H*. Man bestimme £*.
Aufgabe 2.6 Seiu € Hi, v € Ha und A € L(H1,H2) definiert durch

Af = (fa ’LL>H1’U .

Man bestimme A*.

Aufgabe 2.7 Fiir die Abbildung A : H'((0,1)) — L?((0,1)), Au = o/, diskutiere man die Bestim-
mung von A* durch Lésung eines Differentialgleichungsproblems.

Aufgabe 2.8 Der Operator A € L(H1,Hz) sei invertierbar mit A=Y € L(Ha,H1). Man zeige
(A—l)* — (A*)fl.

Aufgabe 2.9 Seia: H xH — R eine symmetrische, koerzive, beschrinkte Bilinearform, ¢ € H*
und E(v) := La(v,v) — €(v). Man zeige, dass die beiden Probleme

E(u) = %1%[1 E(v) und a(u,v) =4(v) YveH

dieselbe Losung u € ‘H besitzen.

Aufgabe 2.10 Sei k > 0 und durch

aji1—2a; +Kkaj_1, j=>2,
o= { et

eine Abbildung zwischen reellen Folgen mit a1 = 0 definiert. Man bestimme (wj)jeﬂ\f so, dass A
symmetrisch ist beziglich des Skalarproduktes

o)
(a,b)y = Z a;bjw; .

Jj=1

3 Kompakte Operatoren

3.1 Der Raum der kompakten Operatoren

Definition 22 Seien X,Y Banachrdume. Dann heifst der Operator A € L(X,Y) kompakt, wenn
die Bilder beschrankter Mengen relativ kompakt sind. Die Menge der kompakten Operatoren von
X nach'Y wird bezeichnet mit C(X,Y) (bzw. fir X =Y mit C(X)).

Beispiel: Ahnlich zu einem Beispiel in Abschnitt 1.5 betrachten wir A € £(C(Q)), definiert
durch

(Au)(z) = / K y)u(y)dy,
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mit K € C(Q x Q). Analog zu Abschnitt 1.5 zeigt man A € C(C(Q)).
Fiir K € L?(Q x Q) haben wir in Abschnitt 2.3 gezeigt, dass A € £(L*(2)). Analog zu den
Abschétzungen dort zeigt man

[(Au)(- + 2) = Aulls <K (- + 2,-) = K| 22(@x0llull2-

Nun zeigt man analog zum Beweis von Lemma 13, dass der erste Faktor auf der rechten Seite
fiir z — 0 gegen Null konvergiert. Daraus folgt, dass das Bild einer beschriankten Menge die
Voraussetzungen des Satzes von Riesz-Kolmogorow (Satz 9) erfiillt. Daher gilt A € C(L*(Q)).
Faustregel: Integraloperatoren sind kompakt.

Satz 16 Seien X,Y ein Banachrdume. Dann istC(X,Y") ein abgeschlossener Teilraum von L(X,Y).

Beweis: Es ist offensichtlich, dass C(X,Y) ein linearer Unterraum ist.

Sei (An),cIN C C(X,Y) eine in L(X,Y) konvergente Folge mit Grenzwert A und (ugo))j6
eine beschrankte Folge. Rekursiv definieren wir fiir n > 1 Folgen (“g'n))je]N so, dass (ug-n))j cIN eir}e
Teilfolge von (u§n71)) jelN ist und dass die Folge (Anug-n)) jelN C Y konvergiert. Sei nun u; := ug-] ),
j € IN. Dann konvergiert (Anuj)j cIN fiir alle n € IN. Weiters gilt

]NCX

[Au; — Auglly < [|Au; — Anujlly + [[Anwy — Anuklly + [Anur — Auglly

<2[|A = Al xy sup [Jujllx + [[Anuj — Apuglly -
jelN

Der erste Term auf der rechten Seite wird beliebig klein fiir n grofl genug. Fiir ein solches n wird
der zweite Term beliebig klein fiir j, k gro genug. Daher ist (Auj)j cIN éine Cauchyfolge in Y und
damit konvergent. =

Beispiel: Wir betrachten X =Y = (* und eine Nullfolge (4;), . C IR. Sei
(Aa)j ::Ajaj, jG]N, a € P,

Dann ist offensichtlich A € L(¢7) (mit [|A| = sup; v [A4;]). Weiters gilt fiir die Operatoren

AM | die aus A entstehen, indem man a,41,@nio,... durch Null ersetzt, A" € C(¢P), weil
Ran(A(™) endlichdimensional ist. Schlielich gilt |4 — A™)|| = sup;.,, |4, woraus A A
und damit A € C(¢7) folgt.

Lemma 28 Die Verknipfung eines beschrankten mit einem kompakten Operator ist ein kompakter
Operator, unabhdngig von der Reihenfolge.

Beweis: Das Resultat folgt aus der Tatsache, dass beschrankte Operatoren
e beschrénkte Folgen auf beschrankte Folgen und

e konvergente Folgen auf konvergente Folgen abbilden. =
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3.2 Der Spektralsatz fiir kompakte symmetrische Operatoren

Aus der linearen Algebra: Symmetrische Matrizen konnen mit orthogonalen Matrizen diagonalisiert
werden oder, mit anderen Worten: Fiir jede symmetrische Matrix existiert eine ONB bestehend aus
Eigenvektoren. In Formeln: Sei A € R™*™ symmetrisch. Dann existiert R € IR"*" mit R~! = R,
sodass R™'AR = diag(\1, ..., \,) eine Diagonalmatrix ist mit den Eigenwerten Ay, ..., A, € IR von
A. Die Spalten der Matrix R = (uy,...,u,) bilden die erwdhnte ONB aus Eigenvektoren. Es gilt
Auj = Nug, j =1,...,n. Jeder Vektor x € R" kann dargestellt werden als x = 377 4 (z - uj)uy,
und es gilt daher
n
Az = Z Aj(@ - uj)uy .
j=1

Da Matrizen im Allgemeinen auch komplexe Eigenwerte besitzen konnen, ist fiir eine vollstdndige
Behandlung von Eigenwertproblemen die Komplexifizierung von IR™, d.h. C", als zugrundeliegender
Raum zu verwenden.

Gegenstand dieses Abschnitts ist eine Erweiterung dieser Resultate auf unendlichdimensionale

Hilbertrdume. Sei daher im Folgenden H ein Hilbertraum und H g seine Komplexifizierung (siehe
Aufgabe 1.4).

Definition 23 Sei A € L(H). Dann heifst (\,u) € Ox (H o\{0}) ein Eigenwert-Eigenvektor-Paar
von A, wenn Au = Au gilt. Dabei ist die Erweiterung von A aufH ¢ definiert durch Au := Ax+iAy
fiir w=x +1iy. Die Menge der Figenvektoren zum Figenwert A ist ein abgeschlossener Unterraum
von H o, der Eigenraum von \. Ein Eigenwert heifit einfach (genauer: Er hat die geometrische
Vielfachheit Eins), wenn der Eigenraum eindimensional ist.

Satz 17 Sei A € L(H) symmetrisch. Dann sind alle Figenwerte von A reell, und die Realteile und
Imagindrteile der Eigenvektoren sind reelle Eigenvektoren, wenn sie nicht Null sind. Eigenvektoren
zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

Bemerkung: Als Konsequenz des Satzes ist bei der Untersuchung symmetrischer Operatoren die
Komplexifizierung tiberfliissig.
Beweis: Sei u = + 1y € Hg. Dann gilt

(Au,u)¢ = (Az, 7) + (Ay, y) +i((Ay, ) — (Az,y)) = (Az,2) + (Ay,y) € R.

Das komplexe Skalarprodukt der Gleichung Au = Au mit u ergibt (Au,u)q = )\||u|]%j, woraus
A € R folgt. Offensichtlich muss dann Az = Az und Ay = Ay gelten.
Sei Au = Au, Av = pv, mit A # pu. Dann gilt

(A — p)(u,v) = (Au,v) — (u, Av) =0.

Beispiel: Sei /2 := {a = (a;);eIN € (2 : a; = 0}, d.h. ein abgeschlossener Teilraum von /2.
Weiters sei A € L£(¢3) definiert durch

M@f:@ﬂgﬂt; i>2.

Man zeigt leicht, dass A symmetrisch ist. Explizites Nachrechnen ergibt, dass A keine Eigenwerte
besitzt. Um diese Situation zu vermeiden, sind also zusétzliche Annahmen notwendig,.
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Satz 18 Ein symmetrischer Operator A € C(H) besitzt einen Figenwert A1 mit |\1| = || A]].

Fiir den Beweis bendtigen wir ein Hilfsresultat, und zwar eine im Vergleich zu Lemma 24 leicht
vereinfachte Formel fiir die Berechnung der Norm symmetrischer Operatoren:

Lemma 29 Sei A € L(H) symmetrisch. Dann gilt

14l = P, [{Au, u)] .

Beweis: Wegen Lemma 24 gilt

v(A) == sup [(Au,u)] < sup  [(Au,v)[ = [[A].

flul=1 ull=llv[=1
Fir beliebige x,y € H gilt

HAz,y) = 2(Az, y) + 2(Ay,z) = (A(z +y),z +y) — (Alz —y),z —y)
<v(A) (e +yl* + llz = ylI?) = 20(4) (=1 + Iy]1?) ,

wobei die letzte Gleichung aus dem Parallelogrammgesetz (Satz 2) folgt. Wéahlen wir nun einen
beliebigen normierten Vektor u, fiir den Au # 0 gilt, und setzen

Au
r=ufldul, =

dann folgt ||Au|| < v(A), und damit ||A]| < v(A4). =

Beweis von Satz 18: Aus dem vorhergehenden Resultat folgt die Existenz einer Folge (vy),,cN
von normierten Vektoren, sodass lim,,_,co(Avp, v,) = A1 mit [A]| = ||Al|. Aus

|Avy, — Mvn||? = | Ava]|? = 201 (Avy, v,) 4+ A2 < 201 (A — (Avy, )

folgt daher
T}LH;O(AUH — A\vp) =0. (24)
Wegen der Kompaktheit von A besitzt (vy,) eine Teilfolge (vy, ), sodass Avy,, konvergiert. Daher
konvergiert wegen (24) auch (vy, ) gegen einen normierten Vektor w;, und es gilt Au; = \ju;. =

Satz 19 (Spektralsatz fir kompakte symmetrische Operatoren) Sei A € C(H) symmetrisch. Dann
besitzt A hdchstens abzahlbar viele von Null verschiedene Figenwerte, die reell sind und nur Null als
Hiufungspunkt besitzen konnen. Die von Null verschiedenen FEigenwerte haben endliche Vielfach-
heit. Es gibt eine hichstens abzihlbare ONB von Ker(A)L, die aus Eigenvektoren besteht.

Beweis: Ausgehend von dem nach Satz 17 und Satz 18 existierenden Eigenwert-Eigenvektor-
Paar (A1,u1) € R x H, gehen wir rekursiv vor: Wir definieren Hs := {u}+ und Ay := A P
Dann ist Ay € C(Hz2) symmetrisch mit ||Aa|| < ||A]]. Wir kénnen Satz 18 daher auch auf As
anwenden, woraus die Existenz eines Eigenwert-Eigenvektor-Paares (A2, u2) mit [Aa] < |A;| und
ugluj. Angenommen, wir hitten Eigenwert-Eigenvektor-Paare (A1, u1), ..., (An,u,) konstruiert,
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so dass [A\1| > -+ > |Ay| und {uq,...,u,} eine orthonormale Menge, dann definieren wir H,11 :=
{ug,.. ., up}t und Apyq = A |Hn+1€ C(Hp+1), das (immer noch wegen Satz 18) das Eigenwert-
Eigenvektor-Paar (An41,un+1) besitzt mit [A,11] < |\,|. Diese Konstruktion brechen wir nach
endlich vielen Schritten ab, wenn H endlichdimensional ist oder wenn H,+; = 0. Gilt beides
nicht, ergibt sich eine unendliche Folge von Eigenwert-Eigenvektor-Paaren, wobei die Betrége der
Eigenwerte eine nichtwachsende Folge bilden.

Angenommen diese wiirde nicht gegen Null sondern gegen einen positiven Grenzwert kon-
vergieren. Dann wére die Menge {un/A, : n € IN} beschréankt. Ihr Bild {u, : n € IN} unter
A miisste daher einen Haufungspunkt besitzen, was aber unmoglich ist, weil es eine orthonormale
Menge ist. Es gilt also lim,,_,oo A\, = 0. Daraus folgt einerseits, dass alle von Null verschiede-
nen Eigenwerte in der konstruierten Folge enthalten sind, sowie die endliche Vielfachheit dieser
Eigenwerte.

Die letzte Aussage stimmt offensichtlich, wenn es nur endlich viele von Null verschiedene Eigen-
werte gibt. Im anderen Fall sei v € Ker(A)*,

n o0

vy, 1= Z(v,uj>uj , | = Z(v, Uj)Uj .

j=1 j=1

Dann gilt v — v, € Hyq1 und daher [|A(v — vp)|| < [Apgal|lv]]. Daraus folgt v — v € Ker(A) und
daher

oo

0= (o.0—vy) = o2 = S (v.uy)?,

=1

also die Parsevalsche Gleichung, die v = v impliziert. =

Korollar 3 Jeder kompakte symmetrische Operator A kann in der Form
Av = Z )\j<7j,u]'>u]'
jel
geschrieben werden, wobei I hdchstens abzdhlbar, (X\;) eine Nullfolge und {u; : j € I} eine or-

thonormale Menge ist. Ist A injektiv, dann ist {uj: j € I} eine ONB.

Beispiel: Wir kommen zurtick zu dem Beispiel vom Ende des Abschnitts 2.2. Dort haben wir
das Riesz-Lemma verwendet, um zu zeigen, dass es fiir jedes f € L?(Q2) genau ein u € H*(Q)
gibt, sodass

(u,v)12=(f,v)2  YveHY(Q).

Man sieht leicht, dass die Abbildung A : f — Af = u linear ist. AuBerdem gilt ||Af|1.2 < |/ f]|2-
Da H'(2) kompakt eingebettet ist in L2(2) (Das haben wir im eindimensionalen Fall am Ende
von Abschnitt 1.5 gezeigt. Im mehrdimensionalen Fall folgt es aus dem Satz von Rellich-
Kondrachov (siche https://en.wikipedia.org/wiki/Rellich-Kondrachov_theorem)), gilt A €
C(L*(9)). AuBerdem ist A symmetrisch:

<A.f7 g>2 = <Af7 Ag>1,2 = <.f7 Ag>2 . (25)

Schliefllich ist A injektiv: Aus u = Af = 0 folgt (f,v)2 = 0 fiir alle v € H'(2). Da H'(Q2) in
L?(Q) dicht ist, folgt daraus f = 0.

34



Es gibt also eine abzihlbare ONB {u; : j € IN} von L?(12), die aus Eigenvektoren von A besteht.
Aus Auj = Njuj, \j # 0, folgt u; € A(L*(Q)) C H'(Q), j € N. Aus (25) mit g = f = u; folgt
auch, dass die Eigenwerte positiv sind.

Damit haben wir auch das Eigenwertproblem fiir den unbeschriinkten Operator A=! : A(L?(Q)) —
L?(Q) gelost. Die Eigenwert-Eigenvektor-Paare sind gegeben durch (/\j_l,uj), j € N, mit einer
gegen oo divergierenden Folge von Eigenwerten. Wir erinnern daran (Abschnitt 2.2), dass formal
A~ = —Au + u gilt und dass, ebenso formal, der Definitionsbereich von A~! die Randbedin-
gungen n - Vu = 0 auf 0€) einschliefit. Wegen

= Z/\;1<u,uj>UJ

Jj=1

wird der Definitionsbereich von A~! charakterisiert durch

DA™ = ue L*(Q Z)\Quuj <00, .
j=1
Daraus folgt, dass D(A~!) dicht in L?(€2) ist, weil offensichtlich alle endlichen Partialsummen

von Fourierreihen in D(A™!) sind.

Definition 24 Sei A ein kompakter symmetrischer Operator und (\j,u;), j € I, die Figenwert-
Eigenvektor-Paare zu den von Null verschiedenen Eigenwerten.
Weiters sei F': {\j: j € I} U{0} = R. Dann definieren wir

A = ZF (u, uj)uj + F(0)(u —v), u = Z(u,uj>uj.

JeI jelI

Der zweite Summand fillt natirlich weg, wenn A injektiv ist. Der Definitionsbereich von F(A) ist
gegeben durch

D(F(A)):{UEH ZF % (u, uj) <oo}.

Jel

Insbesondere gilt F(A) € L(H), wenn F beschrankt ist.

3.3 Anwendung auf gewohnliche Differentialoperatoren zweiter Ordnung

Sei

(Lu)(x) = —a(2)u(z) - ba)e(2) + c(@)u(z), @€ [0,1],

wobei a, b, ¢ glatte Funktionen sind mit a(z) > 0, 0 < z < 1. Die Randbedingungen

sehen wir als Teil der Festlegung des Definitionsbereichs von L. Mit r(z) := [ b(y)/a(y)dy gilt

u +bu' =ae (") .
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Nun definieren wir auf L?((0,1)) das alternative Skalarprodukt

or(@)

a() dx .

1
(1, )q = / w(z)o()
0
Fiir u,v € C2([0,1]) (Randbedingungen!) gilt
1 e'c
(Lu,v), :/ (eru’v'—i— . wo)dr = (u, Lv),
0

Mit v > —mingg 3 cist ((L+7)u, v), eine koerzive, symmetrische, stetige Bilinearform auf H((0,1)),
dem Abschluss von C2([0,1]) in H'(Q2). Das Riesz-Lemma und die kompakte Einbettung von
H}((0,1)) in L?((0,1)) implizieren die Existenz des symmetrischen, injektiven Operators (L+7)~1 :
L3(Q) — H(Q), (L+~)~! € C(L*((0,1))). Damit folgt aus dem Spektralsatz (Satz 19) die Ex-
istenz einer ONB {u; : j € IN} (beziiglich (-,-),) des L?*((0,1)) und einer Nullfolge (1) jeN it
;> 0 sodass

(L+7) 1“—2:“] (u, wj)atsy , ue L*((0,1)).
7=1
Das ergibt mit \; := u% — 7, j € IN, die Darstellung
[e.e]
Lu=Y M{u,uj)auj,  u€D(L),
j=1

mit
D(L):{ueL2 ((0,1)) Z)\Quu] <oo}cH5(Q).

Die Eigenwerte bilden eine monoton wachsende, nach oo divergierende Folge mit A1 > ming  c.
Beispiel: Sei Lu = —u”. Man kann das Eigenwertproblem explizit 16sen:
A= (™%, wj=+V2sin(jn), jeN.

Nun betrachten wir die Familie von Operatoren {e~ X%, ¢ > 0}. Da e~ %, j € IN, beschriinkt ist,
gilt e=Lt € £(L2((0,1))), t > 0. Sei nun ug € L*((0,1)) und

u(t) E e~ uo,u] 2Uj .

Formales Differenzieren nach ¢ ergibt % = —Lu. Daher ist u(t) ein Kandidat fiir die Losung
des Anfangs-Randwertproblems fiir die eindimensionale Warmeleitungsgleichung

Ou=0%u, 0<wx<l, t>0, uw(t,0) =u(t,1) =0, u(0,2)=ug(x).

Da der Faktor e **, j € IN, fiir positive ¢ sehr schnell gegen Null geht, kénnen das formale
Differenzieren und die Giiltigkeit der Randbedingungen leicht gerechtfertigt werden. Es gilt
sogar u € C*°((0,00) x [0,1]). Man zeigt auch leicht, dass lim; ,ou(t) = ug im Sinne von
L2((0,1)) gilt.
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Beispiel: Wieder Lu = —u”, aber jetzt auf dem Intervall [0, 27r] und mit periodischen Randbe-
dingungen:

u(0) = u(2m), u'(0) =o' (2m) . (26)

Wir definieren C2,,.([0,27]) = {u € C?([0,27]) : w erfiillt (26)} und den abgeschlossenen Teil-

per
raum H!, ((0,27)) := C2,,.([0,27]) von H((0,27)). Dann gilt

per per
(Lu + u,v)g = (U, v)1 2,

und das Riesz-Lemma garantiert fiir jedes f € L*((0,2n)) die Existenz eines eindeutigen u €
H,,.((0,2m)), sodass (u,v)12 = (f,v)2 fir alle v € H},,.((0,27)). Das definiert die Abbildung

(L+1)71': f+ u, die symmetrisch und kompakt ist. Daraus folgt wie oben, dass es eine ONB
aus Eigenvektoren von L gibt. Diese kann explizit berechnet werden:

Dabei ist 1/(v/27) Eigenfunktion zum einfachen Eigenwert Null, sowie sin(kz)/+/7 und cos(kx)//7

Eigenfunktionen zum doppelten Eigenwert k2, k > 1. Die Darstellung einer Funktion f €
L?((0,27)) mit dieser ONB ist die trigonometrische Fourierreihe:

flz) = % + I;(ak cos(kx) + by sin(kz)) ,
1 2 1 2
ar = — (x) cos(kx)dxz, k>0, by, = — () sin(kx)dz, k>1.
T Jo T Jo
Dabei ist das Gleichheitszeichen in der ersten Zeile im Sinne von Konvergenz der Reihe in
L?((0,27)) zu verstehen. Zu trigonometrischen Fourierreihen kénnte noch viel mehr gesagt
werden, siehe z.B. [Teschl, Abschnitt 2.5]. Ein Beispiel fiir ein verbessertes Konvergenzresultat
ist, dass f € Cper ([0, 27]) gleichmé&Bige Konvergenz der trigonometrischen Fourierreihe impliziert
[Teschl, Theorem 2.19].

3.4 Aufgaben zu Kapitel 3
Aufgabe 3.1 Man zeige, dass die Abbildung % : C?([0,1]) — C([0,1]) kompakt ist.

Aufgabe 3.2 Man betrachte den Operator Lu = —u” mit den Randbedingungen u(0) = u(1) = 0,

prazise definiert wie im Beispiel auf S. 36. Man bestimme den Definitionsbereich von Sinftfﬁ)

L
cos(t\/f), t > 0. Welches Differentialgleichungsproblem wird durch

u(t) := cos(tv'L)ug + Mvo ,

VL

geldst, und welche Forderungen an ug und vg sind dazu hinreichend?

und

Aufgabe 3.3 Man diskutiere das Eigenwertproblem fiir den Operator Lu = —u” mit den Randbe-

dingungen u'(0) = 0 und v'(1) + u(1) = 0.
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4 Banachraume

4.1 Der Satz von Baire und Konsequenzen daraus

Definition 25 Sei X ein nichtleerer, vollstindiger metrischer Raum.

e Fine Teilmenge von X heifit nirgends dicht, wenn ihr Abschluss ein leeres Inneres hat. (Das
Innere ist die grofite offene Teilmenge, d.h. die Vereinigung aller offenen Teilmengen.)

e Fine Teilmenge von X, die als abzdhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen dargestellt
werden kann, heifst mager oder von erster Kategorie. Sonst heifit sie fett oder von zweiter
Kategorie.

Satz 20 (Bairescher Kategoriensatz) Jeder nichtleere, vollstindige metrische Raum ist fett.

Beweis: Angenommen, der nichtleere, vollstandige metrische Raum X wéare mager. Dann gilt
(o.9)
X={JXn
n=1

mit abgeschlossenen, nirgends dichten X,,, n € IN. Daher ist X \ X nichtleer und offen, woraus
die Existenz einer Kugel K, (z;) folgt, sodass

Ky (x1) C X\ X;.

Da X keine Kugel enthélt und K, (z1) N (X \ X2) offen ist, existiert eine weitere Kugel K, (x2)
sodass

Ky (22) C Ky (1) N (X \ X3).
Rekursive Fortsetzung ergibt eine fallende Folge (K, (7)), von Kugeln, sodass

k
Ky (zp) c X\ | Xn.

n=1

Da in jedem Schritt r; beliebig klein gewahlt werden kann, sei 0.B.d.A. limy_, 7z = 0. Daraus folgt
allerdings, dass (zx), <IN eine Cauchyfolge ist und daher gegen x € X konvergiert. Die Konstruktion
impliziert den Widerspruch

zeX\ JXn.

n=1

Korollar 4 In einem vollstindigen metrischen Raum ist der abzdhlbare Durchschnitt offener dichter
Mengen immer noch dicht.
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Beweis: Sei {O,, : n € IN} eine Familie offener Mengen, die im vollstindigen metrischen Raum X
dicht sind. Angenommen ihr Durchschnitt ist nicht dicht. Dann existiert eine Kugel K, (x), sodass

K@ cX\ () On= U Xa,
nE]N nG]N

mit X, = X \ O,, abgeschlossen und nirgends dicht. Das ist ein Widerspruch zum Baireschen Satz,
da K,(z) ein nichtleerer, vollstandiger metrischer Raum ist. =

Satz 21 (Banach-Steinhaus) Seien X,Y Banachriume und {A;: j € I} C L(X,Y). Dann gilt
entweder

1. {A;: j €1} ist gleichmdfig beschrinkt, d.h. 3C >0, sodass ||A;|| < C, j € I, oder

2. die Menge {z € X : supj¢; ||Ajz|| = oo} ist dicht.
Beweis: Wir betrachten die Mengen

Op:={zreX:3jel: HijH>n}:U{$€X: |4z >n}, nelN,
jerl

die wegen der Stetigkeit der A; als Vereinigung offener Mengen offen sind. Nun gibt es 2 Félle:

1. Es gibt ein ng, sodass Oy, nicht dicht ist. Dann ist X \ O, nichtleer und offen, und es gibt

daher zp € X, r > 0, sodass K, (z9) C X \ O,. Fiir ||y]| <7 und j € I gilt damit
1Ayl < 145 (zo + )l + [[Ajzoll < 2n0.
Fiir beliebiges x € X setzen wir nun y = rz/||z||, und erhalten ||A;| < 2ng/r, j € I.

2. Sind alle O,, dicht, dann ist nach Korollar 4 auch ihr Durchschnitt, ndmlich die Menge {z €
X @ supjeq || 47| = oo}, dicht.

Korollar 5 (Gleichméflige Beschranktheit) Seien X,Y Banachrdume, und {A; : j € I} C
L(X,Y) sei punktweise beschrdnkt , d.h. fir alle v € X ezistiert C(x) > 0, sodass ||Ajz| < C(x)
fiir alle j € 1. Dann ist {A; : j € I} gleichmdfsig beschrdinkt.

Satz 22 (Offene Abbildung) Seien X,Y Banachriume und A € L(X,Y). Dann ist genau dann
A offen (d.h. es bildet offene Mengen auf offene Mengen ab), wenn es surjektiv ist.

Im Folgenden bezeichnen wir Kugeln in X bzw. Y mit KX (z) bzw. K (y). Im Beweis
verwenden wir ein Hilfsresultat:

Lemma 30 Seien X,Y Banachrdume. Dann ist {A;: j € I} C L(X,Y) genau dann offen, wenn
es ein & > 0 gibt, sodass K} C A(K{%).
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Beweis: Ist A offen, dann ist A(0) = 0 ein innerer Punkt von A(K{¥).
Sei umgekehrt KY C A(K7X), O C X offen und y = A(z) mit z € O. Wegen der Offenheit von O
existiert » > 0 mit K;X(z) = 2 + rK{X C O. Daher gilt

A(0) D A(z) + rA(K®) Dy +rKY = K,5(y)

Beweis: (von Satz 22) Sei zunéchst A surjektiv und € > 0. Dann gilt

Y—A(X)—A(U nKX) = U A(nk) = (J na(KY).

nE]N nE]N nEIN

Der Satz von Baire impliziert, dass fiir ein n die Menge nA (K2X) eine Kugel enthélt. Nach Division
durch 2n also KY (y) C A (K§2) Daher gilt

KY C A(KS,) —yc A(KY,) +A(KY,) c A(KY,) +A(KX,) c AKE)

Wegen Lemma 30 miissen wir nur noch fiir € = 1 den Abschluss auf der rechten Seite loswerden.
Dazu wihlen wir ¢, > 0, n € N, sodass > _en < 1, und 6, — 0, sodass Kg; C A(KX).
Fir y € Kgq existiert daher ein z; € Kgf , sodass A(z1) beliebig nahe bei y liegt, insbesondere

y— A(xy) € Kg;. Rekursiv wihlen wir 2,, € K2, n € IN, sodass

y—A(Zxk> GK(%;H.

k=1

Aus der Konstruktion folgt, dass = := >.5°, 7, € Ki® existiert und dass y = A(z) gilt, woraus
K} C A(K{) folgt.

Ist A offen, dann folgt aus K} C A(K{‘) durch Multiplikation KY C A(K;X). Mit r — oo folgt
daraus die Surjektivitdt. =

Korollar 6 (Stetige Inverse) Seien X,Y Banachrdume und A € L(X,Y") sei bijektiv. Dann gilt
A7t e L(Y, X).

Beweis: Da A offen ist, haben offene Mengen bzgl. der Abbildung A~! offene Urbilder, was
gleichbedeutend mit Stetigkeit ist. m

Fiir 2 Banachrdume (X, | - ||x) und (Y, |- ||y) ist X x Y mit der Norm
1@, y) Ly == llzllx + llylly
wieder ein Banachraum. Fiir einen Operator A: X D D(A) — Y heifit
I'A) :={(z,Az): 2 € D(A)} C X xY

der Graph von A.
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Satz 23 (Abgeschlossener Graph) Seien X,Y Banachrdume und A: X — Y linear. Dann ist
A stetig genau dann, wenn T'(A) abgeschlossen ist.

Beweis: Dass aus Stetigkeit die Abgeschlossenheit des Graphen folgt, ist leicht zu sehen.

Ist andererseits I'(A) abgeschlossen, dann ist es selbst ein Banachraum. Da die Projektion m :
I'(A) = X, m(x, Az) = x, stetig und bijektiv ist, ist wegen Korollar 6 auch 7y ! stetig. Auch die
Projektion my : T'(A) — Y, my(x, Az) = Az ist stetig, und daher auch A =mo7;'. =

4.2 Der Satz von Hahn-Banach

Satz 24 (Hahn-Banach) Sei X ein Vektorraum und ¢ : X — R ein konvezes Funktional, d.h.
oA+ (1= Ny) < Ap(x) + (1 = Np(y) firz,y € X, 0< X <1. Seil ein lineares Funktional auf
einem Teilraum Y, sodass {(x) < ¢(x), * € Y. Dann ezistiert eine Fortsetzung £ auf X, sodass
Uz) < p(z), v € X.

Beweis: Wir beginnen mit der Fortsetzung in eine Richtung. Sei z ¢ Y und Y := span{z,Y}.
Eine Fortsetzung ¢; auf Y7 erfiillt

Oy + ax) =1(y) + ali(z), yeY, aelR.
Die Bedingung /1 (y + ax) < ¢(y + ax) ist dquivalent zu

sup LU= =) Gy o gy Pl Fan) —Uy)

yeY, a>0 — T y€eY,a>0 o

Das ist genau dann moglich, wenn

Py —arx) — Uy1) _ p(y2 + azx) — Uyo) (27)
—Qq o Q2
fiir alle 1,52 € Y, aq,a0 > 0. Mit A = al‘f@@ betrachten wir

a2l(y1) + onl(y2) = (1 + a2)l(Ay1 + (1 = My2) < (a1 + a2)e(Ayr + (1 — A)y2)
= (a1 + a2)p(AM(y1 — a17) + (1 = A)(y2 + a2x)) < azp(y1 — a1x) + a1p(ye + azr).

Division durch ajag ergibt (27). Die Fortsetzung auf Y; ist also moglich.
Wir betrachten nun die Menge E aller Fortsetzungen /;, j € I, von ¢ auf Teilrdume Y; mit ¥ C
Y; C X und ¢; < ¢ auf Y;. Auf der Menge F definieren wir eine Halbordnung durch

l; 2l <= [} ist eine Fortsetzung von /; .

Sei nun E = {4 :j¢€ I } eine Kette, d.h. eine totalgeordnete Teilmenge von E. Wir definieren
(:Y = Ujei Y5 = R durch i(y) == ¢(y) fiir y € Y;. Dann ist { € F eine obere Schranke fiir E.
Aus dem Lemma von Zorn [Teschl, Theorem A.2] folgt nun die Existenz eines maximalen Elements
¢ von E. Wire / nicht auf ganz X definiert, dann kénnte man es wie am Anfang des Beweises in
eine Richtung fortsetzen, im Widerspruch zu seiner Maximalitdt. =

Bemerkung: Es gilt offensichtlich auch ¢(x) > —p(—z). Insbesondere, wenn 0 < p(x) = ¢(—z),
dann folgt [4(z)| < ¢(x).
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Korollar 7 Sei X ein Banachraum, Y ein Teilraum und £ € Y*. Dann existiert eine Fortsetzung

7 X* mit 7] = ||¢.

Beweis: o(z) = ||¢||||z|. =

Korollar 8 Sei Y ein abgeschlossener Unterraum des Banachraumes X und xo € X \'Y. Dann
existiert ein £ € X*, sodass £ =0 auf Y, l(xg) = dist(zo,Y) und ||¢|| = 1.

Beweis: Auf Y := span{zg, Y} definieren wir £ durch £(y + axg) := adist(zo,Y), y € Y, a € R,
was schon die ersten beiden geforderten Eigenschaften von ¢ impliziert. Dann gilt
[£(y + axo)| = |aldist(zo,Y) < [alllzo — (=y/a)ll = lly + axol,  ye€Y, a#0.
Weiters sei (yn),,cN C Y 50, dass ||z — yal| < (14 1/n)dist(xo,Y). Es folgt
Uz — yn) = dist(zo,Y) > w ,
woraus ||¢]] = 1 folgt. Die Fortsetzbarkeit auf X mit denselben Eigenschaften folgt aus Korollar 7.

Korollar 9 Sei Y ein abgeschlossener Unterraum des Banachraumes X und x € X. Dann gilt
x €Y genau dann, wenn £(x) =0 fir alle ¢ € X*, die auf Y verschwinden.

Satz 25 Sei X ein normierter Raum und X** := (X*)* der Bidualraum. Dann ist die Abbildung
J: X — X, definiert durch J(z)(£) := £(z), £ € X* eine Isometrie (d.h. normerhaltend).

Beweis: Wegen |J(z)(£)] < ||€||.]|z| gilt |J(z)]« < [|z||. Wegen Korollar 8 (mit Y = {0}) gibt es
fiir jedes x € X ein £, € X*, sodass |[{;]lx = 1 und ¢, (z) = ||z||. Daraus folgt |J(z)({y)| = ||z|| =
[€z]l«]lz[l, und daher [[J(2)[[e = [l]. =

Definition 26 Ist die im vorigen Satz definierte Einbettung J : X — X*™* surjektiv, dann heifst
der Raum X reflexiv.

Reflexive Raume werden oft mit ihren Bidualrdumen identifiziert.

Beispiel: Sei 1 < p < oo und ¢ € (¢?)*. Mit der natiirlichen Basis {6* : k € N}, 6% = 1,
definieren wir die Folge b durch by := £(6%). Dann gilt

la) = Z bpay, .
nelN

Falls p > 1 setzen wir jetzt die Folge a,, = |b,|?/bn, bzw. a, = 0 fir b, = 0, in die Ungleichung
|€(a)] < ||4||||a|l, ein, wobei g der zu p adjungierte Exponent ist (1/p+1/¢ = 1):

1/p
> fbal? < |12 (Z bn”(q1)> :

nG]N nE]N

was dquivalent zu [|b], < || ist. Im Fall p = 1 setzen wir a* = sign(bx)d*, k € IN, mit
demselben Resultat.

Das bedeutet, dass fiir p < oo der Raum ¢? mit (¢?)* identifiziert werden kann. Das wieder
impliziert, dass die Raume ¢ mit 1 < p < oo reflexiv sind.
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Beispiel: Betrachten wir den Raum ¢3° ~der konvergenten Folgen. Dieser ist ein abgeschlossener
Teilraum von £*°. Auf ¢7°  definieren wir £(a) := lim,,_,o ay. Dieses Funktional kann wegen
Korollar 7 auf /> fortgesetzt werden. Allerdings kann es nicht mit Hilfe der £(6¥) = 0 dargestellt

werden.

Lemma 31 Sei X ein Banachraum. Dann gilt

1. Ist X reflexiv, dann auch jeder abgeschlossene Unterraum.

2. X ist genau dann reflexiv, wenn X* reflexiv ist.

3. Ist X* separabel, dann auch X.

Beweis:

1. Sei X reflexiv, d.h. J(X) = X", und Y ein abgeschlossener Unterraum. Zu zeigen: J(Y")

Y**. Sei also Jy € Y**. Wir definieren die Fortsetzung Jo € X** durch Jo(¢) := Jo(¢ |y).
Dann existiert 7o € X, sodass Jo = J(zg). Daraus folgt

U(zo) = J(w0)(£) = Jo(£) = Jo(¢ |y ),

fiir alle £ € X*, und daher ¢(xp) = 0 fiir alle ¢, die auf Y verschwinden. Korollar 9 impliziert
zo € Y und daher Jy € J(Y).

. Wenn X reflexiv ist und daher mit X** identifiziert werden kann, dann auch X* mit X***.
Sei umgekehrt X* reflexiv, dann wegen oben auch X**, das X als abgeschlossenen Unterraum
enthilt, womit Reflexivitat von X aus 1. folgt.

. Sei X* separabel und {¢,, : n € IN} dicht in X*.

Um Separabilitdt von X zu zeigen, genligt es, eine totale Menge zu finden, d.h. eine abzéahlbare
Menge, deren lineare Hiille dicht liegt.

Wir wéhlen z,, € X so, dass ||z,|| = 1 und |[€,,(x,)| > [|€n]|/2, n € IN, und werden zeigen, dass
{zn : n € IN} eine totale Menge ist. Wire das nicht so, dann wiirde z € X \ Y existieren,
Y := span{z, : n € IN}. Dann gébe es ein Funktional ¢ wie in Korollar 8 und eine Teilfolge
Ly, — ¢, und daher

Hﬁnk - 6” > M(xnk) _Enk(xnk” = Mnk(xnk)‘ > ‘|€nkH/2’

woraus der Widerspruch ¢, — 0 zu ¢,, — ¢ mit ||¢| = 1 folgt.

Korollar 10 Ist X reflexiv, dann ist es genau dann separabel, wenn X* separabel ist.

Beispiel: Wir haben vorher gezeigt, dass £>° = (¢)* (bis auf Isometrie) gilt. Da ¢! separabel
ist, £°° aber nicht, folgt ¢! # (£>°)*. Die beiden Rédume sind also nicht reflexiv.
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4.3 Schwache Konvergenz

In diesem Abschnitt stellen wir die Frage, ob mit Hilfe von stetigen linearen Funktionalen etwas
iiber die Konvergenz von Folgen ausgesagt werden kann. In endlichdimensionalen Réumen ist die
Antwort positiv: Konvergieren fiir eine Folge {x,,} die Zahlenfolgen ¢(xy,) fiir alle stetigen linearen
Funktionale, dann konvergiert auch die Folge. In unendlichdimensionalen Raumen stimmt das
nicht.

Beispiel: Sei {u; : j € IN} eine orthonormale Menge im Hilbertraum #H. Dann kann jedes
stetige lineare Funktional in der Form u — (v, u) mit einem v € H geschrieben werden, und
es gilt aufgrund der Besselschen Ungleichung (v,u;) — 0. Trotzdem konvergiert die Folge (u;)
wegen der Normierung natiirlich nicht gegen Null.

Definition 27 Sei X ein Banachraum, x € X und (x, : n € IN) C X.

o Ist ({(zy)) firallel € X* eine Cauchyfolge, dann nennt man (x,,) eine schwache Cauchyfolge.

o Gilt {(xy) — l(x) fir alle £ € X*, dann sagt man, dass (x,) schwach konvergiert gegen x,
als Formel x,, — x.

Lemma 32 Jede schwach konvergente Folge ist eine schwache Cauchyfolge. Schwache Konvergenz
ist schwdcher als Konvergenz (zur Unterscheidung auch starke Konvergenz genannt). Schwache
Limiten sind eindeutig.

Beispiel: Mit schwach konvergenten Funktionenfolgen ist vorsichtig umzugehen. Gelte zunéchst
Uup — u in L%(Q). Dann gilt

ey, — w?[lx = / |un + ullup = uldz < [lun + ullo[lun = ullz < Cllun = ull,
Q
und daher u2 — u? in L1(2). Ein derartiger Schluss ist bei schwacher Konvergenz nicht moglich.
Sei z.B. u,(z) = v2sin(2nmz). Dann gilt u, — 0 in L?((0,1)) (siche das vorige Beispiel).

Allerdings gilt u, (z)? = 1 — cos(4nmz) und daher u2 — 1.

Lemma 33 Sei X ein Banachraum.

1. Ausx, =z, yp — Y, Qn — « folgt T, +yp — x + y und apx, — ax.

2. Aus x, — x folgt ||z| < liminf ||z,].
3. Schwache Cauchyfolgen sind beschrdnkt.
4. Ist X reflexiv, dann ist jede schwache Cauchyfolge schwach konvergent.
5. Eine Folge (x,) ist eine (starke) Cauchyfolge genau dann, wenn €(x,) eine Cauchfolge ist,
gleichmdfig fir alle £ € X* mit ||¢|| = 1.
Beweis:
1. Leicht.
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2. Wegen Korollar 8 (mit Y = {0}) gibt es ein ¢ € X*, sodass ||¢|| =1 und ¢(z) = ||z|. Es gilt

lz|| = ¢(x) = lim ¢(x,) < liminf ||z,] .

3. Fiir jedes ¢ ist {(zy,) eine Cauchyfolge in IR und daher beschrénkt, also |J(z,)(£)] = [{(zy)] <
C(¢). Wegen Korollar 5 ist J(x,) gleichméBig in n beschrankt, und daher auch ||z,| =
1 ()l

4. Fiir eine schwache Cauchyfolge (x,) und ¢ € X* konvergiert ¢(z,) — j(¢) € R. Offensichtlich
ist j ein lineares Funktional auf X*, und wegen 3. gilt |7(¢)| < sup |€(x,)| < [|€||sup ||zn| <
C||¢||. Damit ist j € X**, und es gibt ein z € X mit j = J(z). Schlieflich gilt ¢(z,) —
J(x)(0) = (z), d.h. x, — .

5. Es gilt offensichtlich supg =y [((z)| < ||z[|, aber mit dem speziellen ¢ aus dem Beweis von 2.
sogar die Gleichheit. Daher

me - l'nH = Ssup ]E(xm) - g(.fn)‘ :
lI¢]=1

Schliellich erinnern wir uns daran, dass wir fiir die Existenz stark konvergenter Teilfolgen
Kompaktheit brauchen. Schwache Konvergenz ist schwécher, dafiir aber auch billiger zu bekommen:

Satz 26 In reflexiven Banachraumen enthdlt jede beschrdinkte Folge eine schwach konvergente Teil-
folge.

Beweis: Sei (7,),, .y beschrinkt und Y = span{z, : n € N}. Dann ist Y separabel und reflexiv
(Lemma 31, 1.). Daher ist auch Y* separabel (Lemma 31, 3.) und besitzt eine dichte Teilmenge
{¢ : k € IN}. Die bechrénkte Folge (¢1(xn)), N besitzt eine konvergente Teilfolge (¢1(zn,1)),,cIN>
und rekursiv konstruieren wir eine in einander geschachtelte Folge von Teilfolgen (%), .IN, ¥ € N,
sodass i (z,, ;) konvergiert. Mit der Diagonalfolge v, = x, , konvergiert auch (Ek(yn))nelN fur alle
k € IN. Sei nun £ € Y* und (ohne Anderung der Notation) £; — ¢. Daher

[€(ym) = Lyn)| < Wym) = Ce(ym) |+ 1€k (Ym) — Li(yn)| + 1€k (yn) — £(yn)]
< Ol = bell + [k (ym) — L (yn)] -
Die rechte Seite macht man klein, indem man zuerst k¥ und dann m,n grofl macht. Daher ist
(Yn) N eine schwache Cauchyfolge in Y und daher schwach konvergent (Lemma 31, 4.). =
Beispiel: Wir betrachten das Randwertproblem
—cAu+u=f inQ, u=0 auf 9Q,

fiir 0 < ¢ <« 1. Das Problem heifit singular gestort, weil der formale Limes ug = f der Differen-
tialgleichung fiir € — 0 nur mehr eine algebraische Gleichung ist, deren Lésung im Allgemeinen
die Randbedingungen nicht erfiillen kann. Wir werden zeigen, dass in einem geeigneten Sinn ug
trotzdem Grenzwert der Losung u ist.

Fiir jedes feste € > 0 ist u € H{ () wegen des Riesz-Lemmas eindeutig bestimmt durch

(Lu,v) :zs/Vu-Vvdx—l—/uvdx:/fvdm Yo e Hi(Q).
Q Q Q
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Mit v = u und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir die Abschétzung |jullz <
| f]l2, die gleichméBig in ¢ ist. Fiir €, — 0 ist die entsprechende Folge (uy), y von Losungen
daher beschrinkt in L?*(Q). Laut Satz 26 existiert eine Teilfolge (die wir wieder mit u,, beze-
ichnen) mit u,, — @ € L?(2). Man sieht leicht, dass H%(Q) N H}(Q) C D(L) gilt. Wihlen wir
nun v € H2(Q) N H(Q), dann folgt

<u,Lv>:fsn/unAvdach/unvdx:/fvdz.
Q Q Q

Wegen der Beschriinktheit und der schwachen Konvergenz von (uy), .y kénnen wir in dieser
Gleichung zum Limes iibergehen:

<ﬂ70>2 = <f,’U>2 )

woraus wegen der Dichtheit von H?(2) N H} () in L?*(Q) das erwartete Resultat u = f folgt.
Wegen der Eindeutigkeit des schwachen Limes von Teilfolgen kénnen wir auf diese verzichten,

und es gilt u — f in L3() fiir ¢ — 0. Auch stirkere Resultate sind moglich, allerdings mit
erheblich mehr Aufwand.

4.4 Aufgaben zu Kapitel 4

Aufgabe 4.1 Man zeige, dass ein unendlichdimensionaler Banachraum keine abzdhlbare Hamel-
basis besitzen kann. (Hinweis: Satz von Baire mit X, := span{ui,...,u,})

Aufgabe 4.2 Man zeige, dass die Menge der stetigen, nirgends differenzierbaren Funktionen dicht
in C([0,1]) liegt. (Hinweis: Man betrachte Fy, := {u € C([0,1]) : Jz € [0,1] : |u(z) — u(y)| <
klx — y| Yy € [0,1]} und zeige, dass F abgeschlossen und nirgends dicht ist. Zu nirgends dicht:
Fiir u € Fy, und ve(x) = u(x) + esin(x/e?) gilt v. ¢ F}, fiir ¢ klein genug.)
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