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Vorwort

Die vorliegende Arbeit préasentiert ein formales Rahmenwerk fiir philosophische Lo-
gik und formale Philosophie, das in signifikanter Weise einfacher aber auch trag-
fahiger sein sollte als traditionelle, durchwegs auf im Rahmen der mathematischen
Grundlagendebatte entstandene Sprachkonstruktionen rekurrierende Ansétze. Kern-
punkte der Modifikation sind eine Beschréinkung auf endliche Grundmengen und auf
Sprachen, deren Individuenkonstanten starr referieren. Es resultiert eine Gruppe von
Logiken, die trotz nahezu beliebig komplexer Ausdrucksmerkmale stets in bestimm-
ter Weise auf eine aussagenlogische Grundkonstruktion reduziert werden konnen,
was zur Folge hat, dass diese Sprachen dufserst stabile modelltheoretische Eigenschaf-
ten besitzen und dass ihre metalogische Handhabung ausgesprochen einfach ist. In
der Arbeit werden sowohl eine Reihe von Beispiel-Sprachen fiir diesen finitistischen
Ansatz prisentiert, als auch eine Diskussion einiger ausgewéhlter ontologischer Ge-
sichtspunkte vor dem Hinter-
grund eines derartigen Rahmenwerks.

Die Arbeit wurde zunéchst von Doz. Gerhard Budin und Prof. Christian Krat-
tenthaler, spéater von Prof. Erhard Oeser und Prof. Friedrich Stadler betreut, als
Gutachter fungieren Prof. Oeser und Prof. Sy David Friedman. Thnen allen sei an
dieser Stelle gedankt. Ein Entwurf zum ersten Kapitel der Arbeit wurde 2004 bei
der Logica Tagung in Hejnice (Tschechien) prasentiert, wo ich wertvolle Anregungen
fiir die Fertigstellung erhielt.

Bei Prof. Oeser bedanke ich mich, dass er mir Gelegenheit gegeben hat, an
Projekten des Instituts fiir Wissenschaftstheorie mitzuarbeiten (Arbeiten im Eu-
gen Wiister Archiv, Mitarbeit an der Organisation des Popper-Kongresses 2002).
Prof. Georg Gottlob erméglichte mir bei einem Kurzaufenthalt in Ostrawa (Tsche-
chien) bei Prof. Marie Duzi und einem Vortrag am Institut fiir Informationssysteme
der TU Wien meine Arbeit zu présentieren und zu diskutieren. Ich danke ihm aus-
driicklich fiir diese Férderung, der ich entscheidende Anregungen fiir die Endfassung
meiner Arbeit verdanke. Prof. Stadler hat meine Arbeit auf unterschiedlichste Weise
gefordert, unter anderem indem er mir die Moglichkeit gab, seit 2002 in dem Moritz-
Schlick-Editionsprojekt mitzuarbeiten; die von Prof. Stadler geschaffenen Rahmen-
bedingungen, insbesondere die Sozialisation in dem iiberaus anregenden geistigen
Klima des Instituts Wiener Kreis waren singulére Voraussetzungen fiir meine Ar-
beit, und ich iibertreibe kaum, wenn ich sage, dass Prof. Stadler nicht nur die Ent-
stehung dieser Arbeit, sondern geradezu die Entfaltung meiner wissenschaftlichen
Personlichkeit iberhaupt ermdglicht hat. Dafiir mein uneingeschrinkter Dank.

Die Arbeit (bzw. Teile davon) wurde in zahlreichen Versionen und unterschied-
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lich intensiv von verschiedenen Personen kommentiert, ihnen allen sei an dieser
Stelle herzlich gedankt. Neben den oben genannten seien erwahnt: Christian Fer-
miiller, Volker Halbach, Herbert Hrachovec, Eckehart Koehler, Elisabeth Leinfell-
ner, Karl Milford, Gerhard Schurz, vor allem aber meine Freunde Richard Dawid,
Edwin Glassner, Heidi Konig, Manfred Kohlbach, Matthias Neuber und Richard
Nickl, die durch ihre intensiven Kommentare insbesondere im Rahmen des von uns
gemeinsam veranstalteten ,Wissenschaftsphilosophischen Kolloquiums® eine uner-
schopfliche Quelle der Inspiration und Motivation waren. Ausdriicklich mdchte ich
hervorheben, dass Matthias Neuber durch seine hochst detaillierten Kommentare zu
einer fritheren Fassung die Entwicklung dieser Arbeit mafsgeblich beeinflusst hat.

Schlieklich bedanke ich mich bei meinen Eltern, fiir ihre unerschiitterliche Tole-
ranz und die nie aussetzende finanzielle Unterstiitzung, und bei Christine, ohne die
vieles nicht moglich gewesen wiére.

Wien und Stossing, im Frithjahr 2005
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Kapitel 0

Was ist Logik?

Logik als Fundament der Mathematik Den entscheidenden Schritt zur Ent-
wicklung der modernen Logik lieferte nicht die Mathematisierung der Logik (Boole),
sondern die Logisierung der Mathematik (Frege, Russell), also der Versuch mit den
Methoden der Logik die Mathematik auf ein sichereres Fundament zu stellen. Lo-
giken wie die Pradikatenlogik erster und hoherer Stufe oder der A\-Kalkiil sind hun-
dertprozentige Produkte der mathematischen Grundlagendiskussion, wéhrend ge-
nuin philosophische Ansétze, die im Kontext der mehrwertigen Logik (Lukasiewicz)
oder der Modallogik (C.I. Lewis) bereits in dieser frithen formativen Phase disku-
tiert wurden, fiir die Entwicklung der genannten logischen Kernstrukturen kaum eine
Rolle spielten. Dennoch iiberrascht es retrospektiv, dass solche als mathematisches
Handwerkzeug entwickelte Techniken bis heute das Aussehen von Logik weitgehend
determinieren. — Obwohl niemand die Ezxistenz aulermathematischer Perspektiven
von Logik bestreiten wird, kann man dennoch insofern von einer ungebrochenen
Dominanz des grundlagenmathematischen Paradigmas sprechen als dieses bis heute
die Art und Weise bestimmt, wie Logik formuliert wird: auch wenn neunundneunzig
Prozent aller heute mit formallogischen Methoden behandelten Problemstellungen
mit reiner Mathematik nichts zu tun haben, sind doch die formallogischen Dialekte
mit denen diese Problemstellungen angegangen werden, die proprietdren Produkte
der mathematischen Grundlagendebatte.

Dabei ist, um ein reprasentatives Beispiel zu nennen, das formale Kauderwelsch
das man im Englischen first order logic nennt, alles andere als eine einfache ma-
thematische Sprachkonstruktion, alles andere als eine bequeme Gebrauchslogik. Der
Grund ist die absolut restriktionslose, offene Ontologie, die dieser Sprache zugrunde-
liegt: anders als in ,natiirlichen” Sprachen, wo Namen stets eine bestimmte restrin-
gierte Menge von Objekten bezeichnen, kann ein ,Name* in der Pradikatenlogik
einfach alles bezeichnen, was zu einer opulenten Fiille von ,formalen Spielraumen®
fithrt, die man im Umfeld natiirlicher Sprachen und formaler Ontologien kaum als
wiinschenswert betrachten kann.
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Die Grundidee dieser Arbeit Der Grundgedanke der vorliegenden Arbeit!
liegt nun eben darin, dass es eine gute Idee sein konnte, sich Sprachen genauer
anzusehen, die nicht vor dem Hintergrund einer derart offenen Ontologie formuliert
sind, sondern die bestimmten Restriktionen unterliegen. Dabei sind prinzipiell zwei
Optionen denkbar: zum einen koénnte man — Stichwort endliche Modelltheorie — die
Doméanenmengen einer Sprache hinsicht ihrer Kardinalitat beschranken und festset-
zen, dass diese Mengen hochstens abzdhlbar oder stets endlich zu sein haben; zum
anderen aber konnte man — und das ist die Variante, fiir die wir uns entscheiden wer-
den — fordern, dass die Domédnenmenge stets aus einer von Vornherein fiir die Sprache
fizierten Grunddoméne D stammt. — Wir wollen solche Sprachen, in Anlehnung an
Saul Kripkes Konzept der rigid designation?, als starre Sprachen bezeichnen.

Die letztere Restriktion ist insofern stérker als die einer endlichen Modelltheorie,
als dort ein entsprechendes Universum D jedenfalls ,zu grof* wire fiir eine men-
gentheoretische Auffasung. Die Klasse aller (endlichen) Strukturen fallt aus dem
mengentheoretischen Rahmen, wir kénnen folgerichtig auch nicht ,mengentheore-
tisch* tber alle (endlichen) Strukturen quantifizieren. Hingegen kann man im Fall
einer starren Sprache problemlos die Menge aller Strukturen angeben. Im Allge-
meinen wird diese Menge bei starren Sprachen genau dann endlich sein, wenn das
Universum D der Sprache endlich ist. Liegt dieser Sonderfall vor, so nennen wir eine
starre Sprache finitistisch.

Wie wir in den Abschnitten 1.2.1 und 1.2.2 zeigen werden, ist es iiberaus einfach,
eine Aussagenlogik und eine Pradikatenlogik erster Stufe als finitistische Sprache zu
redefinieren. Der anschauliche Vorteil solcher Sprachen liegt (namentlich im Fall der
Prédikatenlogik) vor allem darin, dass sie (im Unterschied zu offenen ,Dialekten®)
entscheidbar sind (hinsichtlich Erfiilltheit und hinsichtlich Giiltigkeit). — Viele ihrer
Stéarken spielen finitistische Sprachen aber erst dann aus, wenn man sie als modale
Sprachen konzipiert. (Vgl. die Abschnitte 1.2.3 und 1.2.4.)

Das ,Kontinuumsproblem* Man kann raumzeitliche Modelle insofern pro-
blemlos , finitistisch® gestalten, als man von einer endlichen Menge von Massekdrpern
(Elementarteilchen, Molekiile, etc.) ausgehen kann, aus denen sich das Universum
zusammensetzt. (Im zweiten Teil dieser Arbeit werden wir eine Reihe von Fragestel-
lungen diskutieren, die vor diesem Hintergrund entstehen.) So unproblematisch diese
Grundannahme zunéchst ist, wirft sich doch die Frage auf, wie man mit derartigen
,diskreten Dingen“ umzugehen hat, sobald metrische Fragestellungen auftauchen:

'Priizisiert werden diese Ausfiihrungen unten, im Abschnitt 1.1.

Die in Kripke (1980) dargestellten Uberlegungen iiber direkte (kausale) Referenz und Starrheit
als metaphysisches Konzept einer Referenz ,in allen moglichen Welten® liegen allerdings jenseits
des Rahmens der vorliegenden Untersuchungen. Starrheit wird hier als ein vergleichsweise techni-
sches Konzept aufgefasst, eher im Rahmen der urspriinglichen Konzeption in Kripke (1963), wo
sie als Argument fiir eine bestimmte Form von quantifizierter Modallogik préasentiert wurde. Der
signifikante technische Unterschied zwischen der Kripkeschen und der hier vertretenen Auffassung
liegt darin, dass Kripke versuchte, Starrheit eher konservativ im Rahmen der klassischen Pradika-
tenlogik erster Stufe umzusetzen, wihrend sie hier als ein Argument fiir respektive als ein zentrales
Merkmal von einer génzlich neuen Form von (philosophischer) Logik betrachtet wird.
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auch die endlich vielen Elementarteilchen eines Universums miissen in irgendeiner
Form als ,Weltlinien beschrieben werden, und man wird fiir diese Beschreibung
auf die Methoden der Infinitesimalrechnung zuriickgreifen miissen. — Wie kann man
mathematische Methoden, die in wesentlichen Punkten mit unendlich groften oder
unendlich kleinen Quantitdten operieren, in einem auf endliche Mengen reduzierten
Sprachkonstrukt verwenden?

Diese vermeintliche Grundsatzfrage beruht, wie wir kurz andeuten, auf einem
ziemlich banalen Missverstédndnis. Grob gesprochen: auch im finitistischen Fall spricht
nichts dagegen, dass wir uns der Methoden der Infinitesimalrechnung bedienen. Com-
puter — die selbstredend finitistisch funktionieren — konnen mit diesen Methoden
problemlos rechnen, einfach weil zum einen diese Methoden zum Grofsteil ,alge-
braisch“ sind (Ableitungen von Formeln, Grenzwerte, etc. — es ist letztendlich die
Pointe der infinitesimalen Mathematik, dass das Infinitesimale schlussendlich stets
wegféllt!), zum anderen weil wir iiberall dort wo wir keine ,algebraische Losung
besitzen ohnedies nur eine endliche Ndherung anbieten kénnen, egal wo und wie wir
ein Modell ansetzen. Und in dem selben Sinn kénnen wir in finitistischen Sprachen
jederzeit auf ,Ausschnitte® des Kontinuums zuriickgreifen, ohne dabei verstiarkte
Skrupel entwickeln zu miissen. — Die Ursache des Missverstédndnisses scheint dar-
in zu liegen, dass man nicht hinreichend klar trennt, zwischen der Definition und
der simplen Anwendung einer mathematischen Sprache. Es ist klar, dass nur (bzw.
héochstens) in ersterem Fall unendliche Kardinalitdten zwingend eine Rolle spielen.
Unsere methodologische Ausgangsposition ist die, dass die mathematischen Sprach-
konstruktionen (Infinitesimalmathematik) als gegeben vorausgesetzt werden. Das
heifst: beniitzen wir, in einer philosophischen Logik, in einer formalen Ontologie,
Methoden der Arithmetik oder der Infinitesimalmathematik, so miissen wir diese
Methoden nicht innerhalb dieser Sprachkonstruktion definieren — wir verwenden
sie einfach! — Wir kénnen so vollig ungehindert die mathematische ,Blackbox“ als
Selbstbedienungsladen gebrauchen, in der selben Weise, wie dies alle anderen an-
wendungsorientierten (weil nicht im engeren Sinn mathematischen) Wissenschaften
tun.

Das heift: iberall dort in der Wissenschaft, wo die Theoriebildung nicht substan-
ziell angewiesen ist, auf die Annahme wunendlicher Mengen von Argumenten (und
das wird, mit Ausnahme einiger Bereiche der theoretischen Physik, in allen Berei-
chen jenseits der reinen Mathematik der Fall sein) sollte der finitistische Standpunkt
prinzipiell unproblematisch sein. Dort aber, wo umgekehrt die Annahme endlicher
Kontexte Voraussetzung ist — also etwa bei der Entwicklung von Computermodellen
— sollte der finitistische Standpunkt prinzipiell immer die bessere Wahl darstellen.

Diese Ausfiithrungen zeigen insbesondere, dass ein zeitgeméfes Logik-Verstdndnis
auf keinen Fall auf die mathematische Grundlagendebatte heruntergebrochen wer-
den kann. Die Grundlagendebatte, unbestrittenermafen Verursacher der modernen
Logik, erweist sich vor dem Hintergrund rezenter Fragestellungen (formale Philoso-
phie) eher als Hemmschuh, als Altlast.

2. November 2006, 15h 40min



KAPITEL 0. WAS IST LOGIK? 4

Logik als Struktur natiirlicher Sprachen Nicht in Konkurrenz zum grundla-
genmathematischen, sondern parallel, auf einer anderen diskursiven Ebene, wurde
das sprachwissenschaftliche Paradigma der Logik implementiert. Im Wesentlichen
geht dieser Ansatz zuriick bis auf die Begriinder des mathematischen Ansatzes, also
bis auf Frege und Russell. Klassische Texte wie Frege (1892) und Russell (1905)
widmen sich erstmals der Frage, wie eine formalisierte Sprache auf Namen natiir-
licher Sprachen angewendet werden kann. Die Idee war offensichtlich, dass Logik
nicht nur als Rahmenwerk fiir die Sprache der Mathematik geeignet sein sollte,
sondern als formales Rahmenwerk fiir beliebige (natiirliche) Sprachen. Dabei wurde
anfangs in augenfalliger Weise keinerlei Unterscheidung vorgenommen, zwischen den
Zeichen der formalen und denen der natiirlichen Sprache. Dass ein solcher Unter-
schied einzukalkulieren ist, wurde erst im logischen Empirismus klar: Philosophen
wie Carnap (1934) und Tarski (1935) schlugen deshalb ein Programm vor, das ei-
ne Sprachreform mit den Mitteln der formalen Logik vorsah. Natiirliche Sprachen
(Tarski), bzw. Wissenschaftssprachen (Carnap) wurden als unvollkommene Abbil-
der formaler Sprachen interpretiert. Demgegeniiber formuliert Davidson (1967) eine
vollig neue Programmatik der Sprachanalyse, in deutlicher Abgrenzung von Tars-
kis sprachreformerischen Anspriichen. Nach Davidson ist das Ziel der Sprachanalyse
(mit den Methoden der formalen Logik) nicht eine Verbesserung der Objektsprachen
zu erreichen, sondern eine Strukturbeschreibung dieser zu entwickeln. Davidson:

»|N]ach meiner Auffassung hat eine Bedeutungstheorie nicht die Aufgabe,
eine Sprache zu verdndern, zu verbessern oder zu reformieren, sondern
sie zu beschreiben und zu verstehen.*3

Dabei denkt Davidson nicht an eine Philosophie natiirlicher Sprachen, im Stil der
Wittgensteinschen Sprachspiel-Diskussionen, sondern er denkt explizit daran, dass
die Aufgabe dieses Beschreibens und Verstehens nur mit den Mitteln der formalen
Logik, im konkreten Fall der Pridikatenlogik erster Stufe realisiert werden kann.

Ziel dieser Strukturbeschreibung ist es — namentlich vor dem Hintergrund der
Entwicklung formaler Linguistik — nicht, irgendeine gewissermafsen juridisch korrek-
te Theorie fiir natiirliche Sprachen zu finden, sondern eine Theorie, die sozusagen auf
jedes ,ontologische Detail“ der natiirlichen Objektsprache mit einem entsprechenden
Detail in der formalen Sprache reagiert. Das Schliisselwort ist hier die Feinkdrnigkeit,
die eine Ontologie fiir linguistische Kontexte aufweisen muss. — Es gibt, so kdnnte
man sehr grob sagen, bestimmte Zeichen in natiirlichen Sprachen, die eher einfach
gestrickt sind, etwa Eigennamen, die raumzeitliche Individuen oder natiirliche Ar-
ten bezeichnen. Solche Zeichen sind in der formalen Analyse klar zu trennen von
komplexeren Lexemen, wie etwa Prapositionen (rdumlicher oder zeitlicher Natur),
Wéortern die mit Existenz zu tun haben, mit Moglichkeit oder Unmdglichkeit, mit
der Unterscheidung von Phantasie und Tatsache, usw. Fiir all diese Dinge muss eine
brauchbare formale Sprache eine passende Schnittstelle bereitstellen.

3Davidson (1967, S.57).
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Als Pionier einer solchen ,feinkornigen“ linguistischen Auffassung von formaler
Sprachanalyse gilt Richard Montague mit seinem Programm einer intensionalen
Logik.*

Ist Logik als Fundament der Sprachwissenschaft (eventuell plus Logik als Funda-
ment der Mathematik) erschopfend charakterisiert?, bzw.: erschopft sich
das, was intensionale Logik oder formale Philosophie im Montagueschen Stil leis-
tet in den Anwendungsperspektiven formaler Linguistik? — Die Antwort sollte ne-
gativ ausfallen. Zum einen kann, was den institutionalen Rahmen betrifft, diese
Einschrankung heute mit Sicherheit nicht mehr gelten. Man hat Anwendungen in-
tensionaler Logik im Bereich der Computerwissenschaften, der Al und der Cogniti-
ve Science, die, was den betriebenen Gesamtaufwand betrifft — Stichwort: Semantic
Web -, die linguistische Perspektive geradezu marginalisieren. Uberdies, und damit
in Verbindung, existieren Ansétze einer formalen Philosophie bzw. ,Ontologie in
diversen disziplindren und interdisziplindren Grenzgebieten, die in der Regel kei-
neswegs auf linguistische Fragestellungen heruntergebrochen werden kénnen. Zum
anderen scheint auch rein ,internalistisch® gesehen einiges dafiir zu sprechen, dass
eine rein linguistische Auffassung von Logik als in signifikanter Weise zu eng zu
identifizieren ist. Wenn wir formale Sprachen diskutieren, dann tun wir dies nicht
in ausschliefllicher Konzentration auf Objektbereiche, die man als ,Zeichen® einer
yhatiirlichen Sprache” identifizieren konnte. — Dies wére ein anachronistisches Bild
von der Tétigkeit philosophischer Logiker. — Derartige Zeichendiskussionen sind nur
ein Aspekt unter vielen, mit denen sich Logik auseinandersetzt. Vollig unabhén-
gig davon konnen formal-logische Modelle etwa iiber zeitliche und raum-zeitliche
Strukturen diskutiert werden, selbst eine Diskussion ,intentionaler Zustédnde* kann
unabhéngig von einer natiirlichen Objektsprache, quasi ,rein ontologisch® erfolgen.
— Zusammenfassend: es ist ein wichtiges Charakteristikum des rezenten logischen
Diskurses, dass die traditionelle Gleichsetzung von Logik mit ,Sprachanalyse darin
keine zentrale Rolle mehr spielt.

Logik als formale Ontologie FEin zeitgeméfes Verstédndnis von philosophischer
Logik muss also die grundlagenmathematische Option als anachronistisch, die lin-
guistische als zu eng identifizieren. Philosophische Logik liefert Theorien, deren
epistemischer Status eher vage als der von ,kleinen Wissenschaften oder ,inter-
disziplindren Rahmenwerken“ charakterisiert werden kann. Am Besten wird dieser
epistemische Status wohl mit dem Terminus formale Ontologie umschrieben, wenn
auch nicht alle Konzeptionen einer solchen dem hier intendierten eher deflationdren
Verstéandnis entsprechen. So definiert Nino B. Cocchiarella:

,Formal ontology is the result of combining the intuitive, informal me-
thod of classical ontology with the formal, mathematical method of
modern symbolic logic, and ultimately of identifying them as different

4Vgl. Thomason (1974). Eine wichtige Ressource ist nach wie vor die klassische Publikation
Davidson & Harman (1972), gewissermafen als konkreter Meilenstein in der Umsetzung des ange-
sprochenen ,Davidson-Programms".
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KAPITEL 0. WAS IST LOGIK? 6

aspects of one and the same science. |...| As such, formal ontology is a
science prior to all others in which particular forms, modes, or kinds of
being are studied.*®

Was ist die ,,Methode der klassischen Philosophie*? — Wenn man darunter nur solche
Dinge verstehen wiirde, wie einen Hang zum ad hoc Theoretisieren, zur apriorisch-
konstruktiven Schaffung (kategorialer) Losungsansétze, im Unter-
schied zu einer auf vorhandene wissenschaftliche Ressourcen gestiitzten (,normal-
wissenschaftlichen®) Detailarbeit, wie sie das einzelwissenschaftliche Arbeiten cha-
rakterisiert, dann wére eine Berufung auf klassische Methoden unproblematisch. Es
wird jedoch, bei ndherem Hinsehen auf die Tétigkeit ,formaler Ontologen®, deutlich,
dass dort unter den ,klassischen Methoden“ oft wesentlich mehr verstanden wird als
nur ein sehr allgemein charakterisierter ,Denkstil*. Unter klassischen ,Methoden*
werden dann — sozusagen als ,Werkzeuge des ontologischen Ingenieurwesens* — sol-
che Dinge wie Kategorientafeln, Begriffsschemata, also ganz konkrete theoretische
Ansiitze klassischer Philosophie verstanden.® Formale Ontologie in diesem Sinn ist
gewissermaften nichts anderes als formale Wiederaufbereitung klassischer Zitate, wo-
bei jedoch kaum einkalkuliert wird, dass diese klassischen Kategorien durchwegs von
wissenschaftlichen Grundhaltungen geprégt sind, die weitgehend inkompatibel sind
mit dem rezenten wissenschaftlichen Weltbild.

Philosophie war, bis in die frithe Neuzeit, eine Disziplin, die alle Wissenschaften
miteinschloss; somit wurde im Rahmen von ontologischen Fragestellungen Physik,
Biologie, Medizin und Psychologie, etc. gleich mitdiskutiert. Und tatsachlich: im
Wesentlichen ist das auch das Ziel einer heutigen Ontologie — eben interdiszipli-
ndre Rahmenwerke zu schaffen — aber dies kann, so die These, nicht einfach so
funktionieren, dass wir uns im historischen Fundus bedienen und mehr oder we-
niger anachronistische Philosopheme mit formaler Logik aufpolieren. Wenn {iber-
haupt, dann kann der historische Fundus als Stichwortgeber hier eine Rolle spielen,
als Analogienlieferant und als heuristische Inspiration. Wegen der grundlegenden
Inkompatibilitat der Weltbilder klassischer Philosophien mit dem rezenten wissen-
schaftlichen Weltbild wird ein direkter Import historischer Kategorien jedoch kaum
funktionieren, weshalb man die Methode einer ,Formalisierung historischer Zitate*
prinzipiell mit Vorsicht geniefien sollte. (Am ehesten konnte diese Methode wohl als
Methode der historischen Rekonstruktion niitzlich sein, ein Problemkreis der jedoch
dezidiert aufserhalb des Rahmens der hier angestellten Untersuchungen liegt.)

Der zweite Punkt, wo die hier vertretene Position von formal-ontologischen Pro-
grammatiken abweicht, ist deren Tendenz zu einer perennistischen Auffassung von
Philosophie. Kontrar dazu wollen wir davon ausgehen, dass Ontologien auf Gedeih
und Verderb darauf angewiesen sind, Kompatibilitdt mit den Einzelwissenschaften
anzustreben. Das heifit: wenn wir formale Ontologien oder interpretierte Logiken
basteln, dann wird es unsere erste und wichtigste ,ontologische Verpflichtung“ sein,
diese so zu konstruieren, dass wir einzelwissenschaftliche Systeme in diese forma-

®Cocchiarella (1991, S.640).
6Zum Stichwort ontological engineering vgl. einschligige Textbiicher wie Sowa (2000).
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len Rahmenwerke integrieren konnen. Dadurch ist aber die deduktive Hackordnung
klar definiert: Formale Ontologien kommen nie vor den Wissenschaften, sondern
stets hinter thnen, in einer Weise wie dies seit Kant das Bild von Philosophie in
tiefster (und wohl auch irreversibler) Weise gepragt hat. Philosophie gibt nicht den
Physikern vor, wie sie Physik zu betreiben haben, sondern umgekehrt: die Physik
sagt den Philosophen, was sie fiir eine Philosophie zu liefern haben, usw.

Insgesamt kann das hier zugrundegelegte Ontologie-Verstandnis so charakteri-
siert werden: Logik liefert den formalen, die Einzelwissenschaften liefern den em-
pirischen Gehalt fiir formale Ontologie. Die wissenschaftliche Relevanz formaler
Ontologie liegt somit keineswegs darin, ein Fundament fiir die Wissenschaften zu
liefern, sondern bestenfalls darin, zwischen den Wissenschaften zu koordinieren, in-
dem vereinheitlichende Rahmenwerke geschaffen werden. Formale Ontologien sind
weder Gegenwissenschaften noch Uberwissenschaften, sondern gewissermafen epis-
temisch neutrale formale Rahmenwerke fiir ezistierende Ressourcen, und sie sind
somit am ehesten vergleichbar mit der programmatischen Auffassung die der von
Rudolf Carnap und Otto Neurath konzipierten Enzyklopidie der Einheitswissen-
schaft zugrundelag.”

Ein formallogisches Schweizermesser Im Wesentlichen sind zwei Strategien
zu konstatieren, bei der Diskussion unterschiedlicher logischer Systeme. Zum einen
die klassische, von ,echten Logikern bevorzugte Strategie einer Verdstelung und
Zerlegung des Gesamtbereiches in viele mdglichst kompakte und einfache Einzelsys-
teme, zum anderen die (eher bei ,ontologieorientierten Logikern beliebte) Strategie
der Vereinheitlichung: moglichst wenige, moglichst iberhaupt nur ein logisches Sys-
tem, eine Superlogik die alle Aufgaben zufriedenstellend 16st. In vieler Hinsicht sind
diese beiden Strategien komplementér und befruchten sich gegenseitig: einfachere
ykleine Logiken erméglichen einfachere ,Superlogiken®, wie umgekehrt Superlogiken
demonstrieren, wie man auf bestimmte kleine Logiken verzichten kann.

Generell sollte jedoch der Fokus einer philosophischen Logik-Diskussion jenseits
einer rein formalen ,grundlagenorientierten Spekulation, viel stéarker auf den An-
spruch hinauslaufen, eine grofse ,,.Superlogik” zu entwickeln, als die Industrie logischer
Miniaturen um weitere Kleinode zu bereichern. Die oben skizzierten Perspektiven
von Logik im Umfeld von Linguistik und formaler Ontologie erzwingen geradezu die-
se Hinwendung zu umfassenden integrativen Systemen. Eine Logik, nicht als meta-
physisches Spekulationsvehikel, sondern als anwendungsorientiertes philosophisches
Werkzeug, das fiir die unterschiedlichsten Situationen eine Funktion parat hat — eine
Superlogik als formallogisches Schweizermesser. — Die Pioniere eines solchen Projek-
tes sind Philosophen wie Richard Montague, Pavel Tichy, Edward Zalta, aber auch
Rudolf Carnap.®

"Vgl. Neurath et al. (1939-1970).

8Vgl. etwa Montague (1972), Thomason (1974), Tichy (1988), Zalta (1988), sowie die einschli-
gigen Arbeiten Carnap (1998, 1968, 1960). Im Kapitel 2 der vorliegenden Arbeit wird ein entspre-
chender ,Superkalkiil“ prasentiert, auf der Basis des zuvor entwickelten finitistischen Standpunktes
und unter Einbeziehung solcher nicht-klassischer Features, wie Mehrsortigkeit, Modalitét, inten-
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KAPITEL 0. WAS IST LOGIK? 8

Physikalismus Wie kann man so unterschiedliche Objektkategorien, wie sie in
der Physik, der Biologie, Psychologie, Medizin, Soziologie, den Wirtschaftswissen-
schaften und Geschichtswissenschaften, usw. beschrieben werden, in einer formalen
Ontologie unter einen Hut bekommen? Die klassische Carnapsche Option ist der
sogenannte Physikalismus der Einheitswissenschaft:

,Die These des Physikalismus besagt, daf die physikalische Sprache eine
Universalsprache der Wissenschaft ist |...| Hieraus folgt, daf die Wis-
senschaft ein einheitliches System ist, innerhalb dessen es keine grund-
sdtzlich verschiedenen Objektbereiche gibt, also keine Spaltung etwa in
Natur- und Geisteswissenschaften; das ist die These der Einheitswissen-
schaft .

Entgegen den Stehsétzen einer ,anti-positivistischen Standardpolemik soll hier be-
hauptet werden, dass diese Aussage letztlich einem wissenschaftlichen Grundkonsens
entsprechen sollte. — Was wiirde eine Position bedeuten, die diese These negiert? Sie
wiirde bedeuten, dass es so etwas gibt wie vollstandig disjunkte wissenschaftliche Ge-
genstandsbereiche, deren Beschreibungen wechselweise inkommensurabel sind. Die
Aussagen einer Soziologin miissten vom Standpunkt der Physikerin inhaltslose Laut-
malerei darstellen und umgekehrt.

Dagegen behauptet der Physikalismus, dass es mdglich sein muss, jeden Vorgang
den die Soziologin beschreibt auf eine physikalische Weise zu rekonstruieren. Was
die physikalistische Position wie sie hier verstanden wird jedoch insbesondere nicht
behauptet ist, dass jede Beschreibung der Soziologin durch eine physikalische Be-
schretbung ersetzt werden kénnte. In anderen Worten: wenn hier von Physikalismus
die Rede ist, dann nicht in einem hart-reduktionistischen Sinn, die Hoffnung for-
mulierend, dass wir irgendwann nurmehr in physikalischen Formeln {iber die Welt
reden werden, auch nicht im Sinne eines Instrumentalismus, der nicht-physikalische
Theorien lediglich als Abkiirzungen fiir kompliziertere physikalische Ausdriicke sieht,
sondern im Stil eines weichen Reduktionismus, der kategoriale Eigenstindigkeit der
reduzierten Systeme wahrt.

Wir kénnen von mentalen Vorgidngen, intentionalen Zustéanden reden, als eigen-
stindige Kategorien, ohne den Physikalismus aufgeben zu miissen. Dieser behaup-
tet lediglich, dass alles was wir als nicht-physische Phianomene beschreiben, doch
physikalisch rekonstruiert werden kann. Physisch ist jeder mentale Vorgang ein neu-
ronaler Vorgang, und kein géttlicher oder ein Vorgang irgendeiner anderen zweiten
Wirklichkeit.

Somit ist Physikalismus einerseits ein taugliches Kriterium fiir die Abgrenzung
zwischen Wissenschaft und Nicht-Wissenschaft. Andererseits aber ist er — und das ist
es was ihn ontologisch so interessant macht — eine klare Ansage, die eine bestimmte
wissenschaftliche Disziplin — trotz kategorialer Eigenstédndigkeit der anderen Diszi-
plinen — als Basis aller anderen Disziplinen auszeichnet.

tionale Zustédnde, Mereologie, usw.
9Carnap (1968, S.248).
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Eine ,,Schichtontologie Von Nikolai Hartmann (1949) stammt die Konzeption
einer sogenannten Schichtontologie, die eine interessante Kompromissformulierung
darstellt, zwischen dualistischen und monistischen Konzepten. Die raumzeitliche
Realitéat bildet eine Basisschicht; die darauf aufbauenden Schichten sind, ganz in
dem oben angedeuteten Sinn, kategorial eigenstindig, aber dennoch in der Termi-
nologie der jeweils darunterliegenden Schichten kausal rekonstruierbar.'®

Im Bereich der Ontologie und der intensionalen Logik ist dieses Programm einer
Schichtontologie vor allem abzugrenzen gegeniiber den mehr und mehr dominieren-
den Ansétzen, die gewissermafsen einen Monismus auf der nicht-extensionalen Ebene
behaupten, also eine Art ,Geistesontologie* (ohne extensionale Basis). — Die iibli-
chen analytischen Argumente, die sich auf solche Dinge beziehen, wie das Reden
iiber nicht-existierende und fiktionale Entititen,'! seien hier als prinzipiell unstrit-
tig betrachtet. Auch die Konsequenzen, dass eine formale Sprache entsprechend pas-
sende intensionale Elemente benotigt, werden hier grundséatzlich akklamiert. — Der
Punkt, auf den hingewiesen werden soll, ist nur folgender: Argumente fir intensio-
nale Sprachen sind per se keine Argumente gegen extensionale Sprachen, sondern
blofs fiir intensionale Erweiterungen extensionaler Sprachen.

Wenn wir von physikalischen Objekten reden wollen, dann werden wir dies nicht
tun wollen, in einer intensionalen oder fiktionalen Terminologie, wir werden also
zunachst, fiir das Reden dber die extensional-physikalische Basis eine konsistente
extensionale Grundsprache benotigen. Da es wenig Sinn zu ergeben scheint, sich in
luftige Hohenregionen intensionaler Spekulation zu begeben, bevor man derartige
Fragen geklart hat, wird im zweiten Teil der vorliegenden Arbeit der Fokus auf die
Entwicklung einer solchen extensionalen Kernsprache gelegt.

0FKine dhnliche Formulierung wurde in neuerer Zeit als sogenannte Supervenienzthese entwi-
ckelt. Vgl. Donald Davidson (1970), insbesondere dessen Ausfiihrungen zur ,Willensfreiheit”. Siehe
auch den Beitrag von Erhard Oeser in Oeser & Seitelberger (1995) und die dortigen wesentlich
detaillierteren Ausfithrungen zum Leib-Seele-Problem.

HVgl. etwa Zalta (1988, S.1-14) und Fitting & Mendelsohn (1998).
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Kapitel 1

Finitistische Variationen

1.1 Das Layout finitistischer Sprachen

Finitistische Sprachen sind Logiken, die auf zwei unten erlduterte Arten und Weisen
restringiert sind: Endlichkeit und Starrheit.

Metalogische Praliminarien Gegeben eine Menge D und eine Teilmenge
A C D nennt man die Menge A aufzihlbar, wenn es ein Verfahren gibt, mit dem
man sukzessive alle Elemente von A auflisten kann. Man nennt A entscheidbar, wenn
ein Verfahren existiert, das in endlich vielen Schritten fiir jedes Element von D fest-
stellt, ob es ein Element von A ist. Diese beiden Konzepte sind grundlegend fiir
eine (grobe, aber fiir unsere Zwecke hinreichende) metalogische Klassifizierung von
Logiken.?

Gegeben eine Logik (eine formale Sprache) mit der Formelmenge F und einem
passenden Strukturbegriff, ist eine Formel g¢iiltig, wenn sie in allen Strukturen der
Sprache erfiillt ist. Ist die Menge F+ aller giiltigen Formeln aufzidhlbar, so heifit die
Sprache vollstdndig, ist sie entscheidbar, so heifst die Sprache entscheidbar (hinsicht-
lich Giiltigkeit). So ist beispielsweise die Pradikatenlogik erster Stufe zwar vollstén-
dig aber unentscheidbar.?

Zu unterscheiden von der Giiltigkeitsproblematik ist die Frage, ob eine Formel ¢
in einer bestimmten Struktur A erfillt ist. Mit 2. bezeichnen wir die Menge aller
in einer Struktur 2 erfiillten Formeln. 2= wird in der Regel jedenfalls entscheidbar
sein, wenn 2 endlich ist. Im unendlichen Fall ist die Struktur grob gesprochen ge-
nau dann entscheidbar, wenn die an ihrer Definition beteiligten Mengen, Relationen
und Funktionen alle entscheidbar sind. Wegen der prinzipiell negativen Losung des
,Entscheidungsproblems” ist eine grofse Klasse von unendlichen Strukturen jedoch
stets unentscheidbar.

'Fiir weitere Details vgl. Ebbinghaus et al. (1996, Kapitel X). Dieser Text wird im folgenden
stets als Standardressource zur mathematischen Logik zitiert. Weitere Texte, die vergleichbare
Materialien anbieten, sind im Literaturverzeichnis angefiihrt.

2Fiir einen Beweis dieser Sitze siche Ebbinghaus et al. (1996, Kapitel V und X).
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Argument I: Endlichkeit Die Bedeutung der Entscheidbarkeit von Erfiilltheit
liegt darin, dass die Erfiilltheitsrelation einen Ausdruck fiir Wahrheit liefert. Inter-
pretieren wir eine Logik als empirische Sprache, dann miissen wir im Prinzip nichts
anderes tun, als eine Struktur anzugeben, die ein korrektes Abbild der Realitdt re-
prasentiert. Ware diese Struktur unentscheidbar, dann héatte dies die unangenehme
Konsequenz, dass Wahrheit in dieser Sprache insgesamt unentscheidbar wiare.

Natiirlich existieren auf der unendlichen Seite zahlreiche Strukturen, die ent-
scheidbar sind. In allen Bereichen der Mathematik wird mit solchen Strukturen
operiert. Beispiele: die Menge der ganzen Zahlen und Addition, Mulitiplikation, Di-
vision dariiber oder das Pradikat ,ist eine Primzahl“. — Ein grofser Teil aller ma-
thematischen Funktionen sind entscheidbare Funktionen iiber unendlichen Mengen.
Dies liegt daran, dass diese Funktionen typischer Weise als Definitionen eingefiihrt
werden, die nicht viel anderes festlegen, als eben den entsprechenden Entscheidungs-
algorithmus.

Wir interessieren uns hier jedoch nicht primér fiir analytische Sprachen der Ma-
thematik, sondern fiir empirische Sprachen, deren Funktionen auf reale Sachverhalte
verweisen und somit keine Frage einer definitorischen Angabe, sondern einer empi-
rischen ,Konstatierung” sind. — Gegeben eine unendliche Grundmenge ,aller Dinge*
miisste man — und das ist sozusagen ein rekursionstheoretischer Gemeinplatz — im
empirischen Fall immer von dem ungiinstigsten Fall einer rekursiven Unentscheid-
barkeit ausgehen; in einer unendlichen Struktur ist zwar die Summe zweier Zahlen
u. dgl. entscheidbar, aber solche Dinge wie die Frage ob x blau ist oder wiitend oder
schnell, werden hier im Allgemeinen unentscheidbar sein, einfach weil solche Din-
ge nicht per Berechnung (bzw. per Definition, per Konvention) entschieden werden
konnen, sondern nur per Hinsehen auf die empirische Realitat. Hatten wir es also
mit unendlich vielen empirischen Dingen zu tun, dann wéren wir in der paradoxen
Situation, dass wir unendlich oft hinsehen miissten, auf die empirische Realitdt, um
eine Struktur angeben, bzw. ihre Werte entscheiden zu kénnen; wir wiirden also nie
fertig werden, mit dem Angeben der Struktur. Diese durchaus triviale Beobachtung
zeigt, dass sich unendliche Sprachen fiir den empirischen Fall disqualifizieren.

Nun konnte man versuchen, die Unendlichkeit dadurch auszuschalten, dass man
eine Sprache einfach auf alle Strukturen restringiert, die iiber endlichen Mengen
konstruiert sind. Einen so restringierten Strukturbegriff betrachtet die endliche Mo-
delltheorie. Aber diese Restriktion ist unzureichend, sobald man in einer Sprache
modale Formulierungen vornehmen will. Modalitat bedeutet grob gesprochen Quan-
tifizieren tber die Strukturmenge einer Grundsprache. Ist diese Strukturmenge un-
endlich, so hat man erneut ein Entscheidbarkeitsproblem. Im Fall der endlichen
Modelltheorie ist dieses Problem geradezu prekér: die Menge der in allen endlichen
Strukturen der Prédikatenlogik erster Stufe erfiillten Formeln ist nicht aufzihlbar
(Satz von Trachtenbrot)?, diese Sprache ist also unwvollstindig.

Aber, wie gesagt: vor einem empirischen Hintergrund wére es sicher ratsam,
Sprachen immer so zu konstruieren, dass Erfiilltheit entscheidbar ist. Will man eine

3Vgl. Ebbinghaus & Flum (1995).
4Vgl. Ebbinghaus et al. (1996, S. 185f.).
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KAPITEL 1. FINITISTISCHE VARIATIONEN 13

modale Sprache in diesem Sinn konstruieren, dann muss, gemaf dem eben gesagten,
die ,Grundsprache” dieser modalen Sprache so konstruiert sein, dass sie nur endlich
viele Strukturen besitzt, da nur dann garantiert ist, dass Quantifizieren tiber Struk-
turen entscheidbar ist. — Das ist es, was wir das Endlichkeispostulat fir empirische
Sprachen nennen wollen. Sprachen, die diesem Postulat geniigen, wollen wir endliche
Sprachen nennen:

FEine endliche Sprache ist eine Sprache mit endlich vielen Strukturen.

Das elementarste Beispiel einer solchen Sprache ist eine Aussagenlogik iiber einer
endlichen Menge A von Aussagen (vgl. Abschnitt 1.2.1). Die Strukturenmenge A ist
dort gleich der Potenzmenge ©(A) der Aussagenmenge. In der Priadikatenlogik erster
Stufe erreichen wir eine endliche Menge von Strukturen, indem wir uns nicht blofs
auf endliche Domédnenmengen beschrianken, sondern eine ganz bestimmte endliche
Domdnenmenge D als fiz annehmen. Eine Struktur 2 = (D3, «) wird dann sinn-
voller Weise definiert, als eine Teilmenge D5 des fixen ,Universums* D plus einer
Abbildung «, die den nicht-logischen Konstanten entsprechende Relationen u. dgl.
tiber D3 zuordnet (vgl. Abschnitt 1.2.2). — Eine solche Logik lésst also durchaus eine
Variation der Doméne zu, aber restringiert diese Variabilitidt auf bestimmte Gren-
zen, die durch das Universum D vorgegeben sind. Dieses Restringieren der Grenzen
hat philosophische aber auch formale Vorteile: so konstruierte endliche Sprachen
sind entscheidbar, und zwar sowohl hinsichtlich Giiltigkeit als auch hinsichtlich Er-
fiilltheit. Sie vereinigen also die Vorteile der endlichen und der unbeschrankten Mo-
delltheorie in sich:

Pradikatenlogik erster Stufe
Giiltigkeit Erfiilltheit
aufzahlbar | entscheidbar | entscheidbar
Der klassische Fall Ja Nein Nein
Endliche Modelltheorie Nein Nein Ja
Endliche Sprache Ja Ja Ja

Argument II: Starrheit Eine naheliegende ontologische Interpretation aus-
sagen- und préadikatenlogischer Sprachen lautet wie folgt: die in der Symbolmen-
ge der Sprache festgesetzten logischen und nichtlogischen Konstanten haben eine
fize Bedeutung (Intension). — So wére es eher witzlos, bei einer Aussagenlogik davon
auszugehen, dass eine Konstante p in einer Struktur ,Schnee ist weils* bedeutet, in
einer anderen aber ,Gras ist Griin“. In gewisser Hinsicht wiirde eine derartige Annah-
me die gesamte aussagenlogische Konstruktion ad absurdum fiihren, weil Strukturen
dann nicht mehr sinnvoll vergleichbar waren. [p wiirde dann unangenehmer Weise
so etwas bedeuten wie:  Fiir alle vergleichbaren wy, wq, w; gilt*:

in w;: Schnee ist weik.
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KAPITEL 1. FINITISTISCHE VARIATIONEN 14

in wy: Gras ist griin.

in w;: Das arbitrire Irgendwas ist der Fall, das p in w; bedeutet.

Man geht also sinnvoller Weise davon aus, dass alle Aussagenkonstanten stets die
selbe Bedeutung (Intension) aufweisen. Analog wird man in der Pradikatenlogik da-
von ausgehen wollen, dass ein und das selbe Pradikatensymbol P in allen Strukturen
die selbe Bedeutung aufweist, und nicht etwa in einem Fall ;weif“ und im anderen
,blau” bedeutet. Auch im Fall von Individuenkonstanten wird man im Allgemei-
nen diese Annahme treffen wollen. Wenn a fiir ,César” steht, dann wird man nicht
annehmen dass dieses a in irgendeiner Struktur plotzlich Pegasus bezeichnet oder
Walter Scott. (Bedeutet a den gegenwéirtigen Kénig von Frankreich, dann bezeichnet
es zwar in unterschiedlichen Zusammenhéngen unterschiedliche Objekte, aber doch
immer Objekte einer ganz bestimmten Klasse.) Im Sinne dieser Standardinterpreta-
tion miisste also die Signatur einer beliebigen formalen Sprache letztendlich genau
alle Intensionen bereits festsetzen, die in dieser Sprache eine Rolle spielen.

So plausibel diese Auffassung auch anschaulich gesehen ist, sie harmoniert &u-
fserst schlecht mit einer klassischen modelltheoretischen Konzeption von Logik. —
Im aussagenlogischen Fall gibt es noch keine Probleme. Identifizieren wir Aussagen-
konstanten mit Propositionen, dann resultieren Strukturen als Mengen von wahren
Propositionen (die Klasse aller Strukturen entsprechend als Potenzmenge der Aus-
sagenmenge).

Bei der Préadikatenlogik hingegen bricht diese plausible Auffassung vollig zu-
sammen, sobald wir die Sprache im iiblichen Sinn semantisch definieren. Gegeben
die Klasse aller Strukturen A, zu einer bestimmten Signatur, muss eine beliebige
Individuenkonstante a, die irgendwo César bezeichnet, auch irgendwo einen Ku-
gelschreiber, die Zahl 23 678, Pegasus, Walter Scott oder die Maus auf dem Mars
bezeichnen: die extrem offene Konstruktionsweise des Strukturbegriffs iiber allem
und jedem erzwingt, dass es fiir jede nichtlogische Konstante und jedes ,Ding* eine
Struktur gibt, in der diese Konstante das Ding bezeichnet — jede Konstante kann
modelltheoretisch gesehen einfach alles bezeichnen. Wie Hartry Field vollig korrekt
anmerkt: in einer modelltheoretisch konzipierten Logik kann ,Schnee ist weil* auch
,Gras ist Griin“ bedeuten (weil es einfach alles bedeuten kann).5

Das ist eine unangenehme Situation, die nur durch radikale Mafsnahmen verbes-
sert werden kann. — Frage: wie konnen wir erzwingen, dass ein a immer das selbe
Ding bezeichnet, ,César” immer César, ,,.Schnee immer Schnee, ,Pegasus® Pegasus
und ,,Der gegenwértige Konig von Frankreich® den gegenwartigen Konig von Frank-
reich? — Es ist klar, dass jede mogliche Antwort darauf etwas mit einem Fizieren
der Domdne einer Sprache zu tun hat. Soll heiften: ist die Interpretation plausibel,
dass alle Elemente der Signatur einer Sprache eine fixe Bedeutung haben, dann ist
dem hinzuzufiigen, dass man diese Interpretation nur dann durchhalten kann, wenn
man die Domdnenmenge fixiert. — Dies ist eine triviale Konsequenz, die insbesonde-
re nichts zu tun hat, mit der Position die man hinsichtlich starrer Referenz u.dgl.
einnimmt! — Ein ¢ kann immer das selbe Ding bezeichnen (Schnee oder weifs), oder

5Vgl. Field (2001).
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es kann viele Dinge in unterschiedlichen Situationen bezeichnen (etwa den jeweils
gegenwértigen Konig von Frankreich). Die resultierende Doméne kann fix sein, auch
dann wenn jede nichtlogische Konstante unendlich viele verschiedene ,Optionen®
aufweist. Oder, mit anderen Worten: nichtlogische Konstanten konnen in diesem
Sinn zwar jeweils viele unterschiedliche Dinge, nicht aber in jedem Full alle Dinge
bezeichnen. Eine Individuenkonstante k& konnte so als ,nicht-starrer Designator* de-
finiert sein, dass sie in jeder Struktur den Gegenstand bezeichnet, der dort gerade
der gegenwirtige Konig von Frankreich ist; diese Option ist klar zu unterscheiden
von der pradikatenlogischen Standardannahme, dass es fiir jedes Ding ¢ und jede
Individuenkonstante k eine Struktur geben muss, in der k dieses i bezeichnet.®

Allgemein wollen wir, im Sinne einer ersten Naherung (eine allgemeinere Defi-
nition liefern wir im Abschnitt 1.3), eine Sprache starr nennen, wenn sie eine fize
Doméne besitzt. Klassischer Weise ist eine Aussagenlogik daher stets starr. Bei der
Pradikatenlogik erreicht man Starrheit am Besten dadurch, dass man ein fixes ,,Uni-
versum® D vorgibt, aus dem die Doméne jeder Struktur stammen muss. Ist dieses D
endlich, so auch (vgl. Abschnitt 1.2.2) die Menge aller Strukturen; die starre Spra-
che ist dann also endlich im oben spezifizierten Sinn. Sprachen die starr und endlich
sind nennen wir finitistische Sprachen.

Ein bekanntermafen wichtiger Anwendungsfall von Starrheit sind quantifizier-
te Modallogiken (siehe unten, Abschnitt 1.2.4). Solche Logiken sind insofern stets
starr, als ein Modell im iiblichen Sinn dort eine fixe Menge von ,,moglichen Welten*
angibt, von denen jede eine Doméne zugeordnet bekommt. Die Vereinigungsmenge
aller Doménen kann somit als fixes Universum des Modells betrachtet werden. Die
Restriktion, die wir hier vornehmen, geht jedoch insofern weiter, als wir die gesamte
Sprache (und nicht blofs einzelne Modelle) auf ein fixes Universum restringieren.
Motiviert ist dies durch obiges philosophisches Argument, dass die Namen einer
Sprache immer die selbe Bedeutung haben sollten.”

Konklusion: eine Ockhamisierung philosophischer Logik Die vorliegende
Arbeit bietet im Wesentlichen keine Neuigkeiten an. Die meisten hier préisentierten
logischen Systeme sind bekannt, ebenso wie die meisten Theoreme von denen die
Rede sein wird, bekannt sind. Auch das philosophische Prinzip der Starrheit ist spa-
testens seit Kripke (1980) eine in wesentlichen Punkten bekannte Konzeption. Aber
Logik wird hier, gegeben diese Einschrénkungen, doch unter einem signifikant ande-
ren Blickwinkel betrachtet, der zu einer massiven Vereinfachung des theoretischen
Apparates fithrt. So kann man von einem Relaunch oder auch einer Ockhamisierung
philosophischer Logik sprechen. — Wenn auch kaum substanzielle theoretische Neu-
igkeiten in der Arbeit stecken, so fiihrt die Arbeit doch dazu, dass eine grofse Anzahl
von klassischen Theoriefeldern der philosophischen und mathematischen Logik sich
als schlicht tiberfliissig, quasi als theoretische Ornamente erweisen. Weitgehend un-

6 Auf die technische Seite dieses Arguments (Unterscheidung zwischen starren und nicht-starren
Namen) gehen wir unten, im Abschnitt 2.1.3 néher ein.

"Vgl. auch die Bemerkungen, oben, S.2, insbesondere Fufnote 2, wo auf die Bedeutung Saul
Kripkes fiir das hier grundlegende Konzept der Starrheit eingegangen wird.
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ter den Tisch fallen vor dem Hintergrund des vorliegenden Ansatzes beispielsweise
die oft extrem komplizierten Konstruktionen deduktiver Systeme fiir Logiken (und
somit der gesamte klassische syntaktische Zugang). Es fillt aber auch der modell-
theoretische Gesichtspunkt weitgehend flach, bzw. wird schlicht trivialisiert. Grob
gesprochen: das was man mit den rezenten Instrumentarien philosophischer Logik
erreichen kann, kann man mit den hier prasentierten Techniken ebenso erreichen, nur
mit einem Bruchteil an theoretischem Aufwand. Dass der Standpunkt der Endlich-
keit (und Starrheit), wie im zweiten Teil der Arbeit suggeriert wird, auch fiir sich
genommen philosophische Perspektiven im engeren Sinn haben konnte, ist dabei
vergleichsweise als (erwiinschter) Nebeneffekt einzuschétzen.

1.2 Finf finitistische Sprachen

1.2.1 Die Aussagenlogik FIN,

Eine finitistische Sprache ist definiert durch die Angabe einer endlichen Menge von
Entitaten. So definieren und identifizieren wir FIN, mit einer endlichen Menge A von
Aussagenkonstanten. — Natiirlich gibt es demnach unendlich viele ,Erscheinungsfor-
men" der Sprache FIN,, aber das tut hier nichts zur Sache, da ein Vergleich dieser
Erscheinungsformen nicht in einem finitistischen Rahmen angestellt werden konnte.
Eine Struktur der aussagenlogischen Sprache FIN, ist jeweils mit einer Teilmenge
2A C A von wahren Aussagen zu identifizieren. Es gibt also genau 2/4 mogliche
Strukturen und die Menge aller Strukturen A, ist gleich der Potenzmenge p(A). Die
Formelmenge F; ist (in der iiblichen Backus-Naur-Form®) definiert als

= pl-d| A0,

wobei p fiir Elemente von A steht. — Wir fiihren hier stets nur die beiden Junktoren
= und A ein, um die entsprechenden Definitionen von Semantiken mdglichst kurz zu
halten. Andere Junktoren kénnen auf der Basis von — und A in der {iblichen Weise
definiert werden. Wir présentieren eine Auswahl:

OV Y= ~(-¢ A )
6= 1= =6 A )
¢ = Y= (¢ AP) A(=p AY).

Fiir jede Struktur 2, jede Aussagenkonstante p und alle F,-Formeln ¢ und ¢ gilt:

AEp gdw p e
AFE -0 gdw nicht A F ¢.
AEOANY gdw AE o und AF .

8Siehe z.b. Goldblatt (1992, S. 3).
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Im Anhang A wird ein einfacher Algorithmus beschrieben, mit dem sich fiir jede end-
liche Formel ¢ und jede Struktur 2 in endlich vielen Schritten zeigen lésst ob A F ¢
gilt. Da die Anzahl aller moglichen Strukturen gegeben eine Menge A endlich ist,
lasst sich mit dem selben Verfahren auch Guiltigkeit entscheiden. Ein simpler Reso-
lutionsalgorithmus ersetzt damit insbesondere ein Deduktionsverfahren der iiblichen
Form.

Lésst man in obiger Definition zu, dass die Aussagenmenge A unendlich ist, dann
funktioniert die Definition der Sprache vollig analog, es gibt jedoch dann keinen
Algorithmus, der fiir jede Menge A Erfiilltheit entscheidet. Wohl entscheidbar wére
auch in diesem Fall Giiltigkeit fiir endliche Formeln ¢, da man dafiir stets nur alle
Strukturen iiber der Menge A(¢) aller in ¢ vorkommenden Aussagenkonstanten
testen muss.’

Natiirlich konnte man Giiltigkeit einer Formel auch anhand eines der bekannten
deduktiven Verfahren entscheiden, wie dem Hilbert-Kalkiil, dem Kalkiil des natiirli-
chen Schliefens, dem Sequenzenkalkiil oder analytischen Tableaus, bzw. mit einem
einschligigen Computerverfahren.'® Es sind jedoch eher nur Effizienziiberlegungen,
die solche Verfahren hier relevant machen wiirden — solche Verfahren sind durchwegs
,schneller als die hier diskutierte Option, die bereits bei relativ ,kurzen Formeln
einen extremen Rechenaufwand zur Entscheidung von Giiltigkeit erfordern wiirde.
Da es im Rahmen dieser Untersuchungen aber nicht um Effizienziiberlegungen oder
die Frage technischer Implementierung geht, klammern wir derartige Problemstel-
lungen hier aus.

Modelltheoretische Bemerkung Zwei Formeln heiflen logisch dquivalent, wenn
sie in genau den selben Strukturen erfiillt sind. Es gilt:

Satz 1 Fiir jede Menge von aussagenlogischen Strukturen A* C A, existiert eine
endliche FIN,-Formel ¢, die genau in den Strukturen aus A* erfiillt ist.

Beweis: wir konstruieren fiir jede Struktur 24 C A, einen Ausdruck in disjunktiver
Normalform ¢(2):

() ()

Dieser Ausdruck ist trivialer Weise genau in der Struktur 2 erfiillt. Fiir jede Menge
von Strukturen A* C A, definieren wir einen entsprechenden Ausdruck in disjunk-
tiver Normalform ¢(A*) dann naheliegender Weise so:

o(a7) = \/ o).

ACA*

9Fiir weitere Gesichtspunkte klassischer Aussagenlogik vgl. Ebbinghaus et al. (1996, Kapitel
XI, §4).

0Fiir einen Uberblick iiber die (in der Pridikatenlogik) gingigsten deduktiven Verfahren vgl.
Sundholm (2001). Zu Verfahren der Logik-Programmierung vgl. Ebbinghaus et al. (1996, Kapitel
XI), sowie Ebbinghaus & Flum (2001).
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Man sieht sofort, dass dieser Ausdruck genau in den Strukturen aus A* erfiillt ist.[]

Dieser Satz ist insofern das modelltheoretische A und O der Sprache FIN,, als er alles
tiber den Informationsgehalt dieser Sprache sagt. — Wir nennen die Formel ¢(A*) eine
diese Strukturenmenge charakterisierende Formel. Eine Menge F, C F, nennen wir
eine Charakteristik der gesamten Strukturenmenge und also der gesamten Sprache
FIN,, wenn sie eine groftmogliche Anzahl von logisch nicht dquivalenten Formeln
enthilt. Aus der Definition von logischer Aquivalenz folgt sofort, dass diese Menge
genau 22" Elemente haben muss, wobei n die Michtigkeit der Aussagenmenge A
der Sprache ist. Eine solche Menge F, enthélt also gewissermafen alle Instanzen
unterschiedlicher sinnvoller Aussagen, die man, gegeben eine Menge A von atomaren
Aussagen, machen kann.

Insbesondere gilt dann, wie man sofort sieht: Jede Formelmenge ® C F ent-
hélt endlich viele logisch nicht dquivalente Formeln und jede Formel ¢ ist zu einer
endlichen Formel ¢ € F, logisch dquivalent. — Dies beniitzend kann man [ogische
Folgerung hier o.B.d. A. fiir endliche Mengen von endlichen Formeln & definieren.
Eine Formel v folgt aus einer solchen Menge ® und man schreibt ® F ¢, wenn die
Konjunktion aller Formeln aus ® in allen Strukturen v impliziert:

dEY gdw vmeAa:mi:/\¢_>¢

Pped

Somit lasst sich auch logische Folgerung hier anhand eines Resolutionsalgorithmus
im Stil von Anhang A entscheiden.

Wie wir unten im Abschnitt 1.3 prézisieren werden, liegt die zentrale Bedeu-
tung der Aussagenlogik FIN, darin, dass sich jede finitistische Sprache dquivalent
als Aussagenlogik FIN, beschreiben lasst (in der blof die Definition atomarer For-
meln komplexer ist als im Fall von FIN,). — Modelltheoretisch gesehen, sind alle
finitistischen Sprachen gleich ausdrucksstark wie FIN,.

1.2.2 Die Pradikatenlogik erster Stufe FIN,

Wie im Fall von FIN, ist FIN, durch eine endliche Menge von ,Entitdten definiert.
Die Sprache muss, in der iiblichen Terminologie, eine endliche Signatur haben und
eine fize endliche Domdne. Da diese beiden Bestandteile gemeinsam die Entitdten
der Sprache FIN, bilden, fassen wir sie in dem Kunstwort ,Domé&nensignatur zu-
sammen:

Eine Domdnensignatur ©, = (D, P) besteht aus einer endlichen Domdnenmenge
D und einer endlichen Menge P von Priadikatenkonstanten (Funktionenkonstanten
lassen wir der Einfachheit halber weg). Jedes P € P kann mit einer natiirlichen
Zahl — seiner Stellenzahl — identifiziert werden. (Beispielsweise konnte man P als
endliche Teilmenge von N x N definieren, wobei bei jedem (i, j) € P das ¢ die Stel-
lenzahl angibt, das j einen arbitriren Index; jedes P € P identifizieren wir dann
mit dieser Stellenzahl i.) Wegen der Endlichkeit von D sprechen wir synonym von
Elementen von D und von Individuenkonstanten (D ist, so konnte man sagen, eine
endliche Menge von starren Designatoren — vgl. unten, S.44ff.). Analog setzen wir
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bei allen im Folgenden definierten finitistischen Sprachen fest, dass die Elemente der
Domaéne, bzw. der Sorten der Sprache als starre Designatoren definiert sind, dass
also nicht zwischen Doménenobjekten und Konstanten unterschieden wird. (Gege-
benenfalls konnte man eine solche Unterscheidung jederzeit als externe Ergénzung
einer Sprachdefinition einfiihren.)

Eine Struktur 20 (iiber einer Domé&nensignatur ®,) ist definiert als ein Paar
(D3, «), wobei D3 C D die Menge der in der Struktur ,existierenden Gegenstande*
aus D festlegt; a ist eine Abbildung, die jedem Pradikat P € P mit P = i eine
Menge a(P) C D2 zuordnet (wobei D2 das i-fache kartesische Produkt von D3 mit
sich selbst bezeichnet).

Mit A, bezeichnen wir die Menge aller moglichen Strukturen iiber ©,. Mit 2y
bezeichnen wir die eindeutig bestimmte Struktur, in der D3 = ) gilt. Die Menge
A, ist, wie man leicht sieht, stets endlich, da sie nur aus endlichen kartesischen
Produkten und Potenzmengenbildungen iiber D entsteht.

Syntax und Semantik Wir fiihren eine abzdhlbare Menge z, 2, z”,... von Va-
riablen ein und definieren: jede Individuenkonstante und jede Variable ist ein Term.
Ist P € P ein Pradikat mit P = ¢ und sind 7q,...,7; Terme, so ist P(m,...,7)
eine atomare Formel. Fiir je zwei Terme 7,7 ist 7 = 7’ eine atomare Formel. Die
Formelmenge F, ist dann so definiert:

¢ = p|Vrg [ =g PN,

fiir alle atomaren Formeln p und alle Variablen z. Ist ¢ irgendeine Formel, x eine
Variable und ¢ € D eine Konstante, so bezeichnen wir mit qﬁ[ﬁ] die Formel die
dadurch entsteht, dass alle Instanzen von x in ¢ durch c ersetzt werden.

Die Junktoren A und — werden wie im aussagenlogischen Fall definiert. Fiir alle
Formeln P(c) (wo c ein passender Konstantenvektor ist), ¢ = ¢, sowie fiir alle
Strukturen 2 = (D3, ) gilt:

AE P(c) gdw ce€ a(P).
AFc=cd gdw ¢,d € Dsund c= (.
AFEVrep  gdw Dsist leer oder fiir alle ¢ € D5 gilt A F (b[ﬂ

Diese Definitionen spezifizieren Erfiilltheit fiir alle Strukturen und alle Formeln aus
Fo ohne freie Variablen. Bei allen folgenden Sprachspezifikationen definieren wir
Erfiilltheit analog nur fiir Formeln ohne freie Variablen.

Im Anhang A wird gezeigt, dass ein dhnlicher Resolutionsalgorithmus wie im
Fall der Aussagenlogik auch hier zur Entscheidung von Erfiilltheit bzw. Giiltigkeit
von endlichen Formeln herangezogen werden kann.

Eine existenzannahmenfreie Logik Die Sprache FIN, ist eine free logic — eine

existenzannahmenfreie Logik.!! Dies duRert sich darin, dass existenzielle Generali-
sierung

H7Zur free logic generell vgl. Bencivenga (1986), sowie unten, die Abschnitte 1.2.4 und 2.1.3.
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dr:xz=c

nicht gilt. Wir definieren den zu V dualen Quantor dz¢ als =Vz—¢. Dabei ist zu
beachten, dass fiir 2y folgendes gilt: Va¢ ist immer wahr und Jz¢ ist immer falsch.
Denn: da Vx¢ in 2y per Definition immer wahr ist, ist auch Vx—¢ immer wahr und
somit ist dx¢ immer falsch.

Sei nun ¢ € D irgendeine Konstante. Dann gibt es Strukturen mit
¢ ¢ D3. In diesen Strukturen gilt somit 3z : x = ¢ nicht. Wir definieren ein Exis-
tenzpradikat:

E(c) gdw dx:z=c.

Die unzweifelhafte Interpretation von E ist dann, dass in einer ,Welt“, in der ein
¢ nicht existiert — beispielsweise die gegenwartige Welt, mit ¢ als Name von Julius
César — passender Weise F(c) nicht erfiillt ist.

Modelltheoretische Bemerkung Eine Variante des fiir die Modelltheorie von
FIN, grundlegenden Satzes 1 lasst sich unmittelbar auch fiir FIN, angeben:

Korollar 1 Fiir jede Menge von Strukturen A C A, existiert eine endliche Formel,
die in genau den Strukturen aus A erfiillt ist.

Beweis: sei F¢ die Menge aller konstantenbelegten Pradikatenformeln aus FIN, plus
alle Formeln des Typs F(c). Dann kann man, wie man leicht sieht, jede Struktur
20 dquivalent beschreiben als Menge aller Formeln aus F, die in 2 erfiillt sind.
Sind zwei Strukturen nicht identisch, so sind auch diese Teilmengen von F, nicht
identisch. Dann folgt das Korrolar sofort aus Satz 1. O

Diese Beweistechnik deutet im Ubrigen genau das Verfahren an, anhand dessen
wir im Abschnitt 1.3 beliebige finitistische Sprachen auf Aussagenlogik reduzieren
werden.

1.2.3 Die modale Aussagenlogik FLAT,

Flache Semantik Es ist eine wohlbekannte Tatsache, dass die modale Aussagen-
logik als Fragment der Prédikatenlogik erster respektive zweiter Stufe interpretiert
werden kann.'? Diesen Gedanken weiterdenkend (bzw., so konnte man sagen, ihn
trivialisierend) beschreiben wir eine modale Aussagenlogik hier als zweisortige Prd-
dikatenlogik erster Stufe. Die erste Sorte ist eine endliche Menge A von Aussagen-
konstanten, die zweite ist die Menge A, = p(A) aller dariiber moglichen aussagenlo-
gischen Strukturen. Uber der ersten Sorte ist jedes p € A eine atomare Formel. Fiir
die zweite Sorte wird eine endliche Menge P von Préadikatenkonstanten beliebiger
Stellenzahl angegeben, mit denen iiber A, quantifiziert wird. Dieses Quantifizieren
wird hier also nicht anhand von extern (in der zweiten Stufe) definierten modalen

12Vgl. van Benthem (2001), Blackburn et al. (2001).
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Operatoren realisiert, sondern direkt in der ersten Stufe, in der dann ad hoc beliebige
modale Operatoren definiert werden kénnen.

Damit Definition modaler Operatoren moglich wird, bendtigen wir zwei zusétz-
liche Sprachelemente, die nicht dem klassischen prédikatenlogischen Ausdrucksreper-
toire entstammen: (1) ist dies eine syntaktische Klausel
t I ¢ — die sogenannte flache Modellbeziehung —, fiir Terme ¢ der Sorte A, und
fiir beliebige Formeln ¢. (2) muss eine Moglichkeit vorgesehen werden, mit einer
Konstante SELF innerhalb von Formeln auf die jeweils gerade ,aktuale” Struktur
zuzugreifen, die sich kraft Quantifizierung im Kontext einer Formel mehrfach ver-
andern kann. Eine typische Definition von [¢ wiirde dann, als Formel der ersten
Stufe, so aussehen (dabei ist R eine passende ,FErreichbarkeitsrelation und a eine
A-Variable):

O¢ gdw Va: R(SELF,a) — alF ¢.

Sprachen dieses Typs nennen wir flache Semantiken (fiir eine Prézisierung dieses
Begriffs siehe unten, S.30).

Domainensignaturen und modale Strukturen Eine Domdnensignatur ©,, ist
als Paar (A, P) definiert. A ist eine endliche Menge von Aussagenkonstanten, P eine
endliche Menge von (iiber A, = p(A) definierten) Priadikatenkonstanten beliebiger
Stellenzahl.

Eine modale Struktur 9 ist dann eine Abbildung, die jedem P € P eine ent-
sprechende Relation tiber A, zuordnet. — Wir konstruieren diese Sprache nicht als
free-logic, in der Annahme, dass dies im modalen Fall eher unzweckmaéfig wire:
ein Gegenstiick zu der quasi-materiellen Vorstellung von existierenden und nicht-
existierenden Gegensténden scheint es im modalen Fall jedenfalls nicht zu geben —
,unmogliche Welten® konnte man hier dadurch ausschliefsen, dass man Erreichbar-
keitsrelationen entsprechend festlegt. Eine free-logic hatte insbesondere den Nachteil,
dass sie eine Implementierung einer Carnapschen Modallogik!®? C im Allgemeinen
unmoglich machen wiirde, in der nicht iiber eine Teilmenge W C A, von wvergleich-
baren Strukturen respektive moglichen Welten quantifiziert wird, sondern dber alle
Strukturen aus A,. Die Formel

U¢p gdw Va:alF ¢

definiert C nur dann korrekt, wenn wir die Sprache nicht als free-logic konstruieren,
also stets iiber die gesamte Menge A, quantifizieren.

Natiirlich kénnte man nun, analog zum Strukturbegriff im aussagenlogischen
Basisfall, die Menge M aller modalen Strukturen betrachten, Erfilltheit relativ zu
einer beliebigen modalen Struktur definieren und so iiber modale Strukturen quan-
tifizieren. Allerdings scheint hier der Fall interessanter, wo eine bestimmte modale
Struktur 99 von Vornherein fiz vorgegeben ist. Die Vorstellung ist die, dass A alle

13Vgl. Carnap (1972), Schurz (1999), Gottlob (1999).
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moglichen Aussagen (iiber einen bestimmten Bereich) enthélt, und 9t dann sozusa-
gen alle faktischen und kontrafaktischen Bestimmungen iiber A angibt: 901 legt fest,
was ,,mogliche” und was ,unmogliche Welten sind, was vielleicht, sicher oder nie
,wahr ist, was, gegebene eine ,Welt“, deren ,mogliche Zukiinfte“ und ,Vergangen-
heiten® sind, usw.

Wir nennen eine so, durch eine fixe modale Struktur und eine ihr zugrunde-
liegende Doménensignatur charakterisierte ,Welt* eine Ontologie O, = (D, M).
Erfiilltheit wird im Folgenden relativ zu einer gegebenen Ontologie definiert, fiir al-
le Formeln und alle Strukturen 21 € A, dieser Ontologie, weshalb wir anstelle von

(901, ] £ ¢ der Einfachheit halber nur 20 F ¢ schreiben.

Syntax und Semantik Wir fiihren als Terme starr referierende Individuenkon-
stanten 2,2, ... ein (fir jedes Element von A, genau eine Konstante) und eine
abzdhlbare Menge von Variablen a,d’,... Zusétzlich ist eine arbitrdre Konstante
SELF als A,-Konstante definiert und es gilt, fiir alle Konstanten 2, 2" € A, und alle
Folgen von A,-Konstanten 2y, ..., 2,:

AA) =
2A(SELF) := 2
ARAp, ..., Ay) = 2ARA), ..., A(A,,)

Atomare Formeln sind dann sowohl atomare Aussagen aus A, als auch — in der
iiblichen Weise — Préadikate und Identitatsformeln iiber A,. Die Formelmenge F, ist
so definiert:

¢ = plVag | ¢ |dAG|TIF ¢,

wobei 7 fiir Terme steht, a fiir Variablen und p fiir atomare Formeln. — Die Defini-
tionen fiir — und A erfolgen analog zum aussagenlogischen Fall. Fiir eine fixe durch
), vorgegebene modale Struktur 91, fiir alle p € A, alle 2 € A,, alle A ,-Konstanten
A/ A" alle P(2) mit P € P und passendem Konstantenvektor 2 und alle Formeln
¢ € Fn gilt:

AEDp gdw p e

AE P(A) gdw 2A(A) € M(P).

AEA =A" gdw  A(A") = A(A").

A E Vag gdw fiir alle " € A, gilt A F gb[%]
AEA Fo  gdw AA) E o.

Es gilt erneut Entscheidbarkeit von Erfiilltheit und Giiltigkeit fiir alle endlichen
Formeln aus F, ohne freie Variablen, was erneut im Anhang A gezeigt wird.
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S4, S5 & Co Auf C. I. Lewis geht die erste Klassifikation modaler Logiken zu-
riick (von ihm stammen auch die Bezeichnungen S1, ..., S5.).14 Diese Einteilung
war rein syntaktischer Natur, d. h. sie bestand in der Angabe unterschiedlicher Azio-
mensysteme der modalen Aussagenlogik. Das dabei verwendete System MOD, ist
als Formelmenge so definiert:

¢u=plLo[ =g PN

Eine an FLAT, angeniherte Verallgemeinerung miisste anstelle dieses einen (und ein-
stelligen) modalen Operators [J eine beliebige Menge modaler Operatoren (mit belie-
biger Stellenzahl) einfiihren, worauf wir hier jedoch verzichten.'> Wie bei den Quan-
toren V und 3 wird hier der zu [0 duale modale Operator < als
Q¢ := —[J-¢ definiert.

Gegeben das Grundsystem MOD, war es die Lewissche Idee, dass man fiir dieses
System eine ganze Reihe von unterschiedlichen Axiomensystemen angeben koénn-
te, die zu jeweils unterschiedlichen Mengen von ableitbaren Formeln fiithren. Die
Intuition wére also die, dass es, je nachdem welches System aus einer Reihe von
Axiomensystemen A;, A, ... man ansetzt, jeweils nicht-identische Mengen MOD, 4,
von in A; giiltigen Formeln resultieren miissten. Das historische Verdienst der so-
genannten Kripke-Semantik besteht dann darin, dass diese eine direkte semantische
Definition dieser jeweiligen Formelmengen erméglicht, und somit die Grundlage lie-
fert, fiir entsprechende Vollstindigkeitsbeweise, die zeigen dass A; einen passenden
Aufzihlungsalgorithmus fiir die nach dem Schema der Kripke-Semantik definierte
Formelmenge liefert.

Die Krux bei dieser Vorgangsweise ist (ganz abgesehen davon, dass nicht al-
le moglichen Axiomensysteme in diesem Sinn vollstéindig sind'®), dass sie die Lo-
gikerin nétigt, fiir jedes der zahllosen moglichen MOD,-Systeme einen passenden
Vollstandigkeitsbeweis zu liefern, sozusagen, um zu zeigen, dass dieses System tiber-
haupt eine vollwertige Logik darstellt. Die klassische modale Logik — also Lewissche
syntaktische Konzeption plus Kripke-Semantik — fiihrt somit zu einer duferst kom-
plexen, umfinglichen mathematischen Theorie und einer inflationéren Produktion
von Vollstandigkeits- und Entscheidbarkeitsbeweisen, bzw. diese verallgemeinernden
Resultaten, einfach weil es darin nicht moglich ist, ein einfaches Grundsystem fir
die Modallogik anzugeben, das dann Syntax und Semantik (inklusive Vollstandig-
keitsbeweis u.dgl.) fiir alle einzelnen Systeme inkludiert.

Eine flache Semantik als finitistische Sprache im Stil von FLAT, bietet jedoch ge-
nau diese Moglichkeit (wenn auch in geradezu trivialer Weise). Sie liefert eine sehr
einfache formale Sprache (die, wie gezeigt wurde, entscheidbar ist, sowohl hinsicht-
lich Erfiilltheit als auch hinsichtlich Giiltigkeit), in der dann modale Systeme von
Vornherein rein semantisch definiert werden kénnen. So kann man das System S5

14ygl. Lewis & Langford (1932, Appendix I). Fiir eine aktuelle Ubersicht iiber die verschiedenen
Systeme der Modallogik vgl. Bull & Segerberg (2001). Zur Geschichte der Modallogik von einem
rein technischen Standpunkt betrachtet, vgl. Goldblatt (2003).

I5Fiir eine entsprechende Konzeption vgl. Blackburn et al. (2001, Abschnitt 1.2).

16Vgl. Blackburn et al. (2001, Abschnitt 4.4).
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definieren als modalen Operator (¢, der konstruiert ist als
O¢ gdw Va: R(SELF,a) — al- ¢,

und wo die Relation R eine Aquivalenzrelation darstellt (im Fall von S4 miisste R
reflexiv und transitiv sein, usw.). Der Punkt ist hier, dass Modalitét in einer Spra-
che wie FLAT, von Vornherein in einem vollig anderen Sinn aufgefasst wird, wie in
klassischen Systemen. Wir definieren Modallogik nicht als eine Menge von Axiomen-
systemen fiir MOD, (wir haben in der Syntaz der Sprache keine modalen Operatoren,
sondern stattdessen die flache Modellbeziehung u.dgl.), sondern wir definieren sie
als flache Semantik. Modalitat ist in diesem Sinn nichts anderes als Quantifizieren
iiber mogliche Welten (Strukturen). Wenn man so will: flache Semantiken befreien
die klassische Kripke-Semantik von axiomatischen Altlasten.

1.2.4 Die modale Pradikatenlogik erster Stufe FLAT,

Wir definieren FLAT, als flache Semantik tiber FIN,, nach exakt dem selben Schema
wie FLAT, als flache Semantik {iber FIN, definiert wurde.

Eine Domdnensignatur ©, = (D, Pp, Pa) besteht aus einer endlichen und nicht-
leeren Doménenmenge!'” D, sowie aus zwei disjunkten Mengen von Pridikatenkon-
stanten Pp und P,. Pp liefert die Pradikate iiber D, P, hingegen diejenigen iiber der
Menge A, aller, im Stil von Abschnitt 1.2.2 definierten, prédikatenlogischen Struk-
turen iiber (D, Pp). Eine modale Struktur 9t ist erneut definiert als eine Abbildung,
die allen Pradikaten aus P, entsprechende Relationen iiber A, zuordnet. Wie oben
definieren wir auferdem eine Ontologie O, = (D,4, M) als Doménensignatur ®, plus
eine dariiber definierte modale Struktur 91 und nehmen an, dass stets eine solche
Ontologie fix vorgegeben ist.

Wir fiihren abzéhlbar viele Variablen z,2/,... (fir die Sorte D) und

a,d, ... (fiir die Sorte A,) ein, alle Elemente von D identifizieren wir mit Konstanten
c,d,..., alle Elemente von A, mit Konstanten A, ’,... So definierte
D-Terme bezeichnen wir mit 7p, 7, ..., A,-Terme mit 74, 74,... Wie oben ist SELF

als zusétzliche A,-Konstante definiert, mit den entsprechenden Regeln fiir ('),
ete.

Gegeben P € Pp mit P = n ist jedes P(7pi,...,Tp,) eine atomare Formel.
Analog ist fiir P € Py mit P = n jedes P(Ta1, ..., Tan) als atomare Formel definiert.
Fiir beliebige Terme 7p, 77, 7a, 74 sind 7p = 7, und 74 = 7 atomare Formeln. Wir
definieren die Syntax, mit atomaren Formeln p:

¢ u=p| Ve | Ve |Yag | —mp | d N | TplF .

Die Definitionen fiir — und A erfolgen analog zum aussagenlogischen Fall. Fiir al-
I"Eine naheliegende Option wire hier, aufseiten der Doméinenmenge Mehrsortigkeit zuzulas-
sen, also anstelle einer einzelnen Domé&nenmenge D eine Menge von Mengen anzugeben. Um die

Sprachkonstruktion zu vereinfachen verzichten wir hier jedoch auf diese Option. Vgl. jedoch unten,
Kapitel 2 und die dortigen mehrsortigen Prasentationen.
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le atomaren Formeln P(7p) und P'(74), wo die 7p,7a passende Konstantenvek-
toren sind, alle 2 € A, mit A = (a, D3), alle A,-Konstanten ', 2", sowie alle
D-Konstanten ¢, ¢ gilt:

AF P(7p) gdw 7p € a(P).

AE P(r)  gdw A(R) € M(P).

AW =A" gdw  ARA) = ARA").

AEc=/ gdw ¢, € Dgund ¢ =¢.

A E Voo gdw D3 = () oder fiir alle ¢ € D5 gilt AF ¢[<].
A=Yz gdw fiir alle c € D gilt A F qb[g]

A E Vag gdw fiir alle " € A, gilt A F gb[%]
AEAFo  gdw AR E 6.

Es gilt Entscheidbarkeit von Erfiilltheit und Giiltigkeit, wie erneut im Anhang A
gezeigt wird.

Quantifizierte Modallogik mit fixer und mit variabler Doméane Die Spra-
che FLAT, implementiert den Fall einer Modallogik mit variabler Doméne.'® Zentra-
les Merkmal einer solchen Sprache ist die Ungiiltigkeit der Barcan-Formeln!:

VeUe¢ — LVxeo
UVze — VzUe.

Eine Sprache mit fixer Doméne hétte die prinzipielle Eigenschaft, dass man dort
wahre Aussagen iiber nichtexistierende Gegenstinde machen kann, wenn man in ihr
ein Existenzpradikat als beliebiges einstelliges Priadikat E(x) definiert. Es kénnte
dann in einigen Strukturen gelten:

(NE) L(e) A—=E(e) (,e hat das Merkmal L und existiert nicht.*)

Beispielsweise konnte L fiir ,Ludwig verehrt z*“ stehen und e fiir ,Elvis“. Da Elvis
tot ist, also nicht existiert, verehrt Ludwig einen nichtexistierenden Gegenstand, es
gilt also (NE). Im Fall der variablen Doméne ist dies nicht moglich, wenn man ein
Existenzpriadikat in naheliegender Weise (wie oben) definiert als:

E(c) gdw FJr:zx=c.

Das heifst: Sprachen mit variabler Doméne unterstiitzen eine bestimmte
Form von restriktiven Ontologien, in denen alle atomaren Aussagen iiber nichte-
xistierende Gegenstidnde immer falsch sind. (Nicht restriktive Ontologien kann man

8Einen Uberblick iiber klassische Systeme der quantifizierten Modallogik vermittelt Garson
(2001). Vgl. aufserdem Fitting & Mendelsohn (1998).
9Diese Ungiiltigkeit ldsst sich sehr leicht anhand von Gegenbeispielen zeigen. Vgl. Kripke (1963).
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hier banaler Weise so implementieren, dass man sich auf diejenigen Strukturen be-
schriankt, deren Doménenmenge D3 gleich der Gesamtdoméne D ist.)

Ein besonderes Feature ist der Quantor V*, mit dem man in jeder Struktur iiber
die Gesamtdoméne, also iiber alle Elemente von D quantifiziert. In diesem Fall gilt
die Barcan-Formel:

Vialg < [V z¢.
Beweis: [¢ sei definiert als
Va : R(SELF,a) — a - ¢.

Dann wird, durch die Relation R, auf der linken und der rechten Seite die selbe
Menge W von Strukturen bestimmt, in denen die Formel ¢ jeweils auszuwerten ist.
Auf der linken und auf der rechten Seite wird durch V* aber auch die selbe Menge D
von Objekten als Substitutionsrahmen fiir ¢ bestimmt. Somit wird auf beiden Seiten
jeweils in allen Strukturen aus W das ¢ in allen Substitutionen mit Elementen aus
D ausgewertet, die beiden Formelseiten sind also dquivalent. 0J

1.2.5 Die intentionale Logik INT,

Was sind intentionale Zustidnde? Gegeben eine extensionale Ontologie, die
alle Aspekte raumzeitlicher Vorgénge umspannt, kénnen bestimmte raumzeitliche
Objekte identifiziert werden, die bestimmte Fahigkeiten, Merkmale besitzen, die
iiber den gewohnlichen Rahmen raumzeitlicher Merkmale, wie Farbe, Klang, Héarte,
magnetisches Feld hinaus gehen. Es sind dies Merkmale, die man in dem klassi-
schen durch Franz Brentano eingefiihrten Sinn, als intentionale Zustinde bezeichnen
kann.?® Beispiele: ein Subjekt s (ein Mensch, ein Tier, ein Computer) glaubt, weiR,
vermutet, hofft, dass p; es liebt, hasst ein a; es gibt einem a einen Namen z; es bezieht
sich mit indexikalischen Ausdriicken, wie ich, du, hier, dort, jetzt, gestern, etc. auf
Objekte; es plant p oder versucht p zu vermeiden; es schreibt vor, dass p verboten,
geboten, gut oder schlecht, schon oder hésslich ist. Neben Einzelsubjekten konnen
solche intentionalen Zustédnde auch hinsichtlich ganzer Subjektgruppen klassifiziert
und analysiert werden, und sie konnen verschachtelt sein, wie in dem Beispiel: Ri-
chard weifs, dass Anna glaubt, dass sie Richard hasst, er weif aber auch, dass sie
ihn liebt, dass sie glaubt dass er sie liebt, er hasst sie aber. Thematisiert werden
intentionale Zusténde etwa in modalen, epistemischen und deontischen Logiken?!

Die Sprache Eine intentionale Sprache erlaubt Prédikate, die sich auf Formeln,
Doménenobjekte einer Grundsprache und andere Dinge beziehen. Die Idee ist, dass
intentionale Sprachen iiberall dort zum Zug kommen, wo flache Semantiken ein zu

20Vgl. Brentano (1874, S. 124ff.).

21Vgl. die einschligige Literatur iiber epistemische, deontische und #hnliche Logiken, etwa Fagin
et al. (1995), Lenzen (1980), die einschlégigen Kapitel in Jacquette (2002) und Goble (2001), sowie
Zalta (1988).
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restriktives Modell darstellen, bzw. wo eine Definition passender Operatoren im
Kontext einer flachen Semantik nicht moglich wére.

Eine intentionale Sprache konnte irgendeine der vier oben definierten Sprachen
als ,Grundsprache” enthalten. Wir entscheiden uns willkiirlich fiir die Aussagenlogik
FIN, als Grundsprache (den allgemeinen Fall einer intentionalen Logik beschreiben
wir unten, S.31).

Die Sprache INT, ist definiert, anhand einer Doménensignatur ©; = (A, P), wo-
bei A eine endliche Aussagenmenge ist, mit der entsprechenden Menge
A, := p(A) aller Strukturen iiber A. P ist eine endliche Menge von Pridikaten
beliebiger endlicher Stellenzahl — die intentionalen Pridikate der Sprache, also Pra-
dikate wie , Karl glaubt“ u.dgl. — Die Syntax der Sprache ist so definiert:

¢::: p| #¢77¢|_‘¢|¢/\¢

Dabei steht p fiir Aussagenkonstanten aus A, # steht fiir Elemente von P und
@, ..., ¢ fiir Formelfolgen der passenden Stellenzahl. Mit I bezeichnen wir die Menge
aller Formeln des Typs # ¢, ..., ¢. (Im Fall dass P ein einziges einstelliges Element
enthélt ist die Formelmenge von INT, gleich der Formelmenge MOD,.)

Eine intentionale Struktur J ist definiert als endliche Teilmenge J C T x A,.
Eine Ontologie O; = (9;,J) soll hier erneut eine intentionale Doménensignatur
und eine intentionale Struktur fix vorgeben. Wir definieren, fiir ein fixes J, fiir alle
A,-Strukturen A, alle Aussagenkonstanten p, alle # ¢ € I und alle Formeln ¢, 1:

AE ¢, gdw AE, ¢,
AE#¢ gdw (#¢,2) €T
AE ¢ gdw nicht AF ¢

AE ¢ A gdw AE ¢ und A E o).

Auch INT, ist, wie man leicht sieht, entscheidbar, wir verzichten jedoch auf die Anga-
be eines entsprechenden Resolutionsalgorithmus. INT, ist keine finitistische Sprache
(im Sinne der obigen Explikation), da die Menge aller intentionalen
Strukturen stets unendlich ist. Dies ist einer der Griinde warum wir den Begriff
einer finitistischen Sprache im Folgenden modifizieren werden (sodass insbesondere
auch INT, als finitistische Sprache gilt).

1.3 Ein einheitliches Rahmenwerk fir
philosophische Logiken
Die klassische reduktionistische Option in der Logik ist die einer Reduktion logischer

Systeme auf die Pridikatenlogik erster Stufe.?? Reduktion bedeutet, wie dieses Bei-
spiel zeigt, hier stets auch Reduktion der Ausdrucksstirke. Die von Leon Henkin

22Fiir eine rezente Darstellung unterschiedlichster Logiken in einem ,first order“-Rahmenwerk
vgl. etwa Manzano (1996).
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entwickelte Semantik fiir typenlogische Sprachen?? reduziert diese Sprachen auf eine
Pradikatenlogik erster Stufe, indem sie jeden Typ der Sprache, so wie den Grundtyp
von Individuen, auf eine fize Menge (von Relationen oder Funktionen) beschrankt.
Dadurch wird Typenlogik zu einem Spezialfall einer mehrsortigen Sprache der ers-
ten Stufe. Sie verliert dadurch aber zugleich ihre typenlogische Ausdruckskraft. Da-
durch dass jedoch, geméfs der Sétze von Lindstrom, die Pradikatenlogik erster Stufe
die ausdrucksstirkste Sprache ist, die bestimmte Minimalfeatures wie Aufzéhlbar-
keit der Menge der giiltigen Formeln u.dgl. besitzt?*, wird die gewissermafen ,first
order-beschrinkte Version einer Typenlogik (und jeder anderen in einer passen-
den Weise reduzierbaren Logik) zu dem interessanteren Fall. — Modelltheoretische
Fundamentaltheoreme geben somit ein starkes Argument fiir die Wahl einer reduk-
tionistischen Strategie gerade auf einer  first order“-Basis.

Warum aber treibt man das Spiel nicht weiter und reduziert alle Logiken nicht
blofs auf eine Prédikatenlogik erster Stufe, sondern gleich auf eine Aussagenlogik
mit ihrer signifikant einfacheren Konstruktion und dem einschneidenden Vorteil der
Entscheidbarkeit? — Die Antwort ist ziemlich banal. In der Pradikatenlogik erster
Stufe lasst sich zwar eine iiberabzéhlbare Menge wie die Menge der reellen Zahlen
nicht charakterisieren — wir sind nicht in der Lage die Menge anhand von ,first
order“-Axiomen zu definieren. Dennoch spricht nichts dagegen, von Strukturen zu
reden, deren Doménenmenge jede beliebige Grofte haben kann (in mengentheoreti-
schen Grenzen). Die Klasse aller Strukturen A bezieht ihre Doménen also aus der
Klasse aller Mengen M. Eine Aussagenlogik, die die Priadikatenlogik erster Stufe
sausdriickt”, miisste also eine Aussagenmenge besitzen, die so etwas wie alle Pra-
dikatenbelegungen mit allen Elementen aus allen Mengen aus M enthélt, was aus
elementaren mengentheoretischen Griinden unmdoglich ist.

Mit anderen Worten: eine solche Reduktion scheitert daran, dass die Ontologie
einer Pradikatenlogik erster Stufe zu wenig restriktiv ist fiir eine Reduktion auf die
Aussagenlogik. Und — und das ist der entscheidende Punkt fiir die hier anstehenden
Uberlegungen — sie scheitert nur an diesem Umstand! Setzen wir also eine Sprache
mit hinreichender Restriktion, etwa mit fixer Domdne an, so ist die Reduktion mog-
lich. Mehr noch: es ist geradezu ein substanzielles Merkmal von Sprachen mit fixer
respektive endlicher Doméne, dass man sie auf eine Aussagenlogik reduzieren kann.
Deshalb wird die Aussagenlogik hier als einheitliches Rahmenwerk fiir philosophische
Logiken vorgeschlagen.

Wir préasentieren im Folgenden eine alternative Definition von starren und finitis-
tischen Sprachen. Dass die obige erste Explikation von finitistischen Sprachen als
Sprachen mit endlicher Strukturmenge zu wenig prézise ist, zeigt sich alleine darin,
dass bei flachen Semantiken wie FLAT, und FLAT, und bei intentionalen Sprachen
wie INT, Strukturbegriffe auf zwei unterschiedlichen Ebenen (in einer Grundsprache
und einer dariiber konstruierten intensionalen Sprache) definiert sind. Uberdies wii-
re im Fall von INT, die Menge aller (intentionalen) Strukturen stets unendlich (dies

23Vgl. Henkin (1950), sowie unten, Abschnitt 2.1.1.
247u den Sitzen von Lindstrém vgl. Ebbinghaus et al. (1996, Kapitel XIII).
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obwohl die Sprache einen anschaulich finitistischen Touch besitzt).

Definition 1 Eine Sprache, die definiert ist als Formelmenge F plus eine Menge A
von Strukturen und eine Erfiilltheitsrelation F zwischen F und A heifit starr, wenn
folgendes gilt: es existiert eine Menge F,y C F, fiir die die Formelmenge F* definiert
ist als:

¢ = ¢at | _‘Qb | ¢/\¢ (Qbat € fé\t),

sodass F* = F gilt. Mit F, bezeichnen wir die im Sinne von FIN, definierte aussagen-
logische Erfiilltheitsrelation zwischen p(F,¢) und F*. Dann existiert eine Abbildung
O, die jeder Struktur 20 € A eine Teilmenge von Fpt zuordnet (also eine aussagenlo-
gische Struktur) und es gilt, fiir alle Formeln ¢:

AE ¢ gdw OR) F, o.
Existiert ein endliches F in diesem Sinn, so heifst die starre Sprache finitistisch.

Satz 2 Die oben definierten Sprachen FIN,, FIN,, FLAT,, FLAT, und INT, sind fini-

tistisch, im Sinne von Definition 1.

Fiir den Beweis dieses Satzes miissen einige der genannten Sprachen redefiniert wer-
den, wobei wir jedoch zeigen, dass diese Redefinitionen keinerlei substanzielle Ver-
anderungen bedeuten.

FIN, ist trivialer Weise finitistisch. Fiir FIN, setzen wir als ¢, wie in dem Beweis
von Korollar 1 bereits demonstriert, die Menge aller konstantenbelegten Pradikaten-
formeln an plus die Menge aller Belegungen des Existenzpradikates £ mit Konstan-
ten. Die Abbildung © konnen wir dann sofort in naheliegender Weise definieren: fiir
alle Strukturen A = (D3, «), alle P(c) und alle E(c) gilt:

P(c) e O() gdw ceA(P)

E(c) e O(A) gdw ceD.
Dann miissen wir die Formelmenge F, zunachst in bestimmter Weise bereinigen. Wir
entfernen alle quantifizierten Formeln, was keine substanzielle Verdinderung darstellt,

da man Vx¢ dquivalent in folgender Weise definieren kann, gegeben eine Auflistung
Cl,...,Cy, die fiir genau jedes Element der Doméne D eine Konstante enthélt:

C1

Cn
Vg = (E(cl) - (b[x]) AL A (E(cn) . qs[ﬂ) .
Auferdem definieren wir, fiir alle Identitétsformeln ¢ = ¢ und ¢ = ¢ mit ¢ # ¢

c=c = FE(c),

c=cd =1,
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wobei L eine beliebige Kontradiktion ist. Gegeben diese Restriktionen zeigt sich,
dass F* tatsachlich identisch ist mit der so restringierten Formelmenge von FIN,.
Dass auch semantische Aquivalenz besteht folgt dann sofort.

Bei FLAT, und FLAT, muss man anders vorgehen, bei der Wahl der Menge Fu.
Im Fall von FLAT, definieren wir, gegeben AT als Menge aller Aussagenkonstanten

aus A plus alle konstantenbelegten Priadikatenformeln P(2():
Fauo ={AlFp|pe AT und A € A,}

Gegeben eine modale Struktur 91 definieren wir dann © in passender Weise: ein
2l I a ist genau dann enthalten in O(M), wenn a € 2A gilt, ein A |- P(A) genau
dann wenn A € M(P) gilt.

Dann eliminieren wir wie oben den Allquantor und Identitéat aus der Formelmen-
ge Fn. Wir reduzieren auferdem F, auf alle Formeln der Form 2 I+ ¢, was keine
Beschrankung bedeutet, da A I ¢ dquivalent ist mit A F ¢. Nun enthélt die re-
sultierende Formelmenge F! nurmehr flache Modellbeziechungen und Konjunktionen
und Negationen, sowie Formeln aus F. Wir transformieren alle Formeln aus F, in

einem letzten Schritt, durch sukzessives Anwenden der Regeln:

O(AIF —¢) = Al ¢,
ORAIF A1) = Al ¢ AU IF b,

Damit sieht man sofort, dass das resultierende F, gleich dem F* im oben definierten
Sinn ist.

Im Fall von FLAT, ist die Vorgangsweise analog wie bei FLAT;.

Bei INT, ist die Beweisidee die, dass man JF,; bildet, als Menge aller Aussa-
genkonstanten aus A plus alle Formeln # ¢, fiir die eine Struktur 2 existiert mit
(# ¢,2) € 3. Dann reduziert man die Formelmenge wie oben und man entfernt
zusitzlich alle # ¢, die nicht in der Menge F enthalten sind, indem man sie alle
durch eine Kontradiktion L ersetzt. Der Rest des Beweises erfolgt wie oben. U

Die Konsequenz ist folgende: wir haben die oben eingefiihrten Sprachen FIN,, FINp,
etc. aus Anschaulichkeitsgriinden mit Sprachelementen wie Quantoren beispielsweise
versehen, die keine substanzielle semantische Funktion besitzen
(Quantoren kann man sofort durch endliche Konjunktionen bzw. Disjunktionen er-
setzen). Entfernt man solche ,inessenziellen” Bestandteile, dann ergibt jede der oben
definierten Sprachen ein aussagenlogisches Bild, da sie als Menge JF,¢ von atomaren
Formeln dargestellt werden kann, iiber der eine Aussagenlogik im Stil von FIN, de-
finiert ist. Dies gilt insbesondere fiir den Fall einer flachen Semantik, da man dort
einfach die passenden 2 I p als atomare Formeln ansetzen kann. Namentlich in die-
sem Fall sieht man sofort, wie sich die Komplexitdt einer solchen Sprache errechnet:
die Machtigkeit von F ist gleich dem Produkt aus der Méachtigkeit der Struktur-
menge der Grundsprache (also FIN, oder FIN,) mit der Méchtigkeit der Menge der
atomaren Formeln AT. Mit n = || folgt dann, dass es in der Sprache genau 2%"
nicht logisch dquivalente Formeln gibt.
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Intensionale Logiken Das eben definierte aussagenlogische Rahmenwerk fiir (fi-
nitistische) Logiken ist dufserst flexibel und sollte hinsichtlich bestimmter Sonderfélle
konkretisiert werden. Der wichtigste derartige Sonderfall ist sicher der einer flachen
Semantik, wo iiber Strukturen einer Grundsprache quantifiziert wird. Wir definieren:

Definition 2 Eine flache Semantik FLAT,; basiert auf einer finitistischen Grund-
sprache L, mit der Formelmenge F, und der endlichen Strukturmenge A, iiber
der die Erfiilltheitsrelation F, definiert ist. Darauf ist eine modale Sprache aufge-
baut, die durch eine endliche Menge AT von atomaren Formeln reprasentiert ist
(diese Formeln kénnen beispielsweise konstantenbelegte Pradikate iiber der Menge
A, enthalten). Die Formelmenge F von FLAT, selbst ist dann so definiert:

= ploc| Ao ¢ | oA,

wobei p fiir atomare Formeln aus AT steht, ¢, fiir Formeln aus F., 2 fir Strukturen
aus A, und IF fiir die {ibliche flache Modellbeziehung. — Mit Ml bezeichnen wir die
Menge aller aussagenlogischen Strukturen iiber AT. Eine Ontologie O, = (L, 90)
ist definiert als die Grundsprache £ plus eine fix vorgegebene modale Struktur M €
M. Gegeben die iibliche Definition der Junktoren —, A, definieren wir fiir ein fixes
M e M, alle A € Ap, alle ¢, € Fr und alle p € AT

AFEp gdw peIM
Q{ingﬁ gdW Qli=£¢5
AEA ¢ gdw A'E 6.

Es ist unmittelbar klar, dass flache Semantiken im Sinne von Definition 2 finitistische
Sprachen im Sinne von Definition 1 sind. Weiters sieht man leicht, dass FLAT, und
FLAT, flache Semantiken sind, bzw. durch triviale Modifikationen als flache Seman-
tiken im Sinne von Definition 2 dargestellt werden kénnen. Auf einen detaillierten
Beweis sei hier jedoch verzichtet.

Beispiele aus dem Bereich der epistemischen und deontischen Logik zeigen, dass
nicht alle semantischen Anspriiche durch flache Semantiken erfiillt werden kénnen,
weshalb wir in der Sprache INT, eine Sprache eines allgemeineren Typs eingefiihrt
haben. Diese einfache Sprachkonstruktion kann sehr leicht verallgemeinert werden
zu folgender Definition:

Definition 3 Eine intentionale Logik INT; wird wie oben definiert, iiber einer fi-
nitistischen Grundsprache £ mit der Formelmenge F,, der Strukturmenge A, und
der Erfiilltheitsrelation F,. Hinzu kommt eine endliche Menge P von Pradikaten
endlicher Stellenzahl — den intentionalen Pradikaten von INT,. Die Formelmenge
der Sprache ist dann so definiert:

Qb:I: ¢P| #¢77¢|_'¢|¢/\¢7

wobei ¢, flir Formeln aus F steht und # ¢, ..., ¢ fiir intentionale Prédikate mit
passender Folge von Formeln als Argumente. Erneut bezeichnet I die Menge aller
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Formeln des Typs # ¢, ..., ¢ und eine intentionale Struktur J ist definiert als end-
liche Teilmenge J C I x A,. Eine intentionale Ontologie O; = (L, J) besteht wieder
aus der Grundsprache £ plus eine intentionale Struktur J. Gegeben die iibliche Se-

mantik fiir =, A definieren wir, fiir eine fixe Struktur J, jede Struktur 2 € A, alle
Formeln ¢, € F und alle Formeln # ¢ € I:

AF ¢, gdw 2AF, 0,
AE#6 gdw (#6,2) 7.

Zu beachten ist hier insbesondere, dass die Menge aller intentionalen Strukturen
einer solchen Sprache jedenfalls unendlich ist, es wére also nicht moglich finitistisch
iiber diese Strukturenmenge zu quantifizieren, bzw. eine flache Semantik iiber einer
intentionalen Logik aufzubauen. Nichtsdestotrotz sind intentionale Logiken im Sinne
von Definition 3 aber, wie man sofort sieht, stets finitistische Sprachen.
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Kapitel 2

Auf der Suche nach der besten aller
moglichen Logiken

2.1 Checkliste: Merkmale einer ,Superlogik®

Im Stil der in der Einleitung, Kapitel 0 skizzierten Programmatik, soll hier ein
Beispiel fiir eine ,Superlogik® entwickelt werden. Folgendes ist die Liste der Leis-
tungsmerkmale, mit der die im Abschnitt 2.2 présentierte Sprache SUP versehen
sein wird:

1) Finitistische Sprache

Flache Semantik

Intentionale Zustdnde
Mehrsortigkeit

Ein flexibler Funktionenkalkiil

Definite Deskriptionen und A-Abstraktionen

W N

N O Ot

Mereologische Strukturen

o~~~ o~ o~ o~ —~
~— O — ~—

Die ersten drei Punkte dieser Liste wurden bereits oben besprochen. Punkt (4) bis
(7) wollen wir nun einer eingehenderen Diskussion unterziehen.

2.1.1 Sorten versus Typen (FIN, FIN] und FIN;) = ad (4)

Es scheint einiges dafiir zu sprechen, dass eine historische Wurzel der Pradikatenlogik
erster Stufe in der grammatischen Unterscheidung zwischen Subjekt und Préadikat
von Sétzen zu suchen ist. Dennoch ist die Frage berechtigt, ob dieser Bezug irgen-
detwas von Substanz iiber den Charakter dieses logischen Systems aussagt. Eine
grofse Anzahl philosophischer Interpreten suggerieren, dass dies der Fall ist. Nur
als ein Beispiel sei die Programmatik von D.M. Armstrong erwahnt, die darauf
hinauszulaufen scheint, dass man in der Unterscheidung zwischen Pradikaten und
Individuenkonstanten so etwas wie die klassische Universalienproblematik verorten
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kann.!

Wie gehaltvoll sind solche ontologischen Interpretationen? — Ein klassisches auf
Quine (1980b) zuriickgehendes Beispiel legt die Vermutung nahe, dass hier letzt-
lich nicht viel dahinter steckt, da es die Austauschbarkeit von Individuenkonstanten
und Pradikaten demonstriert. Bezeichnet p so etwas wie Pegasus und F' so etwas
wie ,ist ein gefliigeltes Pferd”, dann fasst man die entsprechende Aussage ,Pegasus
ist ein gefliigeltes Pferd“ gerne als atomare Formel F(p) auf, wo F' ein einstelliges
Pradikat ist, und p eine Individuenkonstante. Quine schldgt dagegen eine Art von
,Sprachreform vor, in der Individuenkonstanten prinzipiell durch Pradikate ersetzt
werden, also p fiir ,Pegasus” zu ersetzen wére durch P fiir ,ist Pegasus®, bzw. ,pe-
gasusst”. Gegeben die Moglichkeit mit tx.¢ das definite Individuum herauszupicken,
das die Formel ¢ erfiillt (vgl. Abschnitt 2.1.3), wiirde der Quine-normalisierte Satz
so aussehen:

F(ux.P(x)).

Was dieses Beispiel illustriert ist, dass einige Willkiir bei der Frage eine Rolle spielen
muss, wie man die in einer Logik zu formalisierenden Entitédten auf Pradikate und
Individuenkonstanten ,yerteilt”. Um diese Willkiir ein Ende zu setzen schlagt Quine
eine Sprache vor, die ganz auf Indidividuenkonstanten verzichtet.

Wir wollen dem Kern dieses Quineschen Prinzip hier folgen, also annehmen, dass
eine Sprache sinnvoller Weise keine kiinstlichen ontologischen Graben zwischen In-
dividuen und Préadikaten aufziehen sollte. Die Detailargumentation wird jedoch sehr
weit von der Quineschen abweichen. Die Idee ist eher die, dass wir eine Préadikaten-
logik nicht ohne Individuenkonstanten, sondern ohne Prddikate konstruieren konnen
(und sollten), bzw. — etwas weniger paradoxistisch formuliert — dass bei einer weni-
ger an historischen Altlasten orientierten formalen Konzeption die Unterscheidung
zwischen Prddikaten und Individuenkonstanten schlicht hinfallig wird.

Wir demonstrieren dies zunéchst anhand eines einfachen Beispiels, um dann zu
zeigen, wie man die klassische Option einer verallgemeinerten Pradikatenlogik — also
eine Typenlogik — in sehr eleganter Weise als mehrsortige Préadikatenlogik darstellen
kann. Der mehrsortige Fall erweist sich vor diesem Hintergrund nicht nur als der
formal elegantere, sondern auch als der mit den gréferen philosophischen Vorziigen.

Pradikatenlogik ohne Priadikate: jenseits der ,first order thesis*“ Wir il-
lustrieren, wie man eine Pradikatenlogik so konzipieren kann, dass die Entitaten der
Sprache (oder, in anderen Worten: die nichtlogischen Konstanten) ausschliefslich als
Elemente von Doménenmengen auftreten (wihrend Prédikate den Charakter von
logischen Konstanten erhalten).

Wir gehen aus von der Sprache FIN, und einer Doménensignatur (D, P), wobei P

Vgl. Armstrong (1978, Kapitel 1).

2Zur Logik hoherer Stufe vgl. van Benthem & Doets (2001), Shapiro (2005a), zur mehrsortigen
Logik Enderton (2001, S.295-299). Vgl. auterdem die einleitenden Bemerkungen zu Abschnitt 1.3,
oben.
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der Einfachheit halber nur ein- und zweistellige Pradikate enthalten soll (mehrstelli-
ge Prédikate konnen als Kombinationen zweistelliger Priadikate eingefithrt werden).
Mit P! sei die Menge der einstelligen, mit P? die der zweistelligen Pridikate aus
P bezeichnet. Dann definieren wir eine mehrsortige Sprache mit den Sortenmen-
gen P P2 D (fiir eine formal priizisere Darstellung vgl. die Sprache FINg, unten,
S.38). Diese Sprache enthalte dann blofs zwei Pradikate P, und P,, wobei das erste
als zweistelliges Pridikat iiber (P!, D) definiert ist und das zweite als dreistelliges
Pridikat iiber (P2, D, D).

Das hervorstechende Merkmal einer derartigen Sprache ist, dass die Dinge, die ge-
wohnlich (in der Grundmenge P) durch Prédikate reprasentiert werden (also ,,Merk-
male” wie ,jist blau“ oder ,jist Pegasus® oder ,jist der gegenwartige Konig von Frank-
reich“) hier in einer Domédnenmenge auftauchen. Ist P(c) eine atomare Formel in der
Grundsprache F,, so sieht das Gegenstiick in unserer ,mehrsortigen Transformation®
SO aus:

P.(P,c).

Das P, kann hier sogar weggelassen werden, da die Sprache ohnedies nur genau ein
zweistelliges Préadikat enthélt. — Atomare Sétze in dieser Sprache sind charakterisiert
als geordnete Paare (x,y) oder Tripel (z,y,z), wo das jeweilige x die ,Entitéat*
bezeichnet, die in der Ausgangssprache von Pradikaten bezeichnet wurde.

Dieses Beispiel demonstriert und niitzt einerseits eine auf Leon Henkin zuriick-
gehende Technik, anhand der man Logiken héherer Stufe als mehrsortige Sprachen
der ersten Stufe rekonstruieren kann.? Dariiber hinaus zeigt es aber insbesondere die
Hinfélligkeit oder zumindest Insubstanzialitdt der klassischen Unterscheidung zwi-
schen Subjekt und Pradikat im Rahmen einer Prédikatenlogik. Eine von klassischen
Vorurteilen gereinigte Prasentation fiihrt alle nicht-logischen Entitdten ausschliefs-
lich als Elemente von Doménenmengen ein. Dies ist gewissermafen ein ontologisches
Reinheitsgebot.

So trivial dieses Beispiel auch in formaler Hinsicht ist: es hat schwerwiegende
philosophische Konsequenzen fiir die klassische Quinesche ,first order thesis“, de-
ren Haltlosigkeit auf dieser Grundlage schlagartig offengelegt wird. Der Punkt ist,
dass, gegeben eine so als mehrsortige Sprache explizierte Logik der ersten Stufe, der
Schritt von der Logik erster Stufe zu einer Logik zweiter oder hoherer Stufe trivia-
lisiert wird. Gegeben die Auffassung, dass Pradikate, im Stil von P, und P, nur
logische Konstanten sind (oder, in algebraischer Terminologie: Dimensionsangaben
von Vektorrdumen), unterscheidet sich eine Logik hoherer Stufe formal in nichts
von einer Logik erster Stufe. — In gewisser Weise sind alle so konstruierten Logi-
ken Sprachen nullter Stufe, da es gewissermafen ,bedeutungsvolle Elemente* nur
im Rahmen von Doménenmengen (also unterhalb der ersten Stufe) gibt. — So ,nor-
malisierte Sprachen sind also in einem &@hnlichen Sinn wie die oben, im Kapitel 1
spezifizierten modalen Logiken, Sprachen mit einer ,flachen Semantik.

Weiters demonstriert dieses formallogische , Lehrstiick die bereits mehrfach an-

3Vgl. Henkin (1950).
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gesprochene Insubstanzialitdt der Unterscheidung zwischen der Domdne und der
Signatur einer Sprache. Eine Modifikation der angedeuteten Art zeigt, dass Pré-
dikate und Doménenelemente auch formal Objekte der selben Art sind. Im Detail
werden die eben illustrierten Zusammenhénge im Folgenden erlautert, anhand der
Sprachdefinitionen FIN, FINS und FINg, wobei sich herausstellt, dass die dufierst ein-
fache mehrsortige Sprache FINg exakt die selben Ausdrucksmoglichkeiten besitzt, wie
die wesentlich komplizierteren, auf einer typenlogischen Konstruktion basierenden
Sprachen FIN; und FIN;.

Die finitistische Typenlogik FIN; Wir beschreiben eine finitistische typenlogi-
sche Sprache. Der Einfachheit halber definieren wir diese Sprache nicht als flache
Semantik und nicht als free logic. (Vgl. aber unten, Abschnitt 2.2.)

Die Sprache ist charakterisiert durch eine Doménensignatur ©;, = (T, «). T ist
eine endliche Menge, fiir die gilt:

(1) ieT.
(2) Fiir jedes t € T mit t # i existieren t,...,t, € T, sodass
t=(t1,...,t,) gilt (n >0).

T ist somit als endliche Teilmenge der wie folgt definierten unendlichen Typenmenge
TYP definiert:

(1) i€ TYP.
(2) firalle ty,...,t, € TYP ist auch (t;,...,t,) € TYP (n > 0).

Folgende Interpretation ist dabei naheliegend: T' pickt alle sinnvollen Kombinatio-
nen aus TYP heraus, atomare Aussagen iiber TYP, die nicht von T représentiert
werden, sind immer falsch. — Das heifst: wir konstruieren die Sprache syntaktisch
als unendliche Typentheorie, picken aber semantisch eine endliche Menge von sinn-
vollen Kombinationen heraus und gewéhrleisten so die Vorziige einer finitistischen
Sprache.

Die Abbildung a ordnet dann jedem Element von T eine endliche nichtleere Men-
ge zu. Der fundamentale Typ «(7) ist entsprechend zu interpretieren als eine Menge
von Individuen(konstanten). a(()) reprisentiert eine Menge von Aussagenkonstan-
ten. Alle anderen Typen «((t1,...t;)) sind anschaulich zu interpretieren als Mengen
von Pradikatenkonstanten (Funktionen lassen wir erneut, im Sinne einer Vereinfa-
chung, weg). Mit ¢, bezeichnen wir die folgendermafen fiir jeden Typ definierte
Menge:

ty = a(t), falls t =7 oder t = ().

by == a(ty) X ... x alty), falls t = (t1,...,t,) mit n > 0.
Eine Struktur 20 ordnet dem Typ () eine Teilmenge 2A(()) C «(()) zu. Jedem Typ
t € T\{(),i} ordnet A auferdem fiir jedes ¢ € a(t) eine Menge A(c) C ¢y zu. Mit A,

bezeichnen wir die Menge aller derartigen Strukturen tiber 7', die natiirlich wieder
endlich ist. Fiir alle t € TYP \ T setzen wir a(t) := () und ¢4 := 0.

2. November 2006, 15h 40min



KAPITEL 2. DIE BESTE ALLER MOGLICHEN LOGIKEN 37

Wir fassen jede Menge «(t) als Menge von starren Designatoren auf. Alle Kon-
stantenmengen seien paarweise disjunkt. (Man beachte, dass die Menge aller Kon-
stanten insgesamt endlich ist). Fiir jeden Typ ¢ € T ist auferdem eine abzahlbare
Menge von Variablen zy,x}, ... definiert. Die Termmenge der Sprache ist dann so
definiert:

Tu=cla|T,T.

Also: alle Variablen und Konstanten, sowie beliebige Folgen von Termen sind Terme.
Wir definieren die Abbildung A, fiir beliebige Konstanten ¢; und Variablen z; des
Typs t und fiir beliebige Terme 7, 7':

A(er)
Azy)

A(T

=1
=1
"= A1), A(T)

Sind 7, 7" Terme, mit A(7) = (A(7')), so ist 7 o 7’ eine atomare Formel. Jeder Term
7 mit A(7) = () ist eine atomare Formel. Komplexe Terme, die nur Konstanten
enthalten (konstantenbelegte Terme) bezeichnen wir mit 7., 77, ... Die Formelmenge
F ist dann, mit atomaren Formeln p und Variablen x, derart definiert:

¢ = p|Vro[=p PN

Die Junktoren A und — werden wie {iblich definiert. Fiir alle konstantenbelegten
atomaren Formeln c o 7, respektive a € (), Variablen x und Strukturen 2 definieren
wir:

AFEa gdw a € 2(()).
AEcor. gdw 7. € Ac).
AEVry gdw fur alle A(z)-Konstanten c gilt 2 F qﬁ[ﬂ

Fiir diese Sprache konnte sofort wieder ein Resolutionsalgorithmus angegeben wer-
den, im Stil von Anhang A. Wir verzichten hier jedoch darauf. Dass die Sprache
finitistisch ist, im Stil von Definition 1 lasst sich sehr leicht zeigen, indem man Fy
als Menge aller konstantenbelegten atomaren Formeln ansetzt und ansonsten ahnlich
wie im Fall von FIN, vorgeht.

Typen als Sorten: die mehrsortige Sprache FIN] Wir gehen aus von der
selben Doménensignatur ©, = (T, «) wie im Fall von FIN,. Mit t,t’, ... bezeichnen
wir endliche Folgen von Typen aus T'. Mit P bezeichnen wir die Menge, die fiir genau
jedes (t) € T die Folge (t),t enthélt (die insbesondere auch gleich () sein kann).

Genau jedes P € P ist ein Prddikat der Sprache. — Wie im eingangs diskutier-
ten Beispiel gibt es also auch hier fiir jede Zusammenstellung von Sortenmengen
nur genau ein Pradikat. Prédikate sind hier simple Folgen von Sorten, respektive
entsprechende Relationen iiber diesen Sortenfolgen. — Wir definieren wie oben, fiir
jedes P € P eine entsprechende Menge P, (anschaulich den Raum iiber P):
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Py = a(t)) x ... x at), fir alle P € P mit P =t;,...,t; und i > 0.

Eine Struktur 2 ordnet dann jedem P € P eine Menge A(P) C P. zu. Mit A,
bezeichnen wir die Menge aller Strukturen dieser Art.

Die Sprache hat exakt die selben Variablen, Konstanten und Terme wie die oben
definierte Typenlogik. Wie oben ist die Abbildung A definiert. Abweichend ist jedoch
die Definition atomarer Formeln: jeder Term 7 ist genau dann eine atomare Formel,
wenn A(7) € P gilt.

Die Definition der Formelmenge JF der Sprache erfolgt wiederum analog zu K.
Die Semantik sieht so aus, fiir alle Strukturen 2 € A, alle konstantenbelegten
atomaren Formeln ¢, und alle Variablen x (= und A sind wie iiblich definiert):

AE; o gdw ¢ € A(A(pe)).
AF Voo gdw fiir alle A(x)-Konstanten ¢ gilt 2 F gb[ﬂ

Die Menge A wird bijektiv auf A; abgebildet, durch eine Funktion ©, sodass fiir
jede Aussagenkonstante a und alle konstantenbelegten atomaren c o 7. gilt:

a € A(() < a € O(A)(())
T. € Ulc) « (¢, 1) € OR)(A(e), A(Te))

Aufterdem ist eine bijektive Abbildung © : & — K definiert, fiir alle atomaren
a,7 o 7', alle Variablen x, alle /&-Formeln ¢, ¢:

O(a) ==

O(ro ) =77

O(p AN Y) :=O(9) AO(Y)
O(—¢) == —6(9¢)
O(Vrg) := VaO(9).

Dann gilt, wie man leicht sieht, fiir alle ¢ € K, alle 2 € A; und die entsprechende
FIN-Erfiilltheitsrelation F, und die FIN;-Erfiilltheitsrelation F:

AE ¢ gdw O(A) F, ©(9).

FIN, und FIN; sind also dquivalente Ausdrucksmittel iiber einer typenlogischen Do-
ménensignatur ®; = (7', ). FIN] demonstriert jedoch, dass die einfachere und na-
heliegendere Option, eine derartige Sprache zu definieren, in folgender Weise zu
beschreiben wére:

Die einfachere mehrsortige Sprache FIN; Eine mehrsortige Domdnensignatur
D, = (S, P) ist definiert als endliche Menge von endlichen und paarweise disjunkten
Mengen § — die Sortenmenge —, plus eine Menge von Prddikaten P, die wie folgt
definiert ist. Sei N die Menge aller endlichen Folgen von Elementen von §. Dann
definiert P eine endliche Teilmenge

P CN.
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Wir identifizieren, wie oben, alle Sortenmengen als Konstantenmengen und fiihren
fiir jede Sorte eine abzidhlbare Menge von Variablen ein. Neben Konstanten und
Variablen sind erneut beliebige Folgen von Termen als Terme definiert. Analog wie
oben wird eine passende Funktion A definiert, die jedem Term seine Sorte zuordnet.
Ein Term 7 ist eine atomare Formel, wenn A(7) € P gilt. Wir definieren:

(1), €P

Eine Struktur 2 ist dann schlicht definiert als Teilmenge 2 C P,., die Menge aller
Strukturen A; als Potenzmenge o(Py ). Die Syntax der Sprache ist festgelegt durch

¢ = p|Vrg [ =g PN,

wobei p fiir atomare Formeln steht, x fiir Variablen. Wir definieren erneut (zuziiglich
der entsprechenden Regeln fiir = und A) fiir alle Variablen z, alle konstantenbelegten
atomaren Formeln ¢, und alle Strukturen 2 € A,:

AE; o gdw  de € A(A(0)).
AF Vg gdw fiir alle A(x)-Konstanten ¢ gilt 2 F gb[ﬂ

Man sieht leicht, dass diese Sprache dquivalent ist zu FIN; (auf Details verzichten
wir), FINg kommt allerdings ohne die komplizierte typenlogische Konstruktion aus
FIN: und FIN] aus, weshalb man sinnvoller Weise FINg anstelle der komplizierteren
Sprachkonstruktionen FIN; und FIN; verwenden sollte.

2.1.2 Flexible Funktionenkalkiile (die Sprache FUN) e ad (5)

Was sind flexible Funktionen? Ein Funktionenkalkiil ist eine Sprache, die ledig-
lich Funktionen enthéilt, aber keine Pradikate. Man kann jedoch Pradikate dadurch
,simulieren”, dass man eine Menge von Wahrheitswerten als Zielmenge von Funktio-
nen akzeptiert und den Kalkiil mit Identitét ausstattet.
f(x) = TRUE wiirde dann soviel bedeuten wie ,,x hat das Merkmal f*. Ein mehrsorti-
ger Funktionenkalkiil mit Identitéit beinhaltet also die Ausdrucksmoglichkeiten einer
(mehrsortigen) Priadikatenlogik (eine weitere Moglichkeit in einem Funktionenkalkiil
Pradikate zu implementieren beschreiben wir in der Gestalt von \-Abstraktionen im
folgenden Abschnitt 2.1.3).

Funktionenkalkiile konnen so charakterisiert werden, dass sie Zustinde in Zu-
stande tberfiihren, wihrend Pradikatenlogiken lediglich Zustdnde beschreiben (und
dementsprechende Wahrheitswerte abliefern). Hat man also, im Fall der Pradika-
tenlogik (bzw. der Aussagenlogik) die klassische Wittgensteinsche Metapher? des
Bildes, das wir an die Wirklichkeit anlegen (bzw. der formalen Folie die wir iiber die
Wirklichkeit legen und Kongruenz oder Inkongruenz konstatieren), so wére im Fall
des Funktionenkalkiils das passende Bild das einer Manipulation der Wirklichkeit

1Vgl. Wittgenstein (1963).
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selbst: Zustdnde werden in Zustédnde iibergefiihrt. Beispielsweise konnte ein Funk-
tionenkalkiil eine Aktion beschreiben, wie das Zerhacken eines Holzscheits:

Holzscheit. Hacken  (Resultat sind zwei Holzsscheite)

Der klassische Funktionenkalkiil ist der von Alonzo Church entwickelte M\-Kalkiil.?
In seiner typenfreien Version enthélt der A\-Kalkiil die Moglichkeit, beliebige Objek-
te miteinander zu verkniipfen, es wird also nicht zwischen Funktionen und deren
Argumenten unterschieden. Analoge Md&glichkeiten sieht der hier prasentierte Typ
von flexiblen Funktionenkalkiilen vor, den wir als mehrsortige Sprache definieren
werden. Sind a und b zwei Objekte irgendwelcher Sorten, dann ist eine Paarung
dieser Objekte ab eine Funktion, im Stil des A-Kalkiils. In einem flexiblen Funktio-
nenkalkiil wird von dieser Objektpaarungs-Option noch weiter abstrahiert, durch
die Einfiithrung einer Menge O von Operatoren. Es gilt: sind a und b irgendwelche
Objekte beliebiger Sorten und ist # € O ein Operator, so ist a # b eine Funkti-
on“, also ein atomares Objekt der Sprache. (Ist O einelementig, so resultiert eine
A-Kalkiil-dhnliche Konstruktion.)

In gewisser Hinsicht erinnert diese Sprachkonstruktion an Konzepte, wie man sie
in der sogenannten objektorientierten Programmierung findet. Beispielsweise konnte
. (Punkt) der Operator fiir Zugriff auf Merkmale sein, > der Operator fiir den Zugriff
auf die Teile eines Objekts und ! der Operator zum Auslosen einer Aktion. Mit etwas
Phantasie konnte man sich fiir identische Objekte so drei Typen von Paarungen mit
unterschiedlicher Bedeutung denken:

(1) Wiirfel.Rot
(2) Wirfel ! Rot
(3) Wiirfel > Rot

Variante (1) wiirde besagen, dass der Wiirfel das Merkmal hat, rot zu sein (Zielmenge
eine Menge von Wahrheitswerten). (2) hingegen wiirde so etwas wie die Aufforderung
darstellen (den Befehl) den Wiirfel rot anzumalen, wéhrend man (3) als eine Methode
ansehen konnte alle roten Teile eines Wiirfels herauszupicken (so vorhanden).

Partielle Funktionen Eine partielle Funktion f : A /= B von A nach B ist
definiert als Funktion f : A+ B U {NULL}, mit einem arbitrdren NULL ¢ B. Ist die
Menge aller a € A fiir die f(a) # NULL gilt endlich, so heifst die partielle Funktion
endlich.

Ein im unten spezifizierten Sinn entwickelter flexibler Funktionenkalkiil fiihrt
unweigerlich zu einer unendlichen Menge von Sorten. Man erhélt dadurch, so konnte
man sagen, eine Reihe von sinnlosen Konstruktionen im Stil von: ,die Farbe der Zahl
Eins“, ,der Kriimmungsradius von Rot", ,die Wellenlénge der Eiche* oder ,Waverley
ist der Scott von Autor”. — Die Idee ist dann, dass man aus einer unendlichen Menge

®Vgl. Church (1941).
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von — grofsteils sinnlosen — Termen eine endliche Menge von sinnvollen Termen
herauspickt (vgl. auch oben, bei der Sprache FIN;, die Mengen TYP und 7).

Wir beniitzen hier Partialitdt also letztlich nur als ein Werkzeug zum ,Finitis-
tisch-Machen einer Sprache. Ein wichtiger Aspekt, den wir hier nicht weiter ver-
folgen werden, ist die Moglichkeit, die Partialitéit eroffnet, im Zusammenhang von
mehrwertigen Logiken. Anschaulich kann der Wert NULL als dritter Wahrheitswert
(undefiniert o.4.) interpretiert werden, und man erhélt eine klassische dreiwertige
vulgo partielle Logik. Im Unterschied dazu interpretieren wir NULL als negativen
Wahrheitswert (FALSE) und bleiben so im zweiwertigen Rahmen.

Der flexible Funktionenkalkiil FUN Wir beschreiben, als stark vereinfachte
Vorversion der Sprache SUP (vgl. unten, Abschnitt 2.2), den flexiblen Funktionen-
kalkiil FUN, wobei wir insbesondere auf modale Aspekte nicht eingehen (anders als
FIN; und FIN; ist FUN jedoch als free logic konzipiert). Anschaulich verkniipft FUN
den oben entwickelten Gedanken einer mehrsortigen Sprache, deren nicht-logischen
Objekte ausschlieflich in Sortenmengen enthalten sind, mit dem Konzept flexibler
Funktionen.

Die Sprache ist definiert auf der Basis einer Domdnensignatur ®; = (S, O, Q).
Dabei ist S eine endliche Menge von paarweise disjunkten Mengen — die Grundsor-
ten der Sprache. O ist eine endliche und nichtleere Menge von Operatoren, € ist
eine sogenannte Signaturfunktion. S enthélt insbesondere die Sorte w := {TRUE}.
Auferdem ist ein arbitrires Element NULL definiert, das die Funktion eines negativen
Wahrheitswertes und eines Nullelementes iibernehmen wird. NULL ist kein Element
einer Grundsorte, wir fassen jedoch NULL unter bestimmten Umstdnden als eigene
(zusétzliche) Sorte NULL := {NULL} auf, die als einziges Element wiederum NULL ent-
hilt.” — Wir definieren die Sortenmengen & und Gy der Sprache FUN in folgender
Weise:

(1) Jede Grundsorte ist eine Sorte. Im Fall von Gyyp ist auch NULL eine
Sorte.

(2) Sind s, s’ Sorten, so ist auch das kartesische Produkt s x s" eine Sorte.

Natiirlich kénnte man die Klausel (2) hier auch weglassen. Aber das Zulassen von
beliebigen Folgen von Sorten(elementen) als Argumente von Operationen steigert die
Ausdrucksmoglichkeiten, ohne die Sprache signifikant komplizierter zu machen. Bei
geeigneter Wahl der Signaturfunktion ) resultiert iiberdies ohnehin der Sonderfall
von Operationen mit ausschlieflich einstelligen Argumenten.

Fiir jede Sorte s und jedes x € s definieren wir die Funktion A(y) := s. Fiir alle
Sorten s, s’ und alle Operationen # € O definiert (s, #, s') einen Operationentyp, fiir

6Zur partiellen und mehrwertigen Logik vgl. Blamey (2002), Gottwald (1989).

"Wenn man so will, bzw. wenn man Angst vor Paradoxien hat, ist diese Sorte NULL als arbitriire
einelementige Menge definiert, wo man der Menge und ihrem Element den selben Namen gibt.
Will man auch das nicht, so miisste man etwa die Menge mit NULL; bezeichnen, ihr Element
mit NULL,, was allerdings ein iiberfliissiger Schachzug wére, da man ohnehin in der folgenden
Sprachsperzifikation nie in Gefahr gerédt, Sorten und ihre Elemente zu verwechseln.
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alle y € s und alle ¥’ € s’ bezeichnet y # x’ eine Operation. Die Signaturfunktion (2
definiert dann eine endliche (!) partielle Funktion

N:6x0x6~ 6,

die jedem Operationentyp eine Zielmenge repektive den Wert NULL zuordnet. Fiir
alle Operationentypen w € Gy \ © X O X Syyrr \ © setzen wir )(w) := NULL.

Eine FUN-Struktur 2 ordnet zunéchst jeder Grundsorte o € S eine moglicher Weise
leere Menge (o) C o zu. Fiir die Sorte NULL setzen wir 2(NULL) := NULL. Dadurch
ist fiir alle Sorten s aus Gyyrr ein Wert 2((s) bestimmt, da wir fiir alle s, s, s” € GyyrL
mit s = s’ x §” in naheliegender Weise 2(s) := (s") x 2(s”) definieren konnen.

Auferdem ordnet 2 allen Operationen x # x’ mit Q(A(x), #, A(x')) # NULL,
sowie x € A(A(x)) und x" € A(A(x’)) einen Wert

A #x') € AQUAA), #, A(X))) U {NULL}

zu. Fiir alle tibrigen Operationen x # x’ definieren wir 2A(x # x’) := NULL. Mit A;
bezeichnen wir die Menge aller Strukturen dieser Art, die, wie man leicht sieht,
endlich ist.

Ist die Zielmenge einer Operation o gleich w, so ergeben sich zwei mogliche Werte
fiir (o), ndmlich TRUE und NULL. Aus Anschaulichkeitsgriinden schreiben wir gege-
benenfalls anstelle von NULL auch FALSE. Wiirde die Menge w zwei Werte TRUE und
FALSE enthalten, dann wére die passende Interpretation von NULL die eines dritten
Wahrheitswertes (undefiniert o. &.). Wie oben bereits angedeutet, wollen wir jedoch
aus Vereinfachungsgriinden unsere Sprachen hier prinzipiell zweiwertig gestalten,
weshalb wir diese — durchaus naheliegende — Option hier nicht niitzen.

Alle Grundsorten und die Sorte NULL identifizieren wir in der iiblichen Weise als
Konstantenmengen. Aufserdem fithren wir fiir jede Grundsorte s, nicht aber fiir
NULL, eine abzdhlbare Menge von Variablen xg, %, ... ein. Die Menge der Terme
der Sprache FUN ist so definiert:

T u=cla|T,T|TH#T,

wobei z fiir Variablen steht, ¢ fiir Konstanten und # fiir Operatoren. — Diese Term-
Syntax ist sehr flexibel, da beliebige Folgen von Termen (wir nennen sie auch Term-
Vektoren) wiederum Terme sind, sowie beliebige Verkettungen von Operationen. Sei
. ein beliebiger Operator, dann kénnten Terme so aussehen:

c ein einzelner Term,

c,d ein Vektor,

c.d eine Operation,

cd.e.f respektive ((c.d).e).f — eine komplexe Operation,

c.(dye.f,g) usw.
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Jeder Term 7 ist in eindeutiger Weise einer Sorte s € Gyyrr zuzuordnen. Die Funktion
A(T) bestimmt fiir jeden Term diese Sorte. Fiir alle Konstanten ¢s und Variablen z
einer Sorte s usw. definieren wir:

A1y, 1) = A1) X A1),
A(r#7') = QA(7), #, A(T')).

Gegeben zwei Terme 7,7’ ist 7 = 7/ definiert als atomare Formel. Die Menge der
Formeln von FUN ist dann definiert als:

¢u=p|Vao [0 [P,
wobei p fiir atomare Formeln steht und z fiir Variablen.

Enthélt ein konstantenbelegter Term 7. keine Operationen, dann ist er, wie man
sofort sieht, als Element der Sorte A(7.) eindeutig bestimmt und wir setzen fiir al-
le Strukturen 2((7.) := 7.. Bilden solche Terme Operationen 7. # 7., so ist fiir jede
Struktur ein Wert (7. # 7.) bereits durch obige Definitionen eindeutig bestimmt.
So ist fir alle konstantenbelegten Terme 1. und alle Strukturen 7 ein Wert 24(7.)
eindeutig bestimmt. Dies beniitzend definieren wir, fiir alle Formeln ¢, ), alle kon-
stantenbelegten Terme 7., 7, alle Variablen = und alle Strukturen 2 € Ay:

AE ¢ gdw nicht A F ¢

AEPAY gdw 2AF ¢ und AFE Y

AE1. =7 gdw (1) A(7.) € A(A(7.)) und A(7)) € A(A(7)))
(2) 2A(7e) = A7)

AE Vo gdw  A(A(z)) = 0 oder
fiir alle ¢ € A(A(z)) gilt AFE ¢[<].

Zwei konstantenbelegten Terme gelten also genau dann als =-identisch, wenn beide
als eristierende Werte in der Menge 2A(s) ihrer jeweiligen Sorte s enthalten sind
und wenn sie identisch sind. (Grund fiir die erste Bedingung: die Sprache ist eine
free logic — vgl. die Ausfithrungen oben, in Abschnitt 1.2.2.) Es hétte also keinen
Sinn, bei einer Operation o, deren Zielmenge w ist, mit 0 = NULL deren Falschheit
abzufragen, da diese Formel nie erfiillt wére (egal ob der Wert von o gleich TRUE
oder NULL ist). Die Abfrage muss immer o = TRUE lauten, bzw. — um das Ziel von
o = NULL zu erreichen — einfach — o0 = TRUE.

2.1.3 Merkmale und definite Deskriptionen = ad (6)

Formal gesehen stellen definite Deskriptionen und A-Abstraktionen eher triviale Mo-
difikationen dar, im Kontext eines Pradikatenkalkiils. Dennoch fiihren diese Spra-
chelemente zu einer signifikanten Steigerung der Ausdrucksmoglichkeiten, weshalb
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wir hier darauf zuriickgreifen wollen.® Anschaulich besagen die Ausdriicke tx.¢ und
Ax.¢ folgendes:

LT.Q Das definite x, sodass ¢.

Ax.¢  Das Merkmal eines = zu ,,¢en®.

Definite Deskriptionen werden am Besten als Terme eingefiihrt, die genau dann ein
Individuum herauspicken, wenn die entsprechende Formel ¢ von genau einem x
erfiillt ist. Diese Vorgangsweise setzt allerdings voraus, dass die Grundsprache als
free logic konstruiert ist, also Terme ohne Referenz zulésst. Die typische Anwendung
von definiten Deskriptionen sind natiirlich Eigennamen, wie ,César” oder ,Pegasus
oder auch ,Der gegenwiértige Konig von Frankreich®, also alle Namen, die (h6chstens)
genau ein Objekt als Extension besitzen.

Demgegeniiber konnen A-Abstraktionen als die Merkmale von Klassen inter-
pretiert werden, also zur Bezeichnung von entsprechenden Klassenbegriffen heran-
gezogen werden. Ist ¢ irgendeine Konstante des Typs x, dann ist die sogenannte
A-Anwendung

[Az.¢](c)

genau dann erfiillt, wenn die Substitution ¢ [ﬂ erfiillt ist. A-Anwendungen in diesem
Sinn treten als atomare Formeln in einer Sprache auf. Sie erfiillen die selbe Funk-
tion wie Pradikate, sind also in gewisser Weise eine Verallgemeinerung des Pradi-
katenkonzepts, bzw., mit anderen Worten, eine pradikatenunabhéngige Moglichkeit,
Merkmale zu beschreiben. Gegeben eine beliebige Formel ¢ mit der freien Variable
x kann das durch ¢ definierte einstellige Pradikat M (x) so spezifiziert werden:

M(z) gdw Mx.¢.

Als interessante Anwendung des Merkmalskonzeptes werden wir unten, im Ab-
schnitt 3.2 eine auf Verbandstheorie basierende ,Begriffslogik* entwickeln.

Starre und nicht-starre Designatoren Auf Saul Kripke geht das Konzept der
starren Designation zuriick?, also die Auffassung dass Namen in allen ,mdoglichen
Welten“ auf das selbe Objekt referieren: Julius Céasar ist immer und {iberall das
selbe Objekt; der entsprechende Name referiert aufgrund gewisser kausal-sozialer
Mechanismen darauf. In einer free logic, im Stil der oben beschriebenen Sprachen
FIN, und FLAT,, sind Individuenkonstanten als starre Designatoren implementiert.
Jedes ¢ bezeichnet ein definites Objekt, das jedoch in einigen Welten existieren
kann, in anderen nicht. Die Idee ist die, dass ein Name wie Julius César zwar in
jeder moglichen Welt das selbe Objekt bezeichnen sollte, dass er aber in einigen

8Wir definieren hier A\-Abstraktionen nicht als Funktionenterme, sondern als atomare Formeln
(A-Pradikate), in dem Sinn wie Fitting & Mendelsohn (1998, S. 194{t.).
9Vegl. Kripke (1963, 1980).
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moglichen Welten nicht existieren konnte, sodass dort entsprechend alle materiellen
Aussagen iiber ihn falsch sein miissten.

Dieses existenzannahmenfreie Starrheitsprinzip kann formal durch folgendes
Theorem charakterisiert werden:

Jdr:z=c— (OVy:y=c—y=2x).

Das heifst: wann immer ¢ ein bestimmtes x denotiert, gilt, dass, wann immer ¢ ein
y denotiert, sind diese z und y identisch. Oder: ¢ bezeichnet entweder nichts oder
stets ein und das selbe Objekt.

Was aber, wenn ein Name nicht starr referiert? — In der Literatur gibt es reichlich
Beispiele fiir Namen, die offensichtlich nicht immer auf das selbe Objekt referieren.
Beispielsweise bezeichnet ,der gegenwirtige Konig von Frankreich® nicht blofs in
einige Welten kein Objekt und in anderen schon eines, sondern es bezeichnet in ver-
schiedenen Welten, in denen dieser Name referiert, jeweils unterschiedliche Objekte:
Ludwig der Erste, der Zweite, der Vierzehnte, etc.

In einer Sprache, die im obigen Stil Individuenkonstanten als starr implementiert,
kann ein derartiger Name zunéchst nicht als Individuenkonstante eingefiihrt werden.
Wir konnen jedoch problemlos nicht-starre Designatoren anhand von beliebig kom-
plexen Formeln definieren, iiber das Werkzeug der definiten Deskription. Sei K, der
Einfachheit halber, das Pradikat das den gegenwértigen Konig von Frankreich de-
notiert. Dann ist der nicht-starre Designator k — der den gegenwértigen Konig von
Frankreich bezeichnet — in folgender Weise definiert:

k:=1x.K(x).

Es ist dann nicht blofs so, dass hier keine existenzielle Generalisierung gilt, sondern
es gilt auch das oben formulierte Prinzip der Starrheit nicht. Vielmehr gilt eine Art
,Prinzip der Nicht-Starrheit, das wie folgt charakterisiert werden kann:

Jdr:x=k— (OJy:y=kA-y=x).

Also: wann immer k ein Objekt z bezeichnet gibt es irgendeine mogliche Welt in
der k ein von x verschiedenes Objekt y bezeichnet. Beispiele: Ludwig der Dreizehnte
versus Ludwig der Vierzehnte.

Nicht-starre Designatoren haben auch eine wichtige Beispielfunktion im Zusam-
menhang mit A-Abstraktionen. Sie illustrieren, dass A-Abstraktionen nur
scheinbar redundante Sprachelemente sind.!? — Sei G das Pridikat ,hat eine Glatze®,
sodass G(k) mit dem oben definierten k& besagt, dass der gegenwértige Konig von
Frankreich eine Glatze hat.

Dann kann QG(k) in zwei verschiedenen Weisen interpretiert werden: (a) Das
Ding, das (in der aktualen Welt) der Konig von Frankreich ist, hat in irgendeiner
moglichen Welt eine Glatze, (b) in irgendeiner moglichen Welt hat das Ding, das
dort der Konig von Frankreich ist, eine Glatze. Im ersten Sinn wére ¢ immer falsch,

10Vgl. Fitting & Mendelsohn (1998, S. 194ft.).
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da es gegenwartig kein Ding gibt, das der gegenwértige Konig von Frankreich ist, im
zweiten Sinn konnte es irgendwann einen franzosischen Konig gegeben haben, der
eine Glatze hatte.

Diese schwerwiegende Ambiguitéat kann sinnvoll aufgelost werden nur durch ein
Ausdrucksmittel im Stil der A-Abstraktionen. Dadurch kann man die beiden Vari-
anten préazise unterscheiden, in folgender Weise:

(a) Pe.0G(2)](k)
(b)  OAz.G(x)](k)

2.1.4 Mereologische Strukturen = ad (7)

Mereologien sind Theorien iiber die Beziehungen zwischen Ganzheiten und Teilen.
Historisch geht Mereologie im engeren Sinn auf Husserls Logische Untersuchungen
zuriick, sowie auf die von Stanistaw Lesniewski — unter dieser Bezeichnung — ent-
wickelte Alternative zur klassischen Mengentheorie.!! Wir sind hier dezidiert weder
mit den grundlagenmathematischen Aspekten der Mereologie befasst, noch mit da-
mit im Zusammenhang stehenden ontologischen Interpretationen dieser formalen
Theorie. Vielmehr setzen wir eine ,naive“ Mengentheorie als nicht zu hinterfragen-
de Basis unserer Uberlegungen an. Auferdem beschrinken wir uns, gerechtfertigt
durch den finitistischen Grundansatz, auf eine bestimmte Form von atomistischen
Mereologien.

Das mereologische Schliisselkonzept ,x ist ein Teil von g“ — schreib
r < y — kann formal zunéchst (wenn auch unvollstindig) als partielle Ordnung
charakterisiert werden. Eine partielle Ordnung ist irgendeine zweistellige Relation
R iiber einer Menge X, mit folgenden Eigenschaften, fiir alle x,y, z € X:

Vgl Husserl (1980, I1/1,S. 261-293), Lesniewski (1929), sowie Simons (1987). Zu den ordnungs-
theoretischen Konzepten, die im Folgenden diskutiert werden, vgl. auch Anhang B und die dortigen
Literaturhinweise.
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xRz (Reflexivitét)
(xRy NyRz) — x =1y (Antisymmetrie)
Ry NyRz — xRz (Transitivitét)

In Worten: z ist ein Teil von z. Ist x ein Teil von y und y ein Teil von z, dann gilt
x gleich y. Ist x ein Teil von y und y ein Teil von z, dann ist x ein Teil von z.

Diese Charakterisierung ist unzureichend, weil man von einer mereologi-
schen Struktur gewohnlich auch die folgenden Optionen fordern wird: fiir je zwei
Elemente z und y sollen die mereologische Summe x +y (sprich: die Entitét, die ge-
nau alle Teile von = und y als Teile enthélt) und das mereologische Produkt x -y (die
Entitét, die genau alle gemeinsamen Teile von x und y als Teile enthélt) definiert
sein. Weiters sollen solche Dinge wie Disjunktheit und Uberlappung von Gegenstin-
den definiert sein.

Die Annahme ist nun die, dass das Konzept des vollstindigen Verbandes in préazi-
ser Weise alle diese mereologischen Wunschvorstellungen implementiert.*? Ein voll-
standiger Verband ist eine partiell geordnete Menge (V, <), fiir die gilt, dass fiir jede
Teilmenge m C V das Supremum \/ m (auch kleinste obere Schranke genannt) und
das Infimum A\ m (auch: grofte untere Schranke) existieren. Insbesondere muss fiir
jeden vollstéandigen Verband (V, <) das Nullelement N := A V und das Finselement
E :=\/V definiert sein.

Im allgemeinen mereologischen Fall wiirde diese Konstellation eines Nullelemen-
tes zu Problemen fithren, da man Disjunktheit x|y zweier Objekte naheliegender
Weise so definieren wird:

zly gdw x-y=N.

Das Nullelement N muss jedoch nicht zwingend ein leeres Element sein. Folgendes
sind die Hasse-Diagramme zweier Verbénde:

abc bc
ab ac b C

a O

Wahrend im rechten Beispiel das Nullelement als leere Menge definiert ist, repréa-
sentiert das linke Beispiel einen Verband mit ,nicht leerem Nullelement®.

Die Losung des Problems, die wir vorschlagen, ist ein einfacher atomistischer
Ansatz. Hat eine mereologische Struktur nur endlich viele Elemente, so muss jedes
Objekt der Struktur in eine endliche Menge von Teilen zerfallen und es muss Teile
geben, die Atome, bzw. — in der hier gewéhlten Terminologie — Monaden sind. — Wir
definieren Benachbartheit < von Objekten p, g:

12FEine Unterscheidung zwischen vollstindigen Verbianden und Verbinden, die nicht zwingend
vollstdndig sind, ist hier unnétig, da wir nur endliche Mengen diskutieren, iiber denen jeder Verband
automatisch ein vollstandiger Verband ist.
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p<q gdw pH#gAVr:p<r<qgq—r=pVr=gq.

Nun ist ein Objekt als Monade definiert, genau dann wenn sein ,unterer Nachbar*
das Nullelement N ist:

mon(p) gdw N < p.

Hat ein Objekt p nur endlich viele Teile, so muss es anschaulich in Monaden zerfal-
len, d.h. es muss eine endliche Menge P von Monaden geben, sodass p = \/ P gilt,
also p das Supremum von P bildet. Die natiirliche Explikation eines so konzipierten
endlichen Verbandes ist folgende: gegeben eine Menge von Monaden M ist der Ver-
band V' als die Potenzmenge V := (M) definiert. Jeden derart {iber einer Menge
M von Monaden mit der Teilmengenrelation < als Potenzmenge von M gebildeten
Verband nennen wir einen mereologischen Verband (M, <).

Mereologisches Vokabular Wir stellen einen Katalog der wichtigsten mereologi-
schen Konzepte auf der Basis einer verbandstheoretischen Terminologie zusammen.
Sei (M, <) ein mereologischer Verband, p, ¢, beliebige Elemente von V := p(M):

(L1) N:=AV Nullelement
(L2) E:=VV Einselement
(L3) p<gq Teil

(L4) p<yq gdw p < g A =(p=q). echter Teil
(Ls) p<xq gdw p < g A\ —p=N. echter Teill
(L6) p=<gq gdw p < gAPb:p < b < q. benachbart
(L7)  mon(p) gdw N < p Monade
(L8)  plg gdw p-q=N. disjunkt
(L9) pogq gdw b : b <K pAb K q iiberlappend
(L10) p+gq Summe
(L11) p-q Produkt
(L12) r=p—gq gdw glr Ap=1r+q. Differenz
(L13) p:=E—p Komplement

Hier entspricht < dem arithmetischen < (kleiner oder gleich), < entspricht dem in
der Arithmetik iiblichen <, wogegen <« zusitzlich sicherstellt, dass der Teil nicht
das Nullelement N ist.!3

Mereologische Strukturen in einer mehrsortigen Sprache Der mehrsortige
Ansatz ermoglicht eine elegante Implementierung mereologischer Verbénde als Sor-
ten, die Potenzmengen anderer Sorten sind. Wir definieren:

13Hinsichtlich der Notationen unterschiedlicher Autoren vgl. Simons (1987, S.99).
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Ist s eine Sorte, so auch die Potenzmenge p(s).

Bei der Definition eines Strukturbegriffs im Sinne einer free logic muss dann zusétz-
lich noch folgendes berticksichtigt werden. Ist 2 eine Struktur, die jeder Sorte s eine
Teilmenge 2A(s) C s von existierenden Entitéten zuordnet, dann muss gelten, fir
jede Sorte s und die entsprechende Sorte s’ = p(s):

Die anschauliche Interpretation dieser Restriktion von Strukturen ist folgende: so-
bald ein € V in 20(V') nicht enthalten ist, muss auch jedes y mit x < y oder
y < x nicht in A(V) enthalten sein. Formal gesehen bedeutet dies, dass (V') ein
vollstdndiger Teilverband von V' sein muss.

2.2 Die Sprache SUP

Die Sprache SUP ist als direkte Erweiterung der oben, S. 41ff. beschriebenen Sprache
FUN gestaltet. Sie implementiert zusdtzlich zu der dort eingefiihrten Kombination
aus Mehrsortigkeit und flexiblen Funktionen, die oben besprochenen Features flache
Semantik, intentionale Zustinde, definite Deskriptionen und \-Abstraktionen, sowie
mereologische Strukturen.

Ontologie FEine Ontologie O ist eine Liste, die alle Informationen enthélt, die
man zur semantischen Determination einer (finitistischen) Sprache benétigt. Wie
bei der Sprache FUN enthélt diese Liste zunéchst eine Menge von Sorten S, eine
Menge von Operatoren O und eine Signaturfunktion 2. Fiir die modale Strukturie-
rung der Sprache (flache Semantik!) ist eine Signaturfunktion €, verantwortlich,
sowie eine modale Struktur 9. Schliefslich wird in SUP noch eine zusétzliche Schicht
fiir intentionale Zustinde implementiert, durch eine Signaturfunktion €2; und eine
intentionale Struktur J. Eine Ontologie O fiir die Sprache SUP ist somit definiert
durch die folgende Liste:

O = (S,0,Q, Uy, M, J).

Sorten, Operationen Die Menge der Grundsorten S und die Menge der Opera-
tionen O sind identisch wie bei der Sprache FUN definiert. Auch in SUP gibt es eine
Sorte w := {TRUE} und ein (auch als Sorte fungierendes) Nullelement NULL. Analog
wird die Menge Gyyrr aller Sorten definiert, wobei hier zwei Klauseln hinzugefiigt
werden:

su= NULL |0 |A|O|sxs|gp(s),

Die Mengen A und O werden unten noch néher erlautert. Lésst man die Klau-
seln A und O weg, so resultiert die Menge Gyyp. aller nichtmodalen Sorten. (Auch
einen Operationentyp bzw. eine Operation, deren Sorten nichtmodal sind, nennen
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wir nichtmodal.) Lésst man in obiger Definition s x s weg, so bezeichnen wir die
resultierende Menge mit (‘OSNULL. Zu jeder dieser Sortenmengen existiert aufserdem
eine Version 6,8, é, die durch Weglassen der Klausel NULL in obiger Definition
resultiert.

Die Signaturfunktion €2 ist, wie bei der Sprache FUN, als endliche partielle Funk-
tion

N:6x0x6" 6,

definiert, die jedem mnichtmodalen Operationentyp eine Zielmenge, bzw. den
Wert NULL zuordnet. Wir definieren die Menge aller nichtmodalen Operationen:

O = {x#x | AA(x), #, A(X)) # NULL}.

Strukturen Eine Struktur 2l ist erneut als Abbildung definiert, die allen Sorten
aus G und allen Operationen aus O passende Werte zuordnet.

(1) Sorten: 2 ordnet jeder Grundsorte o € S eine moglicher Weise leere Menge
2(c) C o zu. Es gilt A(NULL) := NULL. Fiir alle 5,5’ € & mit s = p(s') definieren
wir A(s) = p(A(s)). Fiir alle 5,55 € & mit s = ' x s definieren wir analog
A(s) := A(s") x A(s”). Damit ist fiir jede Sorte s € & ein entsprechendes 2A(s)
definiert.

(2) Operationen: Fiir alle x # x' € O, fiir die x € A(A(x)) und x’ € A(A(Y)) gilt,

bestimmt 2 erneut einen Wert

A #x') € AQUAN), #, A(X'))) U {NULL}

Fiir alle iibrigen x # y' € O setzen wir A(c# ) := NULL (fiir alle x # ' ¢ O ist
hingegen vorlaufig noch kein Wert 24(y # x’) definiert!).

Mit A bezeichnen wir die Menge aller in diesem Sinn definierten Strukturen iiber
einer Doménensignatur. Diese Menge ist endlich.

Modale Aspekte Die modale Signaturfunktion €2, ist wieder als endliche parti-
elle Funktion definiert:

Q6 xO0Ox6 6.

Weil & auch die nichtmodalen Sorten aus & enthélt, muss auferdem folgendes Aziom
gelten, fiir alle Operationentypen (s, #, s'):

Q(s,#,s") # NULL — Qy(s, #,s") = NULL.

Ohne diese Bedingung konnten einige Operationen durch Strukturen 20 und die
modale Struktur 9t konkurrierende Werte zugewiesen bekommen.
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Wie im Fall von FLAT, und FLAT, wird die modale Struktur 9t auch hier mit
fixen Domdnen definiert (vgl. die dortige Begriindung, S.21). 9t ordnet somit je-
dem x # x' mit Qu(A(x), #, A(x’)) # NULL ein entsprechendes Element aus seiner
Zielmenge zu (das auch gleich NULL sein kann):

M #x') € Qr(Ax), #, A(x')) U {NULL}

Fiir alle anderen y # X’ setzen wir 9t(x # x’) := NULL.

Sinnvolle Operationen Wir nennen einen Operationentyp w (bzw. alle Opera-
tionen dieses Typs) sinnvoll, falls Q(w) # NULL oder Q/(w) # NULL gilt. Fiir alle
Operationstypen w definieren wir die Funktion *:

O (w) = Qu(w) falls Q(w) undefiniert ist,
" | Qw)  sonst.

Mit O bezeichnen wir die (endliche!) Menge aller sinnvollen Operationen:

O = {x#x | 2(Alx), #, A(X)) # NULL}.

Diese Menge ist als Sorte in & definiert. Wir miissen daher zusétzlich fordern, dass
O zu allen Grundsorten aus S disjunkt ist.

Ein mogliches Beispiel fiir eine Verwendung von Operationen mit O als Argu-
ment sind dynamische Logiken.'* Jede Operation o 16st im Sinne einer dynamischen
Interpretation eine Aktion aus und verdndert somit die Welt; o in einer bestimmten
Struktur 2 gesetzt bewirkt anschaulich dass eine bestimmte neue Struktur 2’ resul-
tiert, bzw. eine Gruppe von Strukturen, die mit dem Auslésen der Aktion o konform
gehen — steht o fiir das Zerhacken eines Holzscheites, so resultieren solche Strukturen
in denen das Holzscheit zerhackt ist, usw. Man konnte in diesem Sinn einen Operator
dyn € O definieren, und einen passenden Operationentyp (A, dyn, Q) mit der Ziel-
menge A, bzw. auch p(A), je nach konkreter Implementierung. Aus Raumgriinden
gehen wir jedoch nicht néher auf diesen und andere einschlagige Anwendungsfélle
ein.

Wir definieren fiir jede Struktur 2l € A einen passenden Wert fiir alle Operationen
und alle Sorten aus &. Fiir jedes s € & bestimmt 2 bereits einen Wert. Gilt s ¢ &,
so definieren wir:

A(s) := s.

Aufserdem definieren wir, fiir alle Operationen y # x’ und alle Strukturen 2l einen
Wert 2A(x # X'):

M(x#x') falls A(x # x') undefiniert ist,
A(x#x') sonst.

Ax#x) = {

17Zur dynamischen Logik vgl. Goldblatt (1992), Harel et al. (2000).
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Syntax Alle Sorten aus S identifizieren wir in der iiblichen Weise als starre Kon-
stantenmengen. (Die Gesamtmenge aller Konstanten ist somit zwar unendlich, das
stellt jedoch kein Problem dar, da stets nur tiber einzelne Sorten quantifiziert wird.)
Auferdem ist NULL eine Konstante und es ist eine zusétzliche arbitrare A-Konstante
SELF definiert. Fiir jede Sorte s € G existiert weiters eine abzahlbare Menge von
Variablen xs, x,x” ... Die Menge aller Terme ist dann so definiert:

To=cla| T, T | THT| .,

wobei x Variablen sind, ¢ Konstanten und # Operatoren. ¢ steht fiir beliebige For-
meln im unten noch zu definierenden Sinn. Jeder Term 7 ist erneut in eindeutiger
Weise einer Sorte s € & zuzuordnen, was die Funktion A(7) realisiert. Fiir alle
Konstanten ¢, und alle Variablen x einer Sorte s, usw. definieren wir:

A(SELF) := A,

A(NULL) := NULL,

Alcg) == s,

A(zg) = s,

Az.g) = A(x),

A(r, ') = A1) x A(T'),

Al 47) = 0 (A(r), 4 A()).

Die Menge der atomaren Formeln ist definiert als:

pu=1=1| [ r.g|(7).

Hier sind die 7 Terme, ¢ ist eine Formel und es muss innerhalb der A-Anwendung
stets A(x) = A(7) gelten. Beliebige, durch Verschachtelung entstehende,
A1, ..., T,.¢ bezeichnen wir als A-Abstraktionen ber xi,...,x,. Mit F,, .. be-
zeichnen wir die Menge aller A-Abstraktionen iiber z1, ..., z,, in denen ¢ nur genau
die freien Variablen x4, ..., x, enthalt.

Schlieflich miissen wir noch die Menge F aller modalen Formeln der Sprache SUP
definieren:

¢ = p| Vo |Vag | ¢ | oN¢ |2zl ¢.

Hier steht p fiir atomare Formeln, x fiir Variablen und z fiir Terme mit A(z) = A.
Semantik Fiir konstantenbelegte Terme 7, # SELF, die keine definiten Deskriptio-
nen enthalten, ist analog wie in FUN ein Wert 2((7,) fiir alle Strukturen 2 definiert.

Wir miissen nur noch einen passenden Wert fiir alle definiten Deskriptionen cx.¢
und die Konstante SELF definieren:
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c falls es genau ein ¢ € A(A(z)) gibt, mit A F,, ¢[<]
NULL sonst

A(rz.g) = {

2A(SELF) := 2L

Auf dieser Grundlage definieren wir, fiir alle modalen Formeln ¢, ¢, alle konstanten-
belegten Terme 7., 7., alle »-Anwendungen [Az.¢](c) wo ¢ eine Konstante ist, sowie
fiir alle Strukturen 21 und alle konstantenbelegten A-Terme 7,:

AE,, ¢ gdw nicht A F,, ¢
AE, oAU gdw 2=F,, ¢ und AF,, ¢
AE,.=7. gdw (1) A(7e) € A(A(7.)) und A(7)) € A(A(7)))
(2) A(r) = A7),
AE, Mz.gl(c) gdw AF, ¢[<].
A E,, Vo gdw  2A(A(z)) = 0 oder
fiir alle ¢ € A(A(z)) gilt A=, ¢[<].
AE,, Vxo gdw fiir alle c € A(x) gilt A=, ¢[<].
AE, alFo gdw A(1a) Ep 0.

Die Sprache SUP ist entscheidbar hinsichtlich Erfiilltheit und Giiltigkeit, was wir
durch einen passenden Resolutionsalgorithmus, unten im Anhang A zeigen.
Ebenso sollte sich eine Variante der Sprache SUP konstruieren lassen, fiir die sich
zeigen lésst, dass sie finitistisch ist, im Sinne von Definition 1, wir verzichten hier
jedoch auf diesen Nachweis.

Pradikate und Awussagenkonstanten Eine sehr elegante Moglichkeit, Pradi-
kate in SUP darzustellen, sind A-Abstraktionen. Ein beliebiges Axq, ..., x,.¢ kann
alternativ als P(x1,...,x,) notiert werden. In solchen A-Abstraktionen kénnen ins-
besondere Identitdtsformeln im Stil von A\zq, ..., x,.c# x1,...,x, = TRUE eingebaut
werden, die anschaulich als n-stellige Pradikate ¢ interpretiert werden konnen.

Aussagenkonstanten kénnen sehr einfach als Elemente einer beliebigen Sorte A
interpretiert werden. Jedes a € A ist, als Aussage, genau dann wahr, wenn E(a) gilt,
wobei E in der iiblichen Weise als Existenzpradikat definiert ist:

E(c) gdw TJz:zx=c.

Auf diese Weise konnen die iiblichen Elemente aussagen- und pradikatenlogischer
Sprachen hier ohne Einschrankung implementiert werden.

Intentionale Erweiterungen Eine grofse Zahl von Dingen, die man intentiona-
le Zustéinde nennt, konnen bereits im Sprachkern von SUP realisiert werden, bzw.
in der modalen Erweiterung: Namen, die Gegenstinde aus Sorten bezeichnen, bzw.
Teilmengen von Sorten, sowie beliebige andere intentionale Zustédnde, die sich auf
Objekte aus Sorten beziehen. Die Grenze ist nur bei solchen intentionalen Zustinden
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erreicht, die sich auf Formeln der Grundsprache beziehen. Etwa wire dies der Fall
bei solchen Dingen, wie sie gewohnlich in epististemischen oder deontischen Logiken
beschrieben werden, also Ausdriicken der Form # ¢, fiir die die modale Struktu-
rierung von SUP nicht alle denkbaren Ausdrucksmoglichkeiten liefert, weshalb wir
diese Ausdrucksmoglichkeiten in der folgenden Spracherweiterung bereitstellen. Vgl.
dazu auch oben, Abschnitt 1.2.5.

Operationen der im Folgenden beschriebenen Art haben stets die Form y # ¢,
wobei x ein Element einer Sorte aus & ist, # ein Operator und ¢ eine SUP-Formel,
im Sinne der unten noch zu definierenden Syntax (man beachte, dass y insbesondere
ein beliebig-dimensionaler Vektor sein kann). Die Signaturfunktion €2 ist dann als
endliche partielle Funktion

0 :6x0 6

definiert. Fiir jedes Paar (s, #) fiir das Q;(s, #) # NULL gilt, fiir jedes entsprechende
X € sund jede Formel ¢ im unten zu definierenden Sinn, ist dann x # ¢ eine sinnvolle
intentionale Operation.

Wir definieren die Menge aller Formeln der Sprache SUP als Erweiterung der
Menge F aller modalen SUP-Formeln:

¢ = G| THO| 2P| dNG.

Hier steht ¢, fiir Formeln aus [F ohne freie Variablen, 7, fiir konstantenbelegte Terme
mit A(7,) € & und # fiir Operatoren aus O. Mit I bezeichnen wir die Menge aller
Formeln der Form 7. # ¢, fiir die gilt dass Q;(A(7.),#) # NULL ist. Die intentionale
Struktur J ist dann als endliche Menge

JCIx A

definiert. Dies gegeben und gegeben die oben definierte Erfiilltheitsrelation F,, fir
modale SUP-Formeln definieren wir fiir alle Formeln ¢,, ¢ und 1, alle konstanten-
belegten Terme 7, mit A(7.) € &, alle Operatoren # und alle Strukturen 2 € A:

AF o, gdw A F,, ¢,
AET.#¢ gdw (1.#o,A) €T
AE ¢ gdw nicht A F ¢
AEPANY gdw AE o und AF .

Es ist klar, dass auch die so erweiterte Sprache SUP entscheidbar ist und finitistisch
im Sinne von Definition 1.
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Kapitel 3

Ontologische Praliminarien

In diesem Kapitel sind zwei Untersuchungen zu ontologischen Schliisselthemen zu-
sammengefasst. Erstens eine Betrachtung zur Zeitlogik, vor dem Hintergrund finitis-
tischer Sprachen. Zweitens eine Untersuchung zur ,Begriffslogik” auf verbandstheo-
retischer Basis. Durchgdngige Grundlage ist dabei die oben beschriebene Sprache

SUP.

3.1 Zeit

Eine zeitliche Struktur® (3, <) sei definiert, als eine Menge 3 C A von Strukturen
— auch: die zeitliche Zustinde eines Universums —, plus einer dariiber definierten
Relation <. Mit z, 2/,... quantifizieren wir iiber 3. Als , Universum® bezeichnen wir
die Gesamtheit dessen, was die zeitliche Struktur beschreibt; dabei kann es sich um
das Universum im astronomischen Sinn handeln, aber auch um wesentlich , kleinere
Einheiten, wie die Vorgénge in einem Computer u. dgl.

Ein z charakterisiert den Zustand eines Universums, und zwar genau so lange,
so lange alle in z erfassten Merkmale konstant bleiben. Erst sobald eine Verdnde-
rung stattfindet, wird z durch ein 2z’ abgelost. Der hier zugrundegelegte Zeitbegriff
ist also diskret. — In gewisser Hinsicht kann eine finitistische Sprache nur einen dis-
kreten Zeitbegriff implementieren (eine ,digitale Zeit, anstelle einer ,analogen‘),
eben weil es nur einen diskreten endlichen Vorrat A an moglichen Zusténden gibt.
Dieser Zeitbegriff ist, wenn man so will, rein ontologisch. Ein Zeitpunkt z ist hier
keine numerische Grofe, sondern die Phase, wo das betrachtete Universum durch die
Struktur z korrekt beschrieben wird. Dennoch kann man, wie wir unten, S. 61ff. er-
lautern werden, einen solchen ontologischen Zeitbegriff, sehr leicht zusdtzlich durch
numerische Grofen interpretieren.

Klassische Zeitlogik In der klassischen Zeitlogik wird, gegeben eine zeitliche
Struktur (3,<) die Relation < als lineare Ordnung interpretiert?, im Sinne von

1Zur Zeitlogik vgl. Burgess (2002), Finger et al. (2002), van Benthem (1991, 1995).
27u den ordnungstheoretischen Grundkonzepten siehe unten, Anhang B.
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Jrither oder gleichzeitig®. Wir definieren die folgenden Standardoperatoren (ohne
Anspruch auf Vollsténdigkeit):

Fo wird irgendwann einmal wahr sein:
Jz :SELF < z Az IF ¢

Go wird in aller Zukunft wahr sein:
- F=¢

P¢ ist irgendwann einmal wahr gewesen:
Jz:2 <SELF Az IF ¢

Ho war immer wahr:
P

Oo ist im néchsten Zustand wahr

(12.SELF < 2) I ¢
U(p,v) bis ¢ gilt ¢ (Until-Operator):
d2:SELF < 2 A zIFpAVZ :SELF < 2/ <z — 2/ IF 9
S(¢p,1)  seit ¢ gilt ¥ (Since-Operator):
J2: 2 <SELFAzIFpAVZ :z2< 2 <SELF — 2/ IF 4

! 20) irgendwann wahr:
FoV Po

o) immer wahr:
40

Man beachte, dass die z, 2" stets nur iiber die Teilmenge 3 von A quantifizieren.
Wie stets in dieser Arbeit wird < als reflexiv aufgefasst, steht also fiir ,frither oder
gleichzeitig®.

Der Vorteil linearer Zeitstrukturen liegt in ihrer Einfachheit. Ihr Nachteil ist, dass
Linearitéit gleichbedeutend ist, mit einem deterministischen Universum, in dem es
nur einen moglichen (und somit notwendigen) Weltverlauf gibt. Verwirft man das de-
terministische Konzept, dann werden auch im zeitlogischen Umfeld erweiterte modale
Uberlegungen virulent. Solche Kombinationen von zeitlichen
und modalen Uberlegungen, vor einem nicht-deterministischen Hintergrund,
wollen wir im Folgenden diskutieren.?

Nichtlineare zeitliche Ordnungen Im Sinne einer Minimalanforderung sollte
eine zeitliche Ordnungsrelation zumindest reflexiv und transitiv sein, da nur eine
diese Kriterien erfiillende Relation im Sinne von ,frither oder gleichzeitig® inter-
pretiert werden kann (eine zeitliche Logik sollte also ,mindestens” S4 sein). Eine
solche Relation nennt man Quasiordnung. Im Unterschied zu partiellen Ordnungen
miissen Quasiordnungen nicht zwingend antisymmetrisch sein. Die Eigenschaft der
Antisymmetrie kann hier deshalb nicht allgemein gefordert werden, weil in einem

3Vgl. auch Thomason (2002).

2. November 2006, 15h 40min



KAPITEL 3. ONTOLOGISCHE PRALIMINARIEN o8

zeitlichen Ablauf ein und derselbe Zustand z mehrmals auftreten konnte (Zirkula-
ritdten, Kreislaufe, die ewige Wiederkehr der Gleichen®). Genau das wére durch
die Antisymmetrie jedoch ausgeschlossen. Die folgende zeitliche Struktur ist nicht
antisymmetrisch:

Hier liegen in 23 die beiden ,kontrafaktischen Varianten“ vor, einer Riickkehr zum
Zustand z;, sowie eines Uberganges zu 2.

Dennoch wird es in vielen Féllen sinnvoll sein, auch Antisymmetrie einzufordern.
Denken wir uns eine zeitliche Struktur als komplette Beschreibung des Universums
(im astronomisch-physikalischen Sinn), dann wire die Komplexitét dieses Modells
so enorm, dass es kaum eine Beschrankung darstellen kann, wenn man einfach per
Konvention annimmt, dass es keine Wiederholungen in dem Universum gibt. Der
pragmatische Grund der fiir Antisymmetrie spricht ist der, dass partielle Ordnungen
wesentlich angenehmere formale Eigenschaften haben, wie blofse Quasiordnungen.
Folgende drei Varianten wollen wir als nicht-lineare Grundtypen zeitlicher Ordnung
betrachten:

(1) Quasiordnungen (reflexiv und transitiv)
(2) Partielle Ordnungen (zusétzlich antisymmetrisch)
(3) Verbandsstrukturen (zusétzlich beschrénkt)

Beschranktheit bedeutet, dass fiir je zwei z, 2’ eine untere Schranke u mit u < z
und u < 2z’ existiert und eine obere Schranke o mit z < o und 2z’ < 0. Wegen der
Endlichkeit von 3 existieren dann stets auch Supremum und Infimum:

Beschranktheit bedeutet bei einer partiellen Ordnung iiber einer endlichen Menge
also nichts anderes, als dass es keine nicht-vergleichbaren Welten gibt. Dies ist eine
unverdachtige Annahme, da man nicht-vergleichbare Welten in mehrere Zeitstruk-
turen zerlegen konnte und somit jederzeit ,lokale Beschrianktheit” garantiert hatte:
man kann jede partielle Ordnung iiber einer endlichen Menge so organisieren (indem
man sie in Teilordnungen aufsplittet), dass sie beschrankt ist und also einen Ver-
band bildet. In solchen zeitlichen Strukturen, die Verbandsstrukturen bilden, sind
insbesondere das Nullelement N5 und das Einselement E3 relevant, als Veranschau-
lichungen der Vorstellung eines absoluten Anfangs und eines absoluten Endes.

Bei den folgenden Uberlegungen beschréinken wir uns, im Sinne einer
Schwerpunktsetzung, auf den Spezialfall von zeitlichen Strukturen, die Verbénde
bilden (kurz: Zeitverbinde). Wir greifen dabei auf das oben, S.48 présentierte me-
reologische Vokabular fiir Verbandsstrukturen zuriick.
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Mogliche Welten und Parallelwelten Mogliche Welten in einer nicht-linearen
Zeitstruktur konnen anschaulich als lineare Ausschnitte dieser Struktur aufgefasst
werden. Gegeben einen Zeitverband (3,<) definieren wir dessen Graphen®
G(3,<) als den gerichteten Graphen iiber der Knotenmenge 3, wo (z,2’) genau
dann eine Kante ist, wenn z < 2’ gilt. Als nichtgerichteten Graphen des Zeitverban-
des sei der nichtgerichtete Graph iiber 3 definiert, der eine Kante {z, 2’} enthilt,
gdw im gerichteten Graphen die Kante (z, 2’) oder (Z/, z) existiert.

Die Menge W aller mdglichen Welten in einem Zeitverband ist dann definiert als
die Menge aller Teilmengen w C 3, iiber denen ein Weg in dem gerichteten Graphen
von (3, <) existiert. Es ist klar, dass jede solche Menge aus W linear geordnet ist,
mit der Relation <.

Mit Z bezeichnen wir die Menge aller Teilmengen Z von 3, fiir die der durch
Z definierte Teilgraph des nichtgerichteten Graphen von (3, <) zusammenhéngend
ist. Elemente von Z konnen somit, im Unterschied zu Elementen von W beliebig
,verzweigt” sein.

Fiir irgendeinen bestimmten Zustand z werden dann diejenigen moglichen Welten
interessant sein, die bei z beginnen oder enden, oder in denen z zumindest enthalten
ist. Wir definieren:

zp ={w e W |z=AwAE3;=\w}
zoi={weW|z=VwAN;3;=Aw}
zp  ={w e W |zewANE3=\/wAN3=Aw}.

Diese Mengen enthalten also alle ,moglichen Zukiinfte“ bzw. alle ,moglichen Ver-
gangenheiten” eines Zustandes z, wobei nur diejenigen w herausgepickt werden, die
bis zum Null- bzw. Einselement des Zeitverbandes reichen.

Zu beachten ist, dass durch zi nicht zwingend alle Zustédnde aus 3 abgedeckt
sind. Es gilt also im Allgemeinen nicht z,. = 3, sondern es existieren Parallelwelten,
zeitliche Zustédnde, die weder in einer mdoglichen Zukunft noch in einer moglichen
Vergangenheit von z liegen:

Parallel-
mogliche mogliche
Vergangen- Zukiinfte
heiten z
welten

Die Menge dieser Parallelwelten ist so definiert:

z =12z ¢ 2s}.

4Graphentheoretischen Grundbegriffe sind im Anhang B zusammengestellt.
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Parallelwelten sind, so kann man sagen, der Punkt, in dem sich rein zeitliche Logi-
ken von zeitlich-modalen Logiken unterscheiden, da erst durch Parallelwelten echte
kontrafaktische Elemente in eine zeitliche Struktur integriert werden.

Die aktuale Welt Fiir einige Uberlegungen wird es nétig sein, eine Konstante
anzusetzen, die die ,aktuale Welt” festlegt. So muss in einem Computersystem in
irgendeiner Form der gerade aktive Zustand (des Systems wie auch der Aufenwelt)
benannt werden. Wir verwenden dafiir die Konstante actual. Diese Konstante sollte
zweierlei Informationen liefern. Zunéchst sollte actual € 3 den jeweiligen Zustand
des Universums angeben, dann sollte aber zuséatzlich durch actual € actual  eine
mogliche Vergangenheit von actual als die Vergangenheit fixiert sein:

act ual

actual

Wiéhrend die Zukunft einer aktualen Welt also, in einem nicht-deterministischen
System, prinzipiell offen ist, muss die Vergangenheit in irgendeiner Form ,festgelegt
sein.

Standardoperatoren in Zeitverbanden Zeitverbande sind anschaulich nicht
als zeitliche , Linien“, sondern als verzweigte Strukturen organisiert:

Z;

cee W
Z,

Zy

w

"

w

Hier stehen w,w’,w” fiir einige mogliche Zukiinfte aus der Menge z,, die
21, ..., 2; hingegen bezeichnen Zusténde innerhalb eines dieser Zukunftsverlaufe w.
(Genau genommen konnen diese Zukunftsverldufe auch untereinander verzweigt sein,
dies ist jedoch hier zunéchst von untergeordneter Bedeutung,.)

F¢ wiirde, in einer iiblichen linearen Zeitstruktur, bedeuten, dass ¢ in irgendei-
nem zukiinftigen Zustand von SELF erfiillt ist. In einem Zeitverband kénnen wir das
Aquivalent dazu folgendermafen definieren:

F¢ gdw Vw € SELF, : 3z cw: zIF ¢.

Also: ,,¢ wird irgendwann der Fall sein“. Vergleiche jedoch:

F¢ gdw dz:SELF <z Azl ¢,
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das hier so viel bedeutet wie: ,,¢ wird maoglicher Weise irgendwann der Fall sein.”
— In linearen Zeitlogiken hat dieser Operator (mit der identischen Definition) eine
vollig andere Bedeutung!

Komplementir zu F' und F kénnen wir die Generalisierungen G und G definieren,
als -F— und —F-. Auch die entsprechenden Varianten P, P, H, H fiir mogliche
Vergangenheiten konnen dann sofort definiert werden.

Der Operator ()¢ kann nicht im obigen Sinn definiert werden, da es im Allge-
meinen mehrere ,nichste” Zusténde z mit SELF < z geben wird. Man konnte jedoch
analog zu F und F entsprechende Varianten () und () definieren (,es gibt einen
Folgezustand, sodass ¢, bzw. ,in jedem Folgezustand gilt ¢*).

Eins zu eins iibernehmen kénnen wir die obige, fiir den linearen Fall eingefiihrte,
Definition von ¢ als:

¢ gdw FoV Po

und erhalten so eine sinnvolle Ausdrucksmoglichkeit fiir ,yielleicht irgendwann wahr®.
Eine stirkere Alternative wire F'¢V P¢ fiir ,sicher irgendwann wahr“. In jedem Fall
unterscheiden sich solche Operatoren l und 4 von den S5-Operatoren [, ¢, die auch
Parallelwelten mit einbeziehen, indem sie iiber die ganze Menge 3 quantifizieren:

O¢ gdw SELF € 3AVze 3:zI- o,
O0¢ gdw SELF € 3 A -0-¢.

Analog zu F und P kénnte man auch fiir U und S hier je zwei Varianten U, U, S, S
definieren, im Stil von:

U(p,v) gdw FJw: (SELF = Aw) A (VwlF o)A (Vz e w: z IF ),
U(p,v) gdw Vw: (SELF = Aw) A (VwlF¢) — (V2 €w: zIF ),

etc.

Parallelwelten und vergleichbare Zeiten Diskrete Zeitstrukturen der hier dis-
kutierten Art haben von Vornherein den Nachteil dass dort keine konsistente For-
mulierung fiir Gleichzeitigkeit vorliegt. In einem klassischen ,baumartigen Modell*®
iiber einer Menge W von Welten und einer Menge Z von Zeiten, sind zwei Zustande
(w, z) und (w’', 2") genau dann gleichzeitig, wenn z = 2’ gilt. In unserer Konstruktion
bedeutet fiir beliebige z, 2" € 3 die Identitat z = 2’ etwas vollig anderes (ndmlich
dass die beiden Zustinde z, 2’ hinsichtlich der Wahrheitswerte aller Formeln der
Grundsprache identisch sind).

Anschaulich ist vor allem im Umgang mit ,Parallelwelten* (vgl. die Abbildung
auf S.59) ein Konzept von Gleichzeitigkeit erforderlich. Solche Parallelwelten sind
kontrafaktische Alternativen zu dem Weltverlauf in der aktualen Welt. Frage: Gibt
es eine mogliche Welt, in der zum selben Zeitpunkt, den z in der aktualen Welt
repréasentiert, das und das anders ist? Eine mogliche Welt, in der der Grofsglockner

®Vgl. Thomason (2002).
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(heute) um 20 Meter niedriger ist, in der es heute in Wien regnet, schneit, minus
achtzehn oder plus zweiundvierzig Grad Celsius hat? — Wie ldsst sich der fiir der-
artige Anwendungen grundlegende Begrift der Gleichzeitigkeit in einem diskreten
Umfeld definieren?

In irgendeiner Form miissen zur Bestimmung von Gleichzeitigkeit die Zusténde
aus einer Zeitstruktur ,zeitlich normiert werden. — Die einfachste Option wére es,
benachbarte Zustande abzuzahlen und zu sagen: z ist der soundsovielte Zustand nach
dem Anfang der Zeitstruktur N3 und alle n-ten Zustande sind gleichzeitig in diesem
Sinn. Eine solche diskrete Normierung wére jedoch mit dem Problem konfrontiert,
dass, wie eingangs angedeutet, die zeitliche Distanz benachbarter Zustdnde sehr
unterschiedlich sein kénnte. — Weil der ndchste Zustand genau dann eintritt, wenn
sich etwas dndert in der Welt, ist die diskrete Zustandszahl folgerichtiger Weise kein
geeignetes Maf fiir die Bestimmung von Gleichzeitigkeit zwischen parallelen Welten.
Im Regelfall wird man daher eine externe Normierung der Zeit-Werte vornehmen
miissen.

Sei K irgendeine linear geordnete Menge, beispielsweise die Menge der ganzen
oder reellen Zahlen oder ein endlicher Auszug einer solchen Menge. Dann ist eine
zeitliche Normierung eines Zeitverbandes (3, <) als Funktion t : 3 — K definiert,
die folgendem Axiom gentigt:

2k 2 = t(z) < ()

(Man beachte, dass es sich bei < auf der linken und < auf der rechten Seite um
unterschiedliche Relationen handelt.) Daraus folgt dann insbesondere, da 3 endlich
ist, dass es zwei Zeitwerte b und e geben muss, die das Infimum und das Supremum
aller Zeiten bilden, sodass b der Zeitpunkt des Nullelementes ist (absoluter Anfang),
und e der Zeitpunkt des Einselementes (absolutes Ende) von 3.

Wie konnen wir auf dieser Basis Gleichzeitigkeit definieren? — Das Problem ist,
dass fiir den Zeitpunkt t(z) eines Zustandes moglicherweise kein zweiter Zustand
2/ # z mit t(z) = t(2’) existiert, obwohl es parallele Welten gibt, deren Zusténde
zeitlich um z herum angesiedelt sind:

Wir definieren die Funktion 0, die jedem z ein Intervall zuordnet:

t(2) falls z = E3
0(2) == < [t(2),t(2')] mit z < 2’ und
t(z) — t(2") kleinstmoglich, sonst.

Auf dieser Grundlage definieren wir die Relation = {iber 3:
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za 2 gdw 0(z)No(2) #0.

In obiger Abbildung beispielsweise gilt z &~ 2/, weil dies vor dem z nédchstgelegenen
Zustand c liegt. = ist eine Aquivalenzrelation. Wir definieren die entsprechenden
S5-Operatoren

Ap gdw dz:2z =~ SELF A zIF ¢,
AP gdw —A—P.

Anschaulich funktionieren A und A genau orthogonal zu den oben definierten Ope-
ratoren ¢, I, P, etc. (Vgl. die obigen Beispiele: eine mogliche Welt, in der der Grok-
glockner heute um 20 m niedriger ist, etc.)

3.2 Begriffe

Die folgenden Uberlegungen basieren auf verbandstheoretischen Konzepten der , for-
malen Begriffsanalyse* wie sie in Ganter & Wille (1996) dargestellt sind. Es wird
versucht, diese Theorie (unter Zuhilfenahme modallogischer Konzepte) in die Spra-
che SUP zu integrieren, im Sinne einer Begriffslogik, also eine Logik, die Merkmale (-
Abstraktionen, Pradikate) und Gegenstande einer pradikativen
Sprache in bestimmter Weise verkniipft. Dieser Ansatz ist nicht zu verwechseln
mit einschligigen begriffslogischen Uberlegungen aus dem Umfeld der description
logics.©

Begriffe iiber Kontexten Sei s € G irgendeine SUP-Sorte (vgl. oben, S.49).
Dann nennen wir ein G C s eine Gegenstandsmenge tiber s. Ist x4, ..., x, eine Folge
von Variablen, mit A(zy,...,z,) = s, dann ist jedes M C F,, . (vgl. oben, S.52)
eine mit G korrespondierende Merkmalsmenge. Jedes so geartete Paar k = (G, M)
nennen wir eine Klassifikation iiber s. Gilt G = s, so nennen wir die Klassifikation
total.

Fiir beliebige Merkmale m = Azq,...,x,.¢ und beliebige Gegenstande
g =c1,...,C, in einer Klassifikation schreiben wir durchwegs einfach m(g) anstelle
von [Axq,...,zn.0|(c1, ..., ¢,). Man beachte, dass diese m(g) atomare Formeln ohne

freie Variablen in SUP sind. Fiir jede Struktur 2 ist somit die Formel 2 |- m(g) mit
einem eindeutigen Wahrheitswert belegt.

Fiir jede Klassifikation x = (G, M) und jede Struktur 2 € A ist die Relation
K C G x M definiert als:

(g,m) e K gdw AIFm(g)

Wir nennen dieses K(x,2() den formalen Kontext von k in . Formale Kontexte
kénnen in Kreuztabellen dargestellt werden. Ein Beispiel:

6Vgl. Baader et al. (2003).
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Julius César (C) X | X | X
Gaius Maier (G)
César das Hiindchen (H) || x

n: heift César, r: hat den Rubikon iiberschritten, c: césart

Eine naheliegende Auffassung ist die, einen Begriff als ein Paar (E,I) aus einer
Menge von Gegenstinden E C G und Merkmalen I C M zu interpretieren. Das
formale Kriterium, das solche Paare erfiillen sollten, ist die Ubereinstimmung von
Extension und Intension: Alle Gegenstéinde aus E weisen genau die Merkmale 1 auf
und alle Merkmale aus I sind die Merkmale von genau allen Gegenstinden aus E.
Wir definieren, fiir beliebige E, I:

E:={meM|VgeE:(¢9,m) € K}
I''={geG|Ymel:(g9,m) € K}
Ein Begriff b ist dann jedes Paar (E,I) fir das E' = I und I’ = E gilt. In einer

Kreuztabelle lésst sich ein so definierter Begriff veranschaulichen als grofitmogliches
Rechteck aus Spalten und Zeilen, in dem alle Felder angekreuzt sind”:

I

XXXXX
XXXXX

XXXXX

Im obigen Beispiel wiirden etwa Julius César und César das Hiindchen einen Begriff
(CH,n) bilden, weil sie das gemeinsame Merkmal haben, César zu heifen. Gaius
Maier und César das Hiindchen bilden keinen Begriff, weil sie kein gemeinsames
Merkmal haben. Julius César alleine wiirde im Sinne dieser Vorstellung einen Begriff
(C,nrc) bilden, mit den drei Merkmalen nre, usw.

Wir nennen E die Extension und I die Intension des Begriffs. Mit B(K) be-
zeichnen wir die Menge aller so definierten Begriffe eines formalen Kontextes. Sind
b, = (E;, 1)) und by = (E,, I,) Begriffe, so heiftt by ein Unterbegriff von by, falls
E; C E, gilt (was gleichbedeutend ist mit Iy C I;). by ist dann ein Oberbegriff von
b; und man schreibt b; < by. Die mit < geordnete Menge %B(K) bildet dann, wie
in Ganter & Wille (1996, S.20ff.) gezeigt, einen wollstindigen Verband, wobei das
Infimum A und das Supremum \/ fiir jede Menge B C B(K) so definiert sind:

"

AN ED=( () E| I

(E;1)eB (E,I)eB (E;)eB

"Vgl. Ganter & Wille (1996, S. 18).
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"

\V (EI):= UE]. NI

(E;I)eB (EI)eB (E,;I)eB

Begriffe dieser Art haben gewissermafken eine Doppelfunktion als Merkmale
(bzw. Merkmalsmengen) und als Gegenstédnde (bzw. Gegenstandsmengen). Irgend-
ein Begriff b kénnte somit in einem geeigneten Kalkiil sowohl als Term als auch als
Pridikat eingesetzt werden. Sei beispielsweise w ein Begriff fiir Wasser. Dann sind
folgende Konstruktionen denkbar:

w(c) ¢ ist Wasser®,
P(w) ,Wasser hat das Merkmal P,
Yw : ¢ Fir alle Gegenstande, die Wasser sind, gilt ¢".

Modale Gesichtspunkte FEiner logischen Nutzung der eben definierten Konzep-
te steht vor allem eines im Weg: Klassifikationen fiihren, sobald sie ,kontingente
Merkmale enthalten, in unterschiedlichen Strukturen zu sehr unterschiedlichen for-
malen Kontexten. Ein in einer Struktur 2 konstruierter Begriff b miisste dann in
beliebigen anderen Strukturen keineswegs immer als Begriff existieren. Fiir eine sinn-
volle Nutzung von Klassifikationen im Sinne einer Begriffslogik miisste man dem-
nach sicherstellen, dass Kontexte von Klassifikationen in allen (fiir eine bestimmte
Untersuchung relevanten) Strukturen identisch existieren und somit zu den selben
Begriffsverbénden fiihren.

Gegebene sei ein Paar von S5-Operatoren [, , die iiber einer Menge W C A
von Strukturen quantifizieren, im Stil von:

Lo gdw VA e W Al o.

(Die Standardanwendung, die wir im folgenden Kapitel diskutieren werden,
wird der Fall sein, dass W mit der Grundmenge 3 einer zeitlichen Struktur identifi-
ziert wird.) Bei den folgenden Uberlegungen gehen wir immer von einer gegebenen
Klassifikation k£ = (G, M) aus und quantifizieren mit den Variablen g, ¢/, ... iber G
und mit m,m’, ... iber M. (Dabei konnen Quantoren stets unverfanglich als end-
liche Konjunktionen definiert werden, weshalb wir problemlos auch {iber Merkmale
quantifizieren konnen, obwohl dafiir kein elementarer Quantifikationsmechanismus
in SUP existiert; diese Technik wurde bereits oben, S. 29 erldutert und angewendet.)
Alle Formeln werden in einer arbitrdaren Struktur 2@ € W ausgewertet.

Die Aufgabe lautet nun zunéchst, eine Klassifikation zu finden, deren Kontexte
in allen Strukturen aus W identisch sind. Eine einfache Losung wére die, einfach
nur solche Klassifikationen zuzulassen, fiir die gilt:

Vg V*m : Om(g) vV O-m(g).

Jeder Gegenstand hat ein Merkmal entweder immer oder nie. ¢ ist entweder immer
Wasser oder nie Wasser. — Dabei ist jedoch zu beriicksichtigen, dass die Sprache
SUP als free logic konzipiert wurde, es konnte also sein dass irgendein ¢ das Wasser
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ist, in einigen Strukturen nicht existiert. Es wére keine addquate Losung, dieses ¢
aus diesem Grund aus der Klassifikation auszuschliefsen.

Eine modifizierte Variante, die Existenz von Gegenstianden berticksichtigt,
konnte zunéchst so aussehen:

(M1) v*gv'm:O[E(g) — m(g)] VO[E(g) — —m(g)]

Also: wenn der Gegenstand g existiert, dann hat er immer das Merkmal m oder
er hat es nie. Diese Option erzwingt aber geradezu die Annahme eines weiteren
(komplementéren) Axioms:

(M2) V*gV*m :O[-E(g) — —~m(g)]

Das heifit: wenn ein Gegenstand existiert, dann hat er nach (M1) entweder immer
oder nie ein Merkmal m, wenn er nicht existiert, dann hat er nach (M2) in keinem
Fall das Merkmal m (egal ob er es im Existenzfall hitte oder nicht). Axiom (M2)
vermeidet Absurditdten wie die, dass ein Gegenstand g nur dann das Merkmal m
hat, wenn er nicht existiert. (Dieses Merkmal m kénnte beispielsweise als —E(g)
definiert sein.) — Klassifikationen, die die Axiome (M1) und (M2) erfiillen, nennen
wir normal in U.

Wir definieren, fiir jede in O normale Klassifikation x = (G, M) den Kontext
K als:

(g.m) e Ko gdw Om(g)

Dann ergibt sich sofort der Begriffsverband 8 (Kg). Sei b = (E,I) irgendein Begriff
aus B (Kp) und m das durch Konjunktion aus I gebildete Merkmal (im Fall von I = ()
definieren wir m anhand einer beliebigen Tautologie ¢). Sei weiters = eine G-Variable
(bzw., im Fall eines mehrdimensionalen G ein passender Vektor z = xq,...,z,,
wobei Vz als Vz; ...V, gelesen werden muss). Dann gilt:

OVz : 2 € E < m(x)].

Beweis: durch das doméanenrelative Quantifizieren erreicht x nur genau alle ¢ fiir die
E(c) gilt (also alle existierenden Entitédten). Die Aussage folgt dann unmittelbar. [J

Ein ,Begriffskalkiil“ Sei ‘B die Begriffsmenge des Kontextes K5 einer normalen
Klassifikation. Dann definieren wir dafiir eine Menge B, B’, B”,... von Variablen,
sowie, fiir jedes einzelne Element von B, eine Menge von Konstanten b, 0, 0", ... Sei
by, ...,b, eine Folge, die genau eine Konstante fiir jeden Begriff aus 8 enthilt. Dann
definieren wir:

VB¢ :=¢[%] A Ap[%].

Konstanten haben dann die oben bereits angedeutete begriffliche ,,Doppelfunktion®,
als Merkmale und Gegenstandsmengen. Sei b eine Konstante eines Begriffs b € B
mit b = (E,I) und I = {my,...,my}. Sei aukerdem x eine Variable respektive ein

2. November 2006, 15h 40min



KAPITEL 3. ONTOLOGISCHE PRALIMINARIEN 67

passender Variablenvektor fiir die 28 zugrundeliegende Gegenstandsmenge. Dann
definieren wir:

Vb =Vr:xeE — ¢
b:=1gVr:x€g—zeckE
b(z) :==my(x) A... Amg(x)

Von dieser Technik eines ,Quantifizierens iiber Begriffe werden wir unten, im Ab-
schnitt 4.2 Gebrauch machen.®

8Man beachte, dass dieser ,Begriffskalkiil* ausschlieflich aus Definitionen besteht, die Problem-
los in der Sprache SUP realisiert werden kénnen, es handelt sich also um keine substanzielle Fr-
weiterung der Sprache SUP.
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Kapitel 4

Bausteine einer diskreten
Raum-Zeit-Theorie

4.1 Konkrete Geometrie

In dem gesamten (und relativ neu etablierten) Untersuchungsfeld der Raumlogik!
existiert eine Gruppe von diskreten Ansétzen — Stichwort: digitale Geometrie und
digitale Topologie. Diese im Bereich Computergrafik (Computer Aided Design, di-
gitale Fotografie) entstandenen Ansétze basieren jedoch weitgehend auf dem Kon-
zept einer regelmafbigen Einteilung kontinuierlicher Rdume in ,digitale Portionen®,
also gewissermaken auf Rasterungen kontinuierlicher Hintergrundriume.? Es sind
dies Varianten diskreter Geometrien, die klar zu unterscheiden sind, von dem hier
prisentierten Ansatz einer konkreten Geometrie, die von Vornherein ohne konti-
nuierlichen Hintergrundraum konzipiert ist. Die Punkte einer konkreten Geometrie
sind konkrete raumzeitliche Objekte: Elementarteilchen, Atome, Molekiile und an-
dere Massekorper. Hervorstechende formale Eigenschaft einer solchen Geometrie ist,
dass sie keine elementare topologische Interpretation besitzt. Topologie kann nur
sokal“, anhand von speziellen Gegenstandstypen etabliert werden (vgl. das Beispiel
unten, S.77).

Ein konkreter Raum sei definiert als eine Menge R, die, gegeben eine fundamen-
tale endliche Menge M von Monaden, deren Potenzmenge R := p(M) darstellt.
Monaden sind die kleinsten Einheiten, von denen in dem konkreten Raum die Re-
de sein soll. Dies konnen, je nach intendierter Anwendung, Quarks sein, Molekiile,
Tennisbélle oder Galaxienhaufen.

R ist in dem selben Sinn eine Abstraktion wie der R?® eine Abstraktion ist.
Wihrend der R? auf der Vorstellung eines Raumes aus ausdehnungslosen Punkten
beruht, basiert SR auf der Vorstellung eines Raumes aus endlich vielen und ausge-
dehnten kleinsten Massekorpern.

Der generelle Unterschied zu iiblichen digitalen Geometrien besteht darin, dass

1Vgl. van Benthem et al. (200xa).
2Vgl. etwa Herman (1998).
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durch den Ansatz einer Menge von primitiven Entitédten als raumzeitliche Massekor-
per, keine Festlegungen iiber Aneinandergrenzen (Adjazenz) von Entitdten moglich
sind: dieses Buch kann einmal adjazent sein mit einem Tisch auf dem es liegt, ein
andermal kann sich das Buch Kilometer von dem Tisch entfernt befinden. — Ub-
liche digitale Geometrien werden als Graphen definiert, deren Knoten rdumliche
Entitéten sind, deren Kanten Adjazenz — also Aneinandergrenzen — von raumlichen
Entititen bestimmen.? — In unserem Fall existieren anstelle der Festlegungen iiber
Adjazenz fundamentale Festlegungen iiber mereologische Beziehungen, die sich aus
dem atomistischen Aufbau von R ergeben.

Eine mogliche Welt (ein Zustand, eine Struktur) soll in einer konkreten Geo-
metrie, im Sinne des Konzepts einer free logic, durch eine Teilmenge M5 von M
charakterisiert sein, und den entsprechenden Teilraum PR35 von R der sich als Po-
tenzmenge ©(M3) errechnet (vgl. oben, Abschnitt 2.1.4). Fiir die so definierte me-
reologische Ordnung iiber R verwenden wir das Symbol , um Verwechslungen mit
der zeitlichen Ordnung < zu vermeiden.

Fiir die skizzierte Vorstellung ist die Annahme grundlegend, dass Monaden aus
der Grundmenge M bestimmte ,substanzielle* Merkmale besitzen. Beispielsweise
kénnte M aus Molekiilen bestehen. Die Konsequenz wére, dass jede chemische Ver-
anderung in einem Korper b dazu fiihren miisste, dass dieser Kérper in den folgenden
Zustanden durch einen anderen Korper b ersetzt wird. Beispielsweise konnte b die
Seite eines Buches sein, die durch Verbrennung ihre chemische Struktur verandert. In
den Folgezustéanden wiirde dieses b durch ein entsprechendes b’ ersetzt (Asche statt
Papier), aber auch jeder Teil & C b von b und jedes b"” von dem b ein Teil b C b"”
ist wiirden in den Folgezustdnden durch andere Entitaten ersetzt. Grob gesprochen:
das Universum, in dem die Buchseite verbrannt ist, ist ein anderes als das wo sie
noch aus Papier besteht. Um einen konkreten Raum mit einer zeitlichen Struktur zu
verkniipfen muss also eine entsprechende Zuordnungsfunktion p definiert werden, die
bei benachbarten Strukturen z < 2’ die Entitdten aus z(9R) und 2/(R) aufeinander
abbildet. Die Idee einer solchen Zuordnung von ,Gegenstiicken* geht zuriick auf die
David Lewissche counterpart theory.*

Gegeben diese Uberlegungen formulieren wir die Rahmenbedingungen einer kon-
kreten Geometrie, anhand folgender Definitionen:

3Vgl. Herman (1998, S.571f.)
4Vgl. Lewis (1983a).
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Definition 4 (Diskrete Raum-Zeit-Struktur) R, = (3, <, M, p) heifit diskrete
Raum-Zeit-Struktur, wenn folgendes gilt: (3, <) ist eine zeitliche Struktur in SUP
(vgl. Kapitel 3.1), M ist eine als SUP-Sorte definierte Menge von Monaden, mit dem
dariiber definierten konkreten Raum (R, ) und seinen fiir alle z € 3 definierten
Unterraumen z(R) = p(z(M)). (Fir alle 2 ¢ 3 gelte A(M) = (.) Fiir je zwei
2,2 € 3 mit z < 2/ oder 2/ < z definiert p eine bijektive Abbildung zwischen
z(M) und 2’'(R), genannt die Finbettung der diskreten Raum-Zeit-Struktur. Fiir das
derart jedem b € z(R) in 2/(R) zugeordnete Element schreiben wir p(b, z, 2'), bzw.

p(b, 2 z).

Definition 5 (Diskrete Weltlinien) Gegeben den Graphen G mit der Knoten-
menge V =R x 3, der fir je zwei z, 2’ mit z < 2’ und fiir jedes b € z(R) und das
entsprechende b’ := p(b, 2, 2) die Kante {(b, 2), (0, 2’)} enthélt, definieren wir £(R;)
als die Menge aller groftmoglichen zusammenhéngenden Teilgraphen in G. Jedes
derartige £ € £ nennen wir eine diskrete Weltlinie in R;.

In jedem z ist somit eindeutig ein b € R als Reprasentation der diskreten Weltlinie
¢ definiert, was in natiirlicher Weise eine Interpretation von diskreten Weltlinien als
R-Terme ermoglicht:

2A(¢) := das definite b, das ¢ in 2 reprisentiert.

Definition 6 Eine diskrete Raum-Zeit-Struktur B, = (3,<,M,p) ist reguldr,
wenn folgendes gilt:

(i) Eindeutigkeit: Jedes b € R ist in genau einem ¢ € £ in irgendei-
nem Knoten enthalten.

(i)  Ordnungserhaltung: Fiir alle 2,2’ € 3 mit z < 2/ oder 2’ < z und
alle b, 0’ € z gilt:

bV — p(b,z,2')C pb, 2, 2").

(i) Partialitdt: Es existiert ein moglicher Weise leerer Unterverband
NULL von R, sodass folgendes gilt:

(a) Fiir alle 2, alle ¢ und alle b € NULL gilt:
Ak ¢ o Al G[ L],

(b) Fiir alle b € NULL existieren z, 2’ mit b € z(R) oder b € 2/(R)
und p(b, z, 2') ¢ NULL. Das heift: es gibt keine diskrete Weltli-
nie, die nur aus Nullelementen besteht.

(¢) In jedem ¢ € £ kommt hdchstens ein Element b € NULL vor.

Partialitat ist ein Werkzeug, mit dem der denkbare Fall umgesetzt werden kann, dass
Partikel ersatzlos aus einer Welt verschwinden, bzw. ,aus dem Nichts* auftauchen,
bzw. auch dass sich Partikel in mehrere aufsplitten oder zu mehreren verschmelzen
(néheres weiter unten).
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Fiir jedes b € R ist, nach (i), die Weltlinie ¢ € £ definiert, die einen Knoten
enthélt, in dem b enthalten ist. Diese Weltlinie bezeichnen wir mit [(b). Weiters
miissen fiir das Einselement E = \/ z(R) und das Nullelemente N = A z(R) jedes
z € 3 entsprechend die Weltlinien (g := [(E) und [y := [(N) definiert sein.

Satz 3 Gegeben die Definition der £-Relation € als
(el gdw Fz:zlHlCl

bildet (£, €) einen vollstandigen Verband.

Beweis: Aufgrund des Ordnungserhaltungsaxioms (ii) ist klar, dass die Definition
von € eindeutig ist, und es gilt, fiir alle ¢, ¢":

(EV <Nz zIFH0T V.
Umgekehrt gilt:
Vb, b b < b — 1(b) € (V) O

Man beachte, dass diskrete Weltlinien im Allgemeinen nicht ,linienférmig” sein wer-
den, da die zeitliche Ordnung hier nicht zwingend eine lineare Ordnung darstellt. Ist
(3, <) beispielsweise eine Verbandsstruktur (dies war oben, im Abschnitt 3.1, der
Standardfall), so haben Weltlinien die selbe Verbandsstruktur wie (3, <), sind also
anschaulich eher als ,Weltnetze* zu charakterisieren. Im Verein mit Partialitat sind
dann solche Dinge moglich, wie ,zeitweise Abwesenheit* von Entitédten:

nul |

+b'

-b

Mogliche Interpretationen Wie die dargestellte Konstruktion im Detail anzu-
setzen ist, welche Variante im konkreten Fall zum Tragen kommt, héngt einerseits
von der physikalischen Realitdt ab — davon ob Elementarteilchen verschwinden und
neu entstehen konnen etwa, ob sie in mehrere Teilchen zerfallen kénnen, oder ob sie
ihre elementaren Merkmale verdndern konnen. Andererseits hingt diese Entschei-
dung schlicht davon ab, welche Arten von Teilchen man als Partikel einer diskreten
Raum-Zeit-Struktur ansetzt. — Generell sind die folgenden formalen Optionen her-
vorzuheben:

In allen Welten die selben Elementarteilchen Der einfachste Fall ist der, wo in
allen Zustidnden aus 3 die selben Partikel existieren, also stets z(M) = M gilt. Die
formale Auflosung von diskreten Weltlinien ist dann trivial. Fiir jedes ¢ € £ existiert
ein b € R, sodass fiir alle z gilt dass z IF ¢ = b ist.

In allen Welten die selben Teilchen oder Null ~Als Variante des ersten Falls konnte
man annehmen, dass sich Teilchen zwar nie verdndern aber entstehen oder vergehen
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konnen. In diesem Fall wiirde fiir jedes ¢ ein analoges b existieren und ein zusétzliches
N € NULL, sodass fiir alle z gilt: £(z) = b oder {(z) = N.

Der Standardfall Teilchen konnen ihre Représentationsform d&ndern und sie kénnen
Null werden. Dies ist die geradlinige Interpretation des Konzepts einer diskreten
Raum-Zeit-Struktur.

Teilchen teilen sich und verschmelzen Der komplizierteste Fall ist der, wo Teilchen
nicht nur ihre Merkmale verdndern, sondern dabei in mehrere Teilchen zerfallen,
bzw. auch von mehreren Teilchen zu einem verschmelzen konnen. Ein Beispiel fiir
diesen Fall wére die Situation, wo M aus Molekiilen, wie H,O u.dgl. besteht. Zer-
fallt ein Wasser-Molekiil in Wasserstoff- und Sauerstoffatome, so liegt ein Zerfall
von Partikeln vor. Reagieren umgekehrt Wasserstoff- und Sauerstoffatome zu einem
Wassermolekiil, so hat man es mit einer Fusion von Molekiilen zu tun.

In diesem Fall konnte man formal so vorgehen, dass man die Weltlinien derjenigen
Teilchen, die in irgendwelchen Zusténden kraft Fusion oder Zerfall zusammenhéngen,
durch ein zusétzliches Sprachelement bindelt. — Zwei Mengen von Weltlinien L, L'/
sind komplementdr, wenn folgendes gilt:

L|L' (sie sind disjunkt),

entweder sind alle Linien aus L gleich Null oder alle aus L'.

Das heifst: es sind in jedem z entweder die Weltlinien aus L existierende Entitéten
oder die aus L'. So kann sehr leicht Fusion und Zerfall implementiert werden.

4.2 Skizzen zur Klassifikation raumzeitlicher
Objekte

4.2.1 Substanzen

Unter einer Substanz wollen wir hier jede Art von Gegenstand verstehen, dessen
ausschlaggebende Merkmale im gesamten Untersuchungsbereich (in allen ,mogli-
chen Welten®) stabil sind. Wir denken dabei an eine Interpretation von Substanzen
in einem explizit physikalisch-chemischen Sinn. So hat Wasser immer und iiberall die
,substanzielle Eigenschaft HoO zu sein. Hingegen haben solche Dinge wie Schwine
oder Tiger solche ,artbestimmenden” Merkmale die tendenziell nur , prototypischer
Natur sind: nicht jeder Tiger ist gestreift, nicht jeder Schwan weifs, aber typische
Schwine und Tiger haben diese Merkmale. — Das heifst: wir suggerieren hier, dass
man bei der Klassifikation materieller Gegenstédnde unterschiedliche Modalitéten
unterscheiden sollte, unterschiedliche ,Hértegrade bei definitorischen Merkmalen.
Im gegensténdlichen Abschnitt befassen wir uns mit den hértesten Varianten, wéah-
rend wir in den restlichen Abschnitten dieses Kapitels zusehends weichere Formen
behandeln werden.’

Vergleichbare Uberlegungen zu Substanzen findet man in Bunt (1985), Parsons (1970). Zur
Problematik prototypischer und essenzieller Merkmale vgl. Kripke (1980), Putnam (1975a, 1983),
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Gegeben sei eine regulére diskreten Raum-Zeit-Struktur R, = (3, <, M, p). S sei eine
normale Klassifikation iiber R, im oben, S.66 definierten Sinn. Anschaulich soll S
alle ,substanziellen Merkmale® in R erfassen. (Diese Merkmale konnten etwa solche
Dinge sein wie chemische Verbindungen, Aggregatszustiande, Temperatur, Druck,
kristalline Struktur, etc.) Als Variablen fiir S legen wir s,s’,s”, ... fest. Mit 0,0/, ...
quantifizieren wir tiber R, mit b, b’,... iiber p(R).

Ein flexibler Atombegriff Die klassische philosophische Vorstellung von Atomen
ist (oft in Verbindung mit der Vorstellung der Ausdehnungslosigkeit) die, keinen Teil
zu besitzen. Wir wollen, unter Weglassung des Aspekts der Ausdehnungslosigkeit,
Atome in diesem Sinn als Monaden bezeichnen. Ein entsprechendes Merkmal mon
kann so definiert werden:

mon := \b.(A : b < b).

Also: b ist eine Monade gdw es keinen nichtleeren echten Teil besitzt (vgl. oben,
S.48). — Es ist klar, dass es sich bei derartigen Monaden stets nur um Partikel aus
der Menge M handeln kann, aus der ‘R besteht.

Demgegeniiber wollen wir hier ein anderes denkbares Atomkonzept hervorheben.
Atome nicht als unteilbare Entitdten, sondern als Entitdten mit einem (beliebigen)
Merkmal s, fiir die gilt, dass kein echter Teil dieses Merkmal besitzt. Formal definie-
ren wir dieses zweistellige Merkmal at(b, s) — fur: ,,b ist ein s-Atom" — als:

at == Ab, 5.(s(b) AV : b < b— —s(V))

Beispielsweise hatte ein Wasser-Molekiil das Merkmal at, da kein echter Teil des
Molekiils (etwa ein Wasserstoff-Atom, irgendein Elektron, Quark u.dgl.) selbst die
Figenschaft hat Wasser zu sein. Demgegeniiber wire ein Wassertropfen kein Wasser-
Atom in diesem Sinn, weil viele echte Teile davon die Wasser-Eigenschaft aufweisen.
— Eine triviale Konsequenz aus der Definition von at ist folgende: ist b eine Menge
von s-Atomen (gilt also Vb € b : at(b, s)), so gilt, dass alle Elemente von b paarweise
disjunkt sind.

Axiome einer Substanzontologie Ausgehend von dem eben definierten Atom-
Konzept ergibt sich folgendes Bild fiir eine Substanzontologie: Ein Gegenstand b,
der einer Substanz s angehort muss in eine Menge von Atomen dieser Substanz
zerfallen. In allen z € 3 und fiir alle Substanzen s muss also gelten:

(S1) Vb:s(b) < db:\/b=bAVW b :at(V,s).

Also: ein b gehort genau dann der Substanz s an, wenn es eine Menge b gibt, sodass
(1) das Supremum \/ b gleich b ist und (2) jedes b’ € b ein s-Atom darstellt. — Jeder
Gegenstand einer Substanz s zerfdillt in s-Atome. Diese Forderung ist nicht-trivial,

Rosch (1978), Lakoft (1987). Das Beispiel mit den weiffen und schwarzen Schwénen stammt von
Popper (1989).
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da im Allgemeinen eine notwendige Eigenschaft eines Objekts nicht zwingend fiir
irgendeinen Teil des Objekts gelten muss.

(S1) fordert nicht nur, dass jede Substanz in Atome zerfallt (die Seite —) des
Axioms, sondern auch («+), dass jeder Gegenstand, der in s-Atome einer Substanz
zerfillt, insgesamt ein Objekt dieser Substanz ist. Ist daher b ein Objekt mit s(b)
und ist b das laut (S1) definierte Objekt, das aus s-Atomen besteht, und dessen
Supremum gleich b ist, dann gilt, wie man sofort sieht:

Vo3 eb b <V <b— s(b).

Also: ist b’ ein Teil von b und enthélt es irgendein Atom aus b, dann ist 0’ stets ein
Objekt der Substanz s.

Die zweite wichtige und nichttriviale Forderung, die wir an eine normale Klas-
sifikation stellen, die eine Substanz-Ontologie bildet, ist die, dass sich prinzipiell
jedes b in Substanzen zerlegen lésst; jedes b lasst sich als Partition darstellen, deren
Elemente Substanzen sind:

(S2) VbIb: V¥ eb3s: st)Ab=\/b.

Das zweite Axiom besagt also insbesondere, dass jedes b entweder irgendeiner Sub-
stanz s angehort (sodass s(b) gilt) oder aber, im Stil von (S2) in eine Menge b un-
terschiedlicher Substanzen zerféllt. Diese Forderung ist deswegen nicht-trivial, weil
in einer beliebigen normalen Klassifikation durchaus einige Gegenstidnde existieren
konnten, die in keiner Weise klassifiziert sind, einfach weil in keiner méglichen Welt
ein solcher Gegenstand irgendeines der in der Klassifikation erfassten Merkmale auf-
weist. (S2) garantiert somit die lickenlose Klassifikation der Objekte aus R in der
normalen Klassifikation S.

Reduzierte Weltlinien (Substanzen II) Substanzen respektive normale Klas-
sifikation bilden extrem harte Ontologien, deren tendenzielle Unflexibilitdt sich in
der Vereinigung dieser Konstrukte mit dem diskreten Weltlinienkonzept zeigt. In
einer Weltlinie ¢ konnen die Objekte aus R, die dieses ¢ repréisentieren, wechseln
(aufgrund bestimmter chemischer Prozesse). Nun konnte es aber dennoch sein, dass
einige oder alle Reprisentationen einer Weltlinie ein bestimmtes konstantes Merkmal
m aufweisen; beispielsweise konnten einige Reprasentationen das Merkmal haben,
festen Aggregatszustand zu besitzen (vgl. Abschnitt 4.2.2). Dabei konnte es gleich-
zeitig innerhalb von ¢ zu verschiedenen chemischen Modifikationen kommen, sodass
die Entitdt aus R, die ¢ reprasentiert fortwihrend wechselt. ¢ wiirde also in unter-
schiedlichen Zustdnden aus ganz verschiedenen Substanzen im oben definierten Sinn
bestehen und hétte dennoch die stabile Eigenschaft ,fester Aggregatszustand*.
Zunichst hat diese Konstruktion also wenig mit den restriktiven Substanz-Uberlegungen

der obigen Art zu tun. Wir konnen keineswegs fordern, dass ein Merkmal m der skiz-
zierten Form, ein notwendiges Merkmal ist, in der Weise wie in normalen Klassifika-
tionen. Dennoch hat m, wenn auch in einem ganz anderen Sinn, eine Art von Stabi-
litat, die an Substanzen erinnert. Wir entwerfen einen passenden Formalismus. Die
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Idee ist die, dass man, gegeben ein Merkmal m und einen bestimmten Ausgangszu-
stand z, fiir jedes b, das in z das Merkmal m aufweist, alle vorhergehenden und nach-
folgenden Zustédnde herauspickt, wo das entsprechende [(b) weiterhin das Merkmal m

besitzt (die Reprasentation
,Stoppt, sobald in irgendeinem Zustand das [(b) aufthort, das Merkmal m zu ha-
ben).

Gegeben ein b und ein Merkmal m definieren wir die reduzierte Weltlinie
b@m als Term, dem fiir jede Struktur 2 € A ein Wert 2(b@Qm) zugeordnet ist:

A([(D)) falls A IF m([(D
w@m)::{ (b)) falls A I m(1(b))

NULL sonst
Wir quantifizieren iiber reduzierte Weltlinien, indem wir fiir jedes Merkmal m einen
Satz Variablen p, g/, ... definieren und eine entsprechende Explikation fiir Vu¢ an-
geben:

Vg = Vbng[l@—m].
W

Das heiftt: wir ersetzen in der Formel ¢ jedes vorkommende p durch b6@m und
quantifizieren die resultierende Formel iiber b.

4.2.2 Feste Korper

In einem diskreten Raum fR existiert zunéchst kein konsistentes Konzept fiir Zu-
sammenhang. Irgendein b € R kann ebenso ein Buch, also einen anschaulich zusam-
menhingenden Gegenstand bezeichnen, wie es ein Buch plus ein Lichtjahre davon
entferntes Wasserstoffatom bezeichnen kann, also etwas das einigermafsen unzusam-
menhéngend ist. Die Hoffnung scheint unbegriindet, dass man in fR eine durchgéngi-
ge topologische Konzeption entwickeln kann, wie man sie in kontinuierlichen Rdumen
jederzeit erhalt. Vielmehr scheint Topologie hier nur lokal moglich, hinsichtlich be-
stimmter Teilmengen und Teilaspekte. Ein Beispiel fiir eine solche ,lokale Topologie
wollen wir im Folgenden diskutieren. In vieler Hinsicht hat dieser Ansatz Ahnlichkeit
mit gingigen Konzepten einer ,naiven Physik* aus dem Bereich der KI.

Eine diskrete ,,Topologie* fester Korper Wir beschrinken uns, im Sinne einer
Schwerpunktsetzung, bei unseren Uberlegungen auf eine Ontologie fester Korper.
Anschaulich kénnte bei festen Kérpern Zusammenhang in folgender Weise definiert
werden:

FEin fester Korper ist genau dann zusammenhdngend, wenn man keinen sei-
ner Teile isolieren kann, ohne dabei etwas zu zerstéren.

5Vgl. Hayes (1985), Hobbs & Moore (1985), sowie Russell & Norvig (2003, S. 368).
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Dieses Buch ist zusammenhéngend, weil man eine einzelne Seite aus ihm nur dann
isolieren kann, wenn man sie gewaltsam herausreift. — Wie aber definiert man dieses
,Herausreifen“?, bzw. Zerstorung fester Korper als solche? — Wir wollen hier den
Weg gehen, dass wir derartige Vorgidnge quasi-axiomatisch als sprachliche Primitive
einfiihren, als elementare Operationen gewissermafien.

Sei fest das Merkmal, festen Aggregatszustand zu besitzen. Dieses Merkmal soll
folgendem Axiom geniigen:

(F1) Vb,V : (fest(b) AN b << b) — fest(V).

Das heifst: jeder Teil eines festen Korpers ist fest. — Wir befassen uns hier mit den
reduzierten Weltlinien des Merkmals fest und quantifizieren dariiber mit den Varia-
blen sol, sol’, . .. (vgl. die entsprechenden Definitionen am Ende des vorangegangenen
Abschnitts).

Als physikalische Operationsprimitive fithren wir ® ein, fir Zerstorung eines
festen Gegenstandes und © fiir das Isolieren respektive ,Einsacken® eines festen
Objekts. Etwas genauer:

© ist hier gedacht als das Merkmal eines sol, sich in einem vollstindig verschlossenen
Sack zu befinden, sodass dieser Sack genau dieses sol enthélt. Bei der Nutzung dieses
Merkmales geht es durchwegs um die Frage, ob es theoretisch moglich wére, irgend
ein sol (in irgendeiner moglichen Zukunft) in einem Sack zu verpacken (egal wie
grofs dieser sein muss, oder wie kompliziert dieser Vorgang wére), ohne dabei etwas
zerstoren zu miissen.

® reprasentiert die Vorstellung der physischen Zerstorung irgendeines sol: zerbre-
chen, zerreiben, aufbohren — jeder irreversible Vorgang, nicht aber das temporére
Verbiegen eines flexiblen Gegenstandes beispielsweise. Wir denken uns ® hier als
ein Merkmal implementiert, das den Moment (den Vorgang) der Zerstorung repré-
sentiert. ®b gilt, sobald b zerstort wird. — Gegeben die Merkmale ® und ® fordern
wir die Giiltigkeit des Axioms:

(F2) Vsol: U(®sol, ~®sol).”

(F2) besagt, dass jeder feste Korper eingesackt werden kann, unter der zusétzlichen
Bedingung, dass man bis zum Moment der Einsackung diesen Korper selbst nicht
zerstoren darf. Das heifit: man kann diese Buchseite einsacken, muss dabei zwar das
Buch zerstoren, indem man die Seite herausreifst, die Seite selbst muss dabei jedoch
nicht zerstort werden. — Dagegen definieren wir:

einsackbar := A sol .U(® sol, Vsol' : =®sol’).

Etwas ist einsackbar, wenn es eingesackt werden kann, ohne dass dazu irgendetwas
zerstort werden muss. Fin Buch wére in diesem Sinn einsackbar, nicht aber eine ein-
zelne Seite des Buches. Aber auch unzusammenhéngende Gegenstinde, wie ganze

"Die hier verwendeten zeitlichen Operatoren wurden oben, S.60ff. definiert.
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Bibliotheken, Bienenschwirme oder alle Autos auf einem Parkplatz wéren einsack-
bar, weshalb es sinnvoll ist eine Einschrankung dieser Eigenschaft zu definieren:

a := Asol .[einsackbar(sol) A Vsol’ : sol’ < sol — = einsackbar(sol’)].

Ein Gegenstand der « ist, ist zwar einsackbar, aber kein echter Teil von ihm hat
dieses Merkmal. « ist somit eine im Sinne der Konzeption, oben, S.73 atomare
Eigenschaft. Wir nennen solche Objekte daher auch Festkorper-Atome.

Festkorper-Atome werden im Regelfall feste Teile haben — das Buch besteht aus
Seiten und Molekiilen, der menschliche Korper aus Gliedmafen, Zellen, etc. Wir
definieren:

6 := X sol [ einsackbar(sol) A U(a(sol), Vsol’ : sol’ < sol — —a(sol’)].

Also: der Gegenstand ist nicht einsackbar, aber es gibt eine mogliche Zukunft in der
der Gegenstand ein Festkorper-Atom ist und fiir die gilt dass bis dahin kein echter
Teil des Gegenstandes ein « ist. Letztere Bedingung stellt sicher, dass der Gegen-
stand nicht zwischendurch aus anderen Gegensténden ,zusammengeklebt” wird; der
Gegenstand muss blof  herausgeschnitten werden, aus seiner Umgebung. Beispie-
le fiir # sind also solche nichteinsackbaren festen Teile wie die Seite eines Buches,
irgendeine Zone auf der Haut meines Korpers. — Fiir 6 sollen die folgenden beiden
Axiome gelten:

(F3) Vsol: f(sol) — Fsol’ : a(sol) Asol’ < sol.
(F4) Vsol: f(sol) — Flsol’ : B(sol) A sol | sol’ Aa(sol +sol’).

(F3) besagt, dass zu jedem 6 genau ein « existiert, von dem dieses 6 ein Teil ist.
(F4) driickt aus, dass es zu jedem 6 ein disjunktes 6’ gibt, sodass die Summe von 6
und 0’ ein « ist.

Jedes Festkorper-Atom ist ein vollig homogener zusammenhéngender Block von
festen Materialien (die jedoch ihrerseits unterschiedlichste chemische Zusammenset-
zungen haben konnen). Es bietet sich daher an, derartige a-Objekte anhand seiner
f-Teile topologisch zu analysieren.

Wir quantifizieren mit den Variablen a, d, ... iiber die reduzierten Weltlinien des
Merkmals «. Mit ¢,#, ... quantifizieren wir analog iiber die reduzierten Weltlinien
von 6. Wir definieren:

t|t gdw tl AO(t+t) (t,t' sind angrenzend)
t~t gdw Ja:t<ant <a (t,t sind affin)

Geméf (F3) muss fiir jedes t genau ein a existieren, mit ¢ < a. Wir bezeichnen dieses
a mit atom(t):

atom(t) := ta.t < a.

Die Menge aller ¢t < a als topologischer Raum Abschlieftend bieten wir eine
explizit topologische Interpretation der -Objekte an. Wir definieren fiir alle a die
Menge aller ¢, die dem a angehoren:
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X(a) == {t|t < a}

Auferdem definieren wir die Menge O(a) C p(X (a)) der offenen Mengen von a als:
O(a) :={o € X(a) | 0(V 0)} U{0}.

Wie man sofort sieht, ist X immer eine offene Menge im Sinne dieser Definition.
Auflerdem gilt, dass beliebige Vereinigungsmengen und Durchschnittsmengen wieder
offen sind, da auch () offen ist. Das jedem a zugeordnete Paar (X, O)(a) bildet also
einen topologischen Raum, im Sinne der iiblichen® Definition: Ein topologischer Raum
ist ein Paar (X, O), wobei X eine Menge ist und O eine Menge von Teilmengen von
X — die Menge der offenen Mengen von X, sodass gilt:

(1) Beliebige Vereinigungsmengen von offenen Mengen sind offen.
(2) Der Durchschnitt zweier offener Mengen ist offen.

(3) @ und X sind offen.

Die Idee ist, dass so in natiirlicher Weise ein Begriff fiir zusammenhéngende Teile
von festen Korpern u. dgl. definiert werden kann.

4.2.3 Individuen und natirliche Arten

In bestimmten Féllen reicht die Abstraktion reduzierter Weltlinien nicht aus, zur
Charakterisierung von ,weltlinienartigen Objekten. Ist b eine Entitédt, die in einem
bestimmten Zustand einen Menschen reprasentiert, so wird die Weltlinie dieses b
nicht alle Représentationen des Menschen beinhalten, aufgrund des
Stoffwechsels, der dazu fiihrt, dass im Laufe der Zeit die materiellen Bestandtei-
le des Menschen aus solchen Dingen gebildet sind, die urspriinglich keine Teile von
b gewesen waren. Durch den Stoffwechsel ,yerwandelt® der Mensch gewissermafen
Teile der Aufenwelt in Teile seines Korpers, und er gibt Teile seines Korpers an
die Aufsenwelt ab. Im Folgenden skizzieren wir formale Konzepte zum Umgang mit
derartigen Objekten.

Sei m irgendein Merkmal iiber SR. Dann definieren wir R,, als Relation iiber
R X 3, sodass gilt, fiir alle b, z:

bR,z gdw [zIFm(D)]A[BY b < b AzIFm(V))]

Das heifst: bR,z gilt genau dann, wenn b in z das Merkmal m aufweist und wenn
zusatzlich gilt, dass kein ', von dem b ein echter Teil ist, dort dieses Merkmal m
aufweist. Die Definition fasst also in jedem z alle grifstmaglichen Dinge heraus, die
dort die Eigenschaft m besitzen.

Wir nennen ein m ein Individualmerkmal und schreiben ind(m), genau dann
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1)  Singularitit: Fiir jedes z gibt es hochstens ein b mit bR,,z.

8Siehe etwa Jénich (1994).
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(2)  Eindeutigkeit: Gilt bR,,z, so existieren keine disjunkten Teile ¢/, b”
von b, sodass z IF m(b') und z |- m(b”) gilt.

(3)  Kontinuitidt: FEs gibt ein Z € Z, sodass gilt: fiir genau jedes z € Z
existiert ein b mit bR,,z.

(4)  ,Geburt“: Gegeben ein Z im obigen Sinn, gilt A Z € Z, das heift:
das Infimum A Z von Z ist ein Element von Z selber. Dieses Infimum
A\ Z nennen wir die Geburt des Individuums.

(5)  Stetigkeit: Gegeben ein Z im obigen Sinn, gilt fir alle 2,2 € Z
dass b, 0" existieren, fiir die gilt:

bRz A [ IF m(b")] AV < 1(b).

Weist ein Merkmal all diese Eigenschaften, aufser der ersten auf, so nennen wir es
ein Artmerkmal. — Die erste Eigenschaft unterscheidet somit Individuen, wie Julius
César, von natiirlichen Arten, wie Menschen oder Tiger.

Die Bedingung (2) Eindeutigkeit stellt sicher, dass es sich bei den durch m her-
ausgepickten Objekten immer um Individuen handelt, im Sinne von ,Unteilbarkeit*
(auch dann, wenn diese Individuen in einer natiirlichen Art mehrfach reprasentiert
sind). So existieren anschaulich, bei einem Menschen zwar viele unterschiedliche ma-
terielle Objekte, die man beispielsweise als , Julius César” identifizieren kann (Julius
mit oder ohne Haare, mit oder ohne seinen linken Zeigefinger, etc.), aber es existie-
ren — im Sinne dieser Intuition — nicht zwei disjunkte Objekte, die man beide als
Julius César identifizieren kann.

Bedingung (3) Kontinuitét fordert, dass die Repréasentationen eines Individuums
oder einer natiirlichen Art, in einem zusammenhéngenden Komplex von Zustdanden
7 C 3 existieren miissen, das heift, ein Individuum oder eine natiirliche Art kann
nicht aus einer Welt verschwinden und dann erneut entstehen — es kénnte sich dann
niemals um das selbe Individuum, bzw. die selbe natiirliche Art wie zuvor handeln.

Bedingung (4) stellt sicher, dass es einen eindeutig bestimmten initialen Zustand
— das Infimum A Z der Zustandsfolge, in denen m existiert — geben muss, in dem
dieses Objekt entsteht: seine ,(Geburt®.

Bedingung (5) schlielich stellt sicher, dass ein Objekt nicht beim Ubergang von
einem Zustand auf einen nachfolgenden Zustand plotzlich auf einen véllig anderen
Weltteil ,,gebeamt” werden kann. In gewisser Hinsicht stellt die Bedingung also si-
cher, dass es so etwas wie ,,Seelenwanderung® nicht geben kann.

Dieses — zugegebener Mafen sehr kursorische — Beispiel zeigt, wie man mit we-
sentlich komplexeren Typen von Objekten in einem formalen Umfeld der hier spe-
zifizierten Art umgehen konnte. Es zeigt, dass man, auf der Basis eine konkreten
Geometrie, nicht nur eine Ontologie physikalisch-chemischer Entitéten entwickeln
kann, sondern auch eine Ontologie biologischer und anderer komplexerer Gegen-
standstypen.

Schlussbemerkung Die in diesem letzten Kapitel zusammengestellten formalen
Skizzen sollten illustrieren, wie eine formale Ontologie vor einem konsequent finitisti-
schen Hintergrund konzipiert werden konnte, in dem neuralgischen
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Punkt einer Raum-Zeit-Theorie die bislang, trotz der klaren Verendlichung der Welt
im Rahmen der modernen Physik, als eine Doméne fiir Modelle des Kontinuums ge-
golten hatte. Es geht dabei nicht darum, das Kontinuum auszuschlieffen — auch in
einem diskreten Umfeld werden die Modelle des Kontinuums unerléssliche Hilfsmit-
tel sein —, sondern darum, zu zeigen, dass eine endliche Betrachtung von Raum und
Zeit eine sinnvolle Alternative ermdglicht zu solchen Modellen, die von Vornherein
nur im Kontinuum operieren. So setzt dieses Schlusskapitel gleichsam eine externe
Pointe auf den im ersten Teil der Arbeit entwickelten endlichen Ansatz, der dort im
Rahmen von sehr abstrakten Uberlegungen zur formalen Logik motiviert wurde.
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Anhang A

Resolutionsalgorithmen

Die Grundidee ist folgende: ist eine finitistische Sprache entscheidbar hinsichtlich Er-
fiilltheit 2 F ¢, dann ist sie auch entscheidbar hinsichtlich Giiltigkeit, da die Menge
aller Strukturen endlich ist, somit Giiltigkeit geradlinig durch Checken aller Struktu-
ren konstatiert werden kann. Erfiilltheit 1asst sich aber in jedem Fall anhand relativ
simpler Baumstrukturen entscheiden. Im Folgenden présentieren wir die Konstrukti-
on solcher Baum-Algorithmen fiir die wichtigsten im Hauptteil der Arbeit definierten
Sprachen. Wegen der Riickfiihrbarkeit aller dieser Sprachen auf die Aussagenlogik
FIN,, im Stil von Definition 1, oben, S.28; ist jedoch streng genommen nur der
Algorithmus RES, fiir FIN, wirklich erforderlich. Die anderen Algorithmen seien
dennoch angefiihrt, da sie eine gewisse Erlauterungsfunktion besitzen.

Die Aussagenlogik FIN, Der im Folgenden beschriebene Algorithmus
RES, konstruiert fiir jedes beliebige Paar (2, ¢) aus einer Struktur und einer endli-
chen aussagenlogischen Formel eine Baumstruktur und wertet diese zu einem Wahr-
heitswert aus. Wir verwenden fiir die entsprechenden Manipulationen und Abfragen
die folgenden metasprachlichen Notationen:

x iy z wenn (der Knoten die Form) z (hat), dann y, sonst z

=y ersetze y durch z,

- ersetze den aktuellen Knoten durch den Knoten =,
lx fiige an den aktuellen Knoten den Unterknoten x an,
Lix fiige x als i-ten Unterknoten an,

Blatt der aktuelle Knoten ist (ab sofort) ein Blatt,

v, k fiir alle Unterknoten k des aktuellen Knotens gilt ...,

Die Idee ist die, dass zunéchst ein einzelner Knoten 2A* ¢ gegeben ist, aus dem
dann sukzessive der passende Baum mit atomaren Formeln als Blédtter konstruiert
wird. Zum Durchsuchen des konstruierten Baumes sind entsprechende Algorithmen
erforderlich, wie sie in der computerwissenschaftlichen Standardliteratur zu finden
sind.! Von Details absehend nehmen wir an, dass folgende drei Algorithmen gegeben

!Siehe beispielsweise Knuth (1997).
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sind:

nexti := Gehe zum néchsten Knoten der kein Blatt ist und der
keine Unterknoten hat. Existiert kein solcher Knoten, so
liefere FALSE zurtick.

next b := Gehe zum nichsten Knoten der ein Blatt ist aber nicht
die Form T oder L hat. Existiert kein solcher Knoten, so
liefere FALSE zurtick.

next i’ := Gehe zum néachsten Knoten, dessen Unterknoten Blatter
sind. Existiert kein solcher Knoten, so liefere FALSE zu-
riick.

Dem Algorithmus RES, (2, ¢) wird eine Struktur 20 und eine endliche Formel ¢
tibergeben. Dies ist der erste Teil des Algorithmus RES, (2, ¢):

- Ax

while (next i) do
Ax ¢ cooAxg, L Axo
Axp Ny = L Axo, LA
Axp . Blatt

end while

Hier wird zunéchst 2 * ¢ als aktueller — und bis dahin auch einziger — Knoten festge-
legt. Der folgende Block wird aufgerufen, so lange der Algorithmus next i nicht den
Wert FALSE zurtiickliefert. Hat ein Knoten die Form 2 % =¢ so wird die Negation vor
den Knoten geschoben und ein Unterknoten 2«1 wird angehdngt. Bei Konjunk-
tionen werden zwei entsprechende Unterknoten angefiigt. Enthélt der Knoten eine
atomare Formel, so wird festgesetzt dass der Knoten ein Blatt ist.

Man sieht sofort, dass dieser Algorithmus fiir endliche Formeln ¢ jedenfalls end-
lich ist. Es gilt: ist n die Anzahl der atomaren Formeln von ¢ und m die Anzahl der
Junktoren, so hat der durch RES] (2, ¢) konstruierte Baum genau n + m Knoten.
Denn: n ist die Anzahl der Blétter, und jeder Knoten der kein Blatt ist reprasentiert
genau einen Junktor.

Dies ist ein Beispiel fiir den durch RES! konstruierten Baum einer Formel
pA=(gA-r):
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Axp A (g A -r)

Axp —2Axqg A -r

Axqg N\ —r

2 * g =2 k7

A xr
Der zweite Teil des Algorithmus RES” (2, ¢) sieht folgendermafen aus:
while (next b) do
A*p t (pedd o> T oo )

end while

while (next i’) do

AxpNYy = Mk:k=T = ->T = -1
=2 * ¢ c Mk:k=L & 5T - 1)
Blatt
end while

Im ersten Block werden mit next b alle Bléatter aufgerufen, die nicht die Form T
oder | haben und werden in intuitiver Weise in eine solche Form iibergefiithrt: T
falls p € A, also falls p wahr ist, L sonst.

Im zweiten Block werden dann alle Knoten bearbeitet, deren Unterknoten Blétter
sind. Bei Konjunktionen ist der Wert T wenn beide Unterknoten den Wert T liefern.
Bei Negationen ist der Wert T, falls der einzige Unterknoten den Wert L liefert.
Nachdem einer der beiden Arbeitsschritte durchgefiihrt wurde muss der Knoten noch
als Blatt definiert werden.

Es gilt: Nach endlich vielen Schritten stoppt der Algorithmus und es gilt entweder
RES,(2,¢) =T oder RES, (2, ¢) = L.

Der Beweis dieses Satzes ist trivial. — Wir definieren, fiir alle 2, ¢: 2 Frgs ¢ genau
dann wenn die Auswertung des eben beschriebenen Resolutionsalgorithmus T ergibt.
Dann gilt:

AFpes ¢ gdw AFE ¢.

Beweisidee: Es muss gezeigt werden, dass der Aufbau und die Auswertung des Bau-
mes RES (2, ¢) prézise der Definition der Semantik entspricht. So ist eine atomare
Formel genau dann erfiillt wenn sie im Resolutionsbaum den Wert T erhélt, eine
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Konjunktion genau dann wenn beide entsprechenden Unterknoten im Resolutions-
baum den Wert T besitzen, eine Negation fiihrt in jedem Fall zur Umkehrung des
Wahrheitswertes von T auf L respektive von L auf T. O

Geht man davon aus, dass zum Ermitteln ob p ein Element von 2 ist durchschnittlich
|2(]/2 Rechenschritte erforderlich sind und enthélt eine Formel n atomare Formeln
und m Junktoren, dann kann man folgendes sagen: Es sind m Rechenschritte erfor-
derlich zur Konstruktion des Baumes geméf RES),. Fiir die Auswertung der Blétter
in RES! sind dann durchschnittlich n|2(|/2 Rechenschritte vonnéten, fiir die Re-
duktion des Baumes auf die Wurzel m Rechenschritte. Insgesamt erhilt man also
eine Grofsenordnung von n|2(|/2+2m Rechenschritten. Will man die Gultigkeit einer
aussagenlogischen Formel ¢ ermitteln, so muss man die Menge A(¢) aller atomaren
Aussagen in ¢ zugrundelegen und die dartiber gebildete Menge p(A(¢)) aller Struk-
turen. Mit n := |A(¢)| und der Anzahl m der Junktoren aus ¢ ergibt sich somit eine
Grofkenordnung von

2n+1 E n k
m+2zk:(k

Rechenschritten.

Die Pradikatenlogik erster Stufe FIN, Erneut wird ein zweiteiliger Algorith-
mus RES, (2, ¢) definiert. Der erste Teil RES] (2, ¢) sieht so aus:

- Axo

while (nexti) do

wie oben werden — und A aufgelost
AxVre 2 A(A(x) =0

s LT

m Ve e A(A(x) 1 L zxo|E]
Ax P(ty,...,t,) == Blatt

Axt; =ty :» Blatt
T :» Blatt
end while

Die Subsitutionsanweisung ist hier so zu verstehen, dass die Substitution durchge-
fiihrt und die resultierende Formel dann eingesetzt wird. Alle entsprechenden Sub-
stitutionsformeln werden als Unterknoten an den Quantor V angehéngt. Zu beachten
ist dann insbesondere, dass wegen der derart ausgewerteten Quantoren-Klauseln in
allen atomaren Formeln P(tq,...,t,) und in allen Identitéatsformeln ¢; = t,,, sobald
diese im Algorithmus zur Auswertung gelangen, alle Terme Konstanten sind (wir
werten hier natiirlich nur geschlossene Formeln aus!).
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Man sieht sofort, dass der resultierende Baum endlich ist. Die Anzahl b der
Blatter des aus RES; resultierenden Baumes lasst sich wie folgt ermitteln. Enthalt
die Formel keine Quantoren, so ist diese gleich der Anzahl a der atomaren Formeln.
Ein einzelner Quantor Vz¢ liefert da Blatter, mit d = |Ds| und a als Anzahl der
atomaren Formeln in ¢. Sind n Quantoren in disjunkten Teilformeln enthalten, so
errechnet sich die Blatterzahl als Summe der Zahl der jeweiligen Teilformeln. Sind
Quantoren jedoch verschachtelt, im Sinne von Vz(Vy(Vz¢)) u. dgl., so resultieren bei
einer Verschachtelung i-ter Ordnung genau ad’ Blitter. Gegeben die so ermittelte
Anzahl ¢ der Blétter ldsst sich die gesamte Zahl der Knoten des Baumes als 2(k + q)
gut abschétzen.

Dies ist der zweite Teil RES] (2, ¢) des Resolutionsalgorithmus:

while (next b) do

Ax P(ty,....ty) = (ti,...,t,) € o(P) a-T oL
Axt; = 1o oo tiuts € Dyund ty =ty - T o L
end while

while (next i’) do

= und A werden wie oben ausgewertet
A«Vep = Vk: k=T S A
Blatt

end while

Welche Rechenleistung ist erforderlich, um den Algorithmus RES,, durchzurechnen?
Diese Frage kann anhand der Anzahl b der Blétter des in RES; konstruierten Bau-
mes beantwortet werden (siehe oben). Ist b diese Anzahl, so hat der Baum ungefiahr
2b Knoten. Wie im Fall der Aussagenlogik ist die ungefdhre Anzahl der Rechen-
schritte die zum Auswerten einer Formel erforderlich sind dann gleich b|24|/2 + 20b.

Hier ist || die Grifle der Struktur 2. Diese Grofse ergibt sich aus der Anzahl
n := |D3| der Elemente von D3 plus, fiir jedes Pradikat P die durch o festgelegte
Anzahl |P| aller P-Tupel, die das Préadikat erfiillen. Es gilt also:

A =|Da| + > |P].
PeP
Von Bedeutung fiir die Abschitzung der Komplexitit einer finitistischen Prédika-
tenlogik ist iiberdies die Gesamtanzahl der Strukturen |A,|. — Es gibt 217! mogliche

Mengen D3 (entsprechend der Méchtigkeit der Potenzmenge @(D)). Fiir jedes i-
stellige Pridikat P und d := |D5| ist d* die Anzahl der moglichen i-Tupel iiber

D3. Somit gibt es fiir P genau 2(?') unterschiedliche Moglichkeiten dieses Pradikat
semantisch zu definieren. Es resultiert die Gesamtzahl mit n := |D| als:

LYED [(Z) 22’“"] -

k pPecP
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Die modale Aussagenlogik FLAT, Gegeben eine fixe modale Struktur 9 be-
schreiben wir den Algorithmus RES,, (2, ¢) wie folgt:

- Ax

while (nexti) do

— und A wie oben

A xVagp VA €A, LA (]
A«P(...7...) = T7=SELF =A->r7
A« 7 = SELF o %A — SELF
A« SELF =7 :: 2 — SELF
Ax P(ry,...,7,) == Blatt
Axp :» Blatt
A« SELF I ¢ o =2 Axo
AxA I+ o oA xo
end while

while (next b) do
s P(RAy, ..., 2A,) = Ay, ., A,) €MP) =-T - L

A*xA =A" woA=A" - T o L
2Axp toped S N R
end while

while (next i’) do

Konjunktionen und Negationen werden wie oben ausgewertet
A«Yap = Vk: k=T Do T oo L
Blatt

end while
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38

Die modale Priadikatenlogik erster Stufe FLAT, Ein passender Algorithmus
sieht nicht viel anders aus, wie der fiir die Sprache FLAT,. RES, (2, ¢) ist so definiert:

- Ax

while (nexti) do

— und A wie oben

A xVaop
AxVro

AxV*ro

A« P(...7...)
A+ 7 = SELF
A« SELF =71
Ax P(1y,...,7)
A % SELF |- ¢
AxA I+ ¢

end while
while (next b) do

Ql*P(Q[l,
Ax Pley, ... cp)
QL*Q[/EQI//

Axc=c

end while

while (next i’) do

2

VA € A, iQ[*(b[%’]
Ds=10

LT
2 Vee Dy in*qﬁ[g]
Vee D : in*(b[ﬂ
7 = SELF
21 — SELF
2l — SELF
Blatt
- Ax ¢
- A x¢

)

(Cla"'acn) ECY(P)
91/:91//

¢, € Dsund c=¢

el
o T
o T
el

- L
= L
- L
= L

Konjunktionen und Negationen werden wie oben ausgewertet

AxVag Vk:k=T i R

AxVreo Vk:k=T S Rt

A«Vzp = VEk: k=T S N e
Blatt

end while
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Der mehrsortige Funktionenkalkiil SUP Als erstes beschreiben wir den Algo-
rithmus Term(2A, 7), der fiir jeden Term 7 und jede Struktur 2 einen Wert ermittelt:

Term(2, 7)

- A *xT

while (nexti) do

AxT1, 7 sl RAxT, Lo AxT
Ax1 471 cohiT, le T
Ak 12.0 2 A(A(x) =0

1L

m: Ve € A(A(z)) - | Formel(2, ¢[<])
Axc|A+SELF | T | L :: Blatt

end while
while (next b) do

2 « SELF o= AxA

end while

while (next i’) do

Ax1, 7 = > AxUp, Uy

AsxTHT 0 > AxA(U, # Uy)

Axww.p = Prx:z=T =T -1
: Blatt

end while

Erlaubt man keine definiten Deskriptionen (z.¢, dann kénnen Terme auch unabhén-
gig von dem im Folgenden beschriebenen Formelalgorithmus ausgewertet werden.
Voraussetzung fiir ein erfolgreiches Auswerten ist in jedem, dass der Term geschlos-
sen sein muss, also keine freien Variablen enthalten darf. Im Ubrigen sieht man
sofort, dass diese Auswertung fiir jeden Term endlich ist — vorausgesetzt natiirlich,
die entsprechenden Auswertungen von Formel(zx, y) sind endlich. Dieser zweite Al-
gorithmus sieht so aus:
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Formel (2, ¢):

- Axp
while (nexti) do
A * =) noo A xY, L R™AxY
Asxhp A/ wo LAk, L Axy
A+ YV AA(z)) =0
LT
mr Ve € A(A(z) : L Axg[E]
A Vo Vee Alz): | Axp[<]
Axr =17 — AxTerm(7) = Term(7'), Blatt
A x[Az.)(7) = Yy | Tl
As71 - — Term(7) * 1)
end while

while (next b) do

Axec=( ceAle)Nd e A(d)Ne={
n= T =L
end while
while (next i’) do
Axp Ny VVE: k=T R
—2A * Vik: k=1 i I
AxVro Vk:k=T DT o L
A+ V2 Vk:k=T S
Blatt
end while

Im Stil der oben prasentierten Resolutionsalgorithmen sieht man auch hier sehr
leicht, dass der Algorithmus endlich ist (inklusive der eventuell nétigen Aufrufe des
Term-Algorithmus) und mit der Definition der Semantik von SUP iibereinstimmt.
Somit ist Erfiilltheit jeder Formel fiir jede Struktur entscheidbar.
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Anhang B

Mathematisches Handwerkzeug

Mit p(M) bezeichnen wir die Potenzmenge einer Menge. Ist A irgendeine Menge, so
bezeichnen wir mit A" das n-fache kartesische Produkt von A mit sich selbst. Mit
[A]¥ bezeichnen wir die Menge aller k-elementigen Teilmengen von A.

Bezeichnet |M| die Michtigkeit einer Menge, dann gilt |o(M)| = 21|, Fallweise
benotigen wir auch folgende kombinatorischen Formeln: Es gibt genau n! Moglichkei-
ten n Elemente in unterschiedlicher Reihenfolge aneinanderzuordnen. Aus k Zeichen
kann man genau k™ Zeichenfolgen der Lénge n bilden. Die Anzahl der k-elementigen

Teilmengen einer n-elementigen Menge ist gleich dem Binomialkoeffizienten (Z)

Relationen und Ordnungen Eine bindre Relation R zwischen den Mengen A
und B ist eine Teilmenge des kartesischen Produkts A x B. Statt (a,b) € R schreiben
wir auch aRb oder R(a,b). Ist A = B, so sprechen wir von einer binéren Relation
iiber der Menge A. Die wichtigsten Merkmale von Relationen iiber A sind, fiir alle
a,a,a" € A:

(i)  aRa (Reflexivitét)
ii)  —aRa (Irreflexivitét)

iii) aRa’ — a/Ra (Symmetrie)

v) aRd Nd'Rad" — aRa" (Transitivitét)

(
(
(iv)  (aRd' A d'Ra) — a = a' (Antisymmetrie)
(
(vi)  aRd'VdRaVa=d (Konnexivitit)

Eine Relation, die reflexiv und transitiv ist, nennt man Quasi-Ordnung, ist sie au-
ferdem antisymmetrisch heilst sie partielle Ordnung, ist sie zusétzlich noch konnexiv
nennt man sie lineare Ordnung. Eine Relation, die reflexiv, symmetrisch und tran-
sitiv ist, heilt Aquivalenzrelation.

Wir verwenden hier stets das Symbol < fiir solche reflexiven Ordnungen, die in
der Arithmetik gewohnlich mit < bezeichnet werden. Analog verwenden wir fiir die
in der Arithmetik oft mit < bezeichneten irreflexiven Ordnungen das Symbol <.

Wir nennen a und o’ in einer partiellen oder linearen Ordnung benachbart und
schreiben a < d/, falls a < a’ gilt und es kein a” gibt, mit ¢ < a” < @’. (Vgl. auch
die Zusammenstellung, oben, S.48.)
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Sei (M, <) eine partielle Ordnung, und A eine Teilmenge von M. Eine untere
Schranke von A ist ein Element a € M mit a < a fir alle ' € A. Eine obere
Schranke ist ein solches a mit a’ < a fiir alle @’ € A. Gibt es in der Menge aller
unteren Schranken ein grofstes Element, so ist dies das Infimum /\ A von A, gibt es
in den oberen Schranken ein kleinstes Element, so ist dies das Supremum \/ A von
A. Ist A = {d’,d"} zweielementig, so schreiben wir fiir das Infimum o’ - @” und fiir
das Supremum a’ + a”.

Graphen Ein nicht-gerichteter Graph' ist ein Paar G = (V, F) disjunkter Mengen
mit £ C [V]2. Die Elemente von E — zweielementige Teilmengen von V — nennt
man die Kanten, die Elemente von V' die Knoten (oder Ecken) des Graphen. Zwei
Kanten sind benachbart, falls sie eine gemeinsame Ecke haben. Eine Folge von Kanten
k=ki,... k;ist ein Weg, falls jeweils k; und k;4; benachbart sind. Ist e eine Ecke
aus k; und €’ eine Ecke aus k;, so nennen wir k£ einen Weg zwischen e und ¢’. Ein
Graph ist zusammenhdngend, wenn es zwischen je zwei Ecken einen Weg gibt.

Ein Teilgraph E’ eines Graphen ist eine Teilmenge E’ C F seiner Kantenmenge.
Ist V! C V irgendeine Knotenmenge so ist der Teilgraph von G in V' definiert als
jener Graph G’ = (V'  E’) der fiir alle Elemente aus V' genau dann eine Kante
k enthalt, wenn k € FE gilt. Ein Knoten ist enthalten in einem Graphen, wenn
er in irgendeiner der Kanten des Graphen enthalten ist. Ein zusammenhéngender
Teilgraph E’ eines Graphen ist mazimal, wenn es keinen Teilgraphen E” gibt, mit
E'" C E”, der zusammenhéngend ist.

Ein gerichteter Graph ist ein Paar G, = (V, E,) disjunkter Mengen mit £ C V2.
Der komplementére Graph zu G, ist der nicht-gerichtete Graph G(G,) = (V, E(E,)),
der eine Kante {n,m} enthilt, fiir irgendwelche n,m € V, gdw es in G, eine Kante
(n,m) oder (m,n) gibt. Wir definieren den Begriff eines Teilgraphen, analog wie
bei nicht-gerichteten Graphen. Den Begriff des Zusammenhanges und des maximal
zusammenhéngenden Teilgraphen definieren wir in intuitiver Weise anhand des kom-
plementiren Graphen.

Baume Ein Baum sei hier nicht als Graph definiert, sondern unmittelbar als end-
liche Menge T von ,Knoten®, fiir die gilt:

(1) Es gibt einen speziellen Knoten R € T die Wurzel des Baumes.

(2) Die iibrigen Knoten T\{ R} zerfallen in eine moglicher Weise leere Menge
von disjunkten Mengen, von denen jede ein Baum ist. Diese Mengen sind
die Teilbiume von R. (Ist R das einzige Element von 7', so nennen wir
den Baum trivial.)

Die Teilbdume nennen wir auch die Unterknoten eines Knotens, ist u ein Unterkno-
ten eines Knotens o, so nennen wir o den Oberknoten von u.

1Vgl. Diestel (1996), Knuth (1997).
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Verbinde Eine partielle Ordnung (V, <) ist ein Verband?, wenn fiir je zwei Ele-
mente r und y das Supremum z 4+ y und das Infimum x - y existiert. Sie ist ein
vollstindiger Verband, wenn fiir jede Teilmenge X von V' das Supremum \/ X und
das Infimum A X existiert. Jeder vollstdndige Verband hat ein groftes Element \/ V'
— das Finselement E —, sowie ein kleinstes Element A\ V' — das Nullelement N.

2Vgl. Davey & Priestley (2002), Ganter & Wille (1996).
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