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Zur Ubung

Sinn und Zweck dieser Ubung ist es, den Stoff der Vorlesung einerseits zu vertiefen, ande-
rerseits anwenden zu lernen. Es wird gepriift, inwieweit Sie das in der Vorlesung Gelernte
umsetzen kénnen. Weiters sollen Unklarheiten im Versténdnis des Stoffes beseitigt wer-
den. Dazu sind auch Fragen von Seiten der StudentInnen erwiinscht, sofern diese zum
aktuellen Stoff gehoren.

Aktuellste Informationen im Internet: Homepages siche Deckblatt.

Leistungsanforderungen: Mitarbeit und Anwesenheit in den Ubungen ist Pflicht. Sie be-
kommen in jeder Ubung Beispiele aus diesem Skriptum fiir die nichste Einheit zur Vorbe-
reitung auf. Am Beginn jeder Einheit kreuzen Sie jene Beispiele an, welche Sie vorbereitet
haben. Es werden dann zu jedem Beispiel StudentInnEn aufgerufen, die das Beispiel an
der Tafel 16sen (sofern sie das Beispiel angekreuzt haben). Wer ein angekreuztes Beispiel
sichtlich nicht vorbereitet hat, dem werden beim ersten Mal alle Beispiele der Einheit ab-
erkannt beim zweiten Mal wird die Ubung dadurch negativ abgeschlossen. Uber weitere
Modalitéiten informieren sie die Ubungsleiter.

Benotung: Die Benotung der Ubung ergibt sich aus dem Prozentsatz der angekreuzten Bei-
spiele (mindestens 50%).

Vorkenntnisse: Schulmathematik AHS/BHS (Diese werden vorausgesetzt und moglicherweise
in einem Einstiegstest ermittelt). Besuch der Mathematik Vorlesung, die Ubung kann die
Vorlesung nicht ersetzen, nur erginzen. Da im Allgemeinen in der Ubung zu wenig Zeit
bleibt, alle Beispiele zu rechnen, werden nur ausgewahlte Beispiele zu rechnen sein. Die
itbrigen dienen zu ihrer Ubung.
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1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

Analysis und diskrete Mathematik
Grundlagen

1 Zahlen

Beweise mittels vollstéandiger Induktion!

Beweise folgende Summenformeln mittels vollstandiger Induktion!

a) YOO, i2 = ninbent) b) i, i = (M5
—— 1 _
Beweise: Zizl z(z ¥ 1) n Z 1

Hinweis: Teleskopsumme.

Zeige, dass gilt: 2" > n? fiir n > ny

Zeige, dass fur h > —1 gilt: (1 4+ h)" > (1 +nh) Vn

Zeige, dass mit a; >0 (i =1,...,n) fir n > 1 gilt:

I+a)(1+a) - (1T+ay) >1+ (g +as+ - +ay)



1.7

1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

Sei ap =0, a; =1 und a,y1 = a, + a,_q firn > 1.

Zeige
a) Yl a; = apyn — 1 b) S, a? = apars
¢) Yoi azi1 = az d) S | ag = agryy — 1
N
Zeige, dass folgende Zahlen rational sind (Als Bruch darstellen).
a) 13.783783783... b) 0.72933333... c) 5.1238283828...
N
Zeige, dass folgende Zahlen nicht rational sind.
a) V2 b) V3
N
Welche der Mengen sind gleichméchtig bzw. méchtiger?
a)  Ganze Zahlen und gerade Zahlen.
b)  Reelle Zahlen und Natiirliche Zahlen.
c) Rationale Zahlen und ungerade Zahlen.
d)  Reelle Zahlen und imaginére Zahlen.
N

Zeige € = cosx +isinx.

Anleitung: Entwicklung von ¢ in eine (Taylor-)Reihe: mit Reihenentwicklungen von sin

und cos x vergleichen. <
Zeige, dass sich jede komplexe Zahl z = x + iy als 2 = | z|e" schreiben ldsst, wobei
| z| = /2% + y? und ¢ = Winkel zwischen der z-Achse und dem Vektor (z)

Anleitung: Verwende Beispiel 1.11. <



1.13

1.14

1.15

1.16

1.17

1.18

2.1

2.2

Berechne!

a) (3i—1):(3i+1) b) (4+1)3 c) (3i+9)(4—1)

, k
Berechne (Z.—" %) , ke NI

’l/ _—
Berechne v/1 und +/—1 in der Menge der komplexen Zahlen!
Berechne v/i und /—i in der Menge der komplexen Zahlen!

Berechne in C!

a) 1 b) 3 o) V5T

Berechne 2z in cos z = 5.

2 Funktionen

Haben die beiden Ungleichungen

a) ax>1lundz?>ux
b) 2?>1und 2>z

c) y>axundy? > 2?

dieselbe Losungsmenge in den reellen Zahlen?

Zeichne den Graphen folgender Funktionen !

a) f(x) = |r+1] b) f(x) = ||+ |z +1]
c) [f(z)=[lz] = 1] =[] d) f(z) = le] +=
e) flz)=[1—|z]]



2.3 Zeichne den Graphen (ungefihrer Verlauf) der folgenden Funktionen!
Welche der Funktionen sind (un-)gerade, (a-)periodisch, (un-)beschrénkt, (nicht) mono-
ton, injektiv, surjektiv, bijektiv ?

a) f(x)=x%—x b) f(z) =22 (x+£1)% 22+1
c) f(z)= tan z d) f(zx)=¢€"

e) f(z)=¢e" f) f(z) =sinx

g) f(z) = cos2x h) f(x) =cos§

i) f(z) = cos(z + ) ) (x) = cos(r + 7)

k) f(z)=mxzcosx ) f(z)=acosx

m) f(x) =x’sinz n) f(zr)=a?+2

o) f(x)==xsinx p) flx)=2°—-22%+=x

Q) flo) = logz ) (o) = log L

s) flz)=e™ t) flo)=e W peR

2.4 Stelle jeweils eine algebraische Gleichung von moglichst niedrigem Grad auf, die folgende
Losungen hat:

a) 1+£v2,3 b) 0,—1,-2,4
c) j:\/?g, 2 d) 4, Doppellsungen 0 und 2
<
2.5  Von den folgenden Gleichungen ist eine Losung x; gegeben.
Bestimme alle iibrigen reellen Lésungen:
a) 23+ 52 +2r—8=0 r1=1 q

b) x3 -39z +70 =0 1 =05
c) xt—423 — 2>+ 162 —-12=0 ;= -2

2.6 Von den folgenden Gleichungen sind zwei Losungen x; und z» gegeben.
Bestimme alle reellen Losungen:

a) 2t — 3 — 2722 + 252 +50 =0 1 =—1a9=2 q
b) 2%+ 2x* — 112® — 422 + 282 — 16 =0 115 = 1 (Doppellésung)

2.7 Bestimme alle Nullstellen:

a) 8 — 622 +1lx —6 =0 b) 2t =323+ 22 +32-2=0
c) ¥*+222 —1lx —12=0 d) 2* =223 - 322 +8r—4=0
e) ' —222+1=0



2.8

2.9

2.10

2.11

Berechne, ob folgende Funktionen injektiv, surjektiv oder bijektiv sind und gib gegebe-

nenfalls die Inverse an!

a) f(x)=>5bx—7 b) f(z) = sin(z)
c) flx)=3x3+1 d) f(zr) =4z -1
e) f(z)=2°—x f) flz)=e¢

g) f(x)=w+2 h) f(z) = tan(z)
i) fla)=a" ) fl) =V
K) f@) =3+ b ) f(z) = log(x)

Bestimme den Definitionsbereich der folgenden Funktionen so, dass diese eine Inverse

besitzen!
a) |z%+ 1] b) (z+7)*— 14z
c) |x—3] d) sinx
e) cosw f) (56— |z|)?
g) log(|2z —1|)

Bestimme Verlauf und Unstetigkeitsstellen folgender Funktionen:

a) f(x) =5 b) flz) =75
¢) flz) ==~ d) f(x) =sin(1/x)
e) f(x)=uzcos(1/x)

Untersuche die Stetigkeit folgender Funktionen:

a)  f(r) =zl +1f
b)  f(z)=a2%sgn(x+1)+1
c) [flz)=a"sgnz
d)  flz) =wsgn(a® - 1)
e) [flz)=
f)  flz) =log(lx| +1)
L,
Hinweis: Die Vorzeichenfunktion sgn (Signum) ist definiert als sgn x = 0,
-1



2.12  Untersuche die Stetigkeit folgender Funktionen:
-1 x>1 x?
o se={"0 1z SRR
f (1 —x) 0<z<l1 et =2
o) fl@)= { 0 sonst d) flz) = { T— =
2.13  Betrachten Sie die Funktion
6r —1 firx <3
f(x)_{xQ fiir £ > 3
a)  Berechnen Sie lim, 3 f(x) und lim,3 f(z).
b)  Ist f stetig in xg = 37 Ist f rechtsseitig stetig in z¢ = 37
Ist f linksseitig stetig in 2o = 37 (Begriindung)
. . . 6r—1 firz<3
c)  Betrachten Sie nun die Funktion g(x) = { I
Fiir welchen Wert von z ist
g stetig in xq = 37
2.14  Bestimmen Sie die Werte von a so, dass f stetig an der Stelle z = 7 ist.
> —a v#7
o f@={5 7]
Jax+5 <7
b) f(x){S—aa: x>T7
2.15  Differenziere folgende rationale Funktionen:
2
a) f(z)= g abeER b) fa) =175

o) flz) =Lt}

r <1

z>1
z >0
r <0



2.16

2.17

2.18

3.1

Differenziere folgende Wurzelfunktionen:

)()\/2

c) f(x)=+Va®+ a2 a€R
e) f(x)=va?+2
g) fla)=—=

Vo —1

Differenziere folgende Funktionen:

a) f(x) =sinz + cosx

c) f(x) =sin’x
e) f(x)=sin(a?)
g) f(x) =tanzx-sinx
i) f(x) = arcsin (z* + 2)
k) f(x) = arctan(;7)
m) f(z) = arctan(cot(x))
o) f(x) = sinh(2? — a)
q) f(z) = arctanh(x)

r? 41
s) f(z) = arccos(e T — 1)

y 1
FUf (@)

Hinweis: (f~(z

~—

b) f(x
d) f(x
f) fla
h) f(x

= Va3 -2z
= — 4t +4
= x’; +4 n,m & N
S Vaz -1
4
f(z) =sinzcosx
flx) =1—cos’z
f(z) =cosx — zsinx
f(z) = arctan \/x
f(z) = arccos(e”)
f(z) = arccot (HLZ,)
f(z) = sinh(z — a)
f(x) = cosh(x? + 2)
f(x) = arcsinh(z)
q

Diskutiere die folgenden Funktionen (Nullstellen, Extrema, Monotonie, Wendepunkte,

Kriimmungsverhalten, Konvergenz und Skizze)!

¢) flx)=—mwe i
o) flx) = ==k
§) f(x) = —wc

3 Folgen, Reihen und Grenzwerte

Untersuche die Konvergenz nachstehender Folgen:

2
a) ay, = g—n
n 1
b) an =[] (1 - E) n =2
Bemerkung: 2...: 1—

¢)  ap=> ., 107k

W=

=



3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

Untersuche die Konvergenz nachstehender Folgen:

2 n
n°—3 1 4
Y b Tm ©) g
3
Q) (1+4)F% e) ﬁ f) Vi2+3n+1—vVnZ—n
q
Berechne folgende Limiten
: 2n — 5 - 1—2n°
8) Lty —oc 3n% —2n + 2 b) litn—oe g0y 3
: an” +4 : on — 1
c) lim, . L2 d) lim, ]
: 34 : 3n> —4n+5
) lim, ° +n—7 ) lim 67312 +om+7
: dn® — 2 : n°—3n" 45
lim,, o0 h) lim, .
g) 1My, 32_}_7,%_‘[_13 ) 1 n52—1 \
N n+1)°—n R n+1)°—n
i) lim, % i) limy, o ( 3n2)—i— 5
k) lim, .(vVn+2—+vn+1) ) lim, oo(vVn2+3n+1—+n—2)
m) lim,, _.o(n —vVn? —n+1) n) lim, .o(\/n+ /0 — /1 —/n)
N
Zeige, dass a + a —|—a2—|—-«~+a”—a1_qn+1 fiir g # 1! q
&e, q-+aq ¢ =A== q :
. n k 2
Zeige, dass Y _, oF = 2 — n;; . q

Die Bevolkerung eines Landes betrug 1960 4.0 Millionen und 1975 5.0 Millionen. In wel-
chem Jahr wird sich die Bevilkerung im Vergleich zu 1960 verdoppelt haben (gerundet),
wenn ein konstantes relatives Wachstum angenommen wird ? <

Ein Kapital von 12000 Euro wird bei einer Verzinsung von 6 % p.a. fiinf Jahre angelegt.

a)
b)

Auf welchen Endwert ist es bei Berechnung von Zinseszinsen angestiegen ?

Wie hoch ist der Endwert, wenn eine durchschnittliche Inflation von 2.4 % p.a.
angenommen wird ?



3.8  Welcher nominelle Zinssatz verdreifacht bei kontinuierlicher Verzinsung ein Kapital im
Lauf von 15 (20) Jahren? q

3.9 Eine Rente von jiahrlich 4000 Euro wird bei einer Verzinsung von 7% fiir 15 Jahre
nachschiissig ausbezahlt.

a)  Wie hoch sind der Barwert und der Endwert der Rente ?
b)  Wie hoch ist der Barwert der ewigen Rente ?

c)  Wieviele Jahre miisste diese Rente ausbezahlt werden, damit ihr Barwert 42 376.06
Euro betrigt ?

3.10  Im Jahr 2000 wird ein Kredit in der Hohe von 80000 Euro gewihrt.

a)  Wie hoch ist die jahrliche Riickzahlungsrate bei einer Verzinsung von 12 % und
einer Laufzeit von 7 Jahren ?

b)  Wie miisste die Laufzeit dieses Kredits verdndert werden, damit die jdhrliche
Riickzahlungsrate 14 800 Euro nicht {ibersteigt ?

c) Nach drei Jahren steigt die Verzinsung auf 14 %. Wie hoch ist die neue Kreditra-

te?
<
3.11 Bestimme die Summe der Reihen
o0 1 © 1
8) D it D@3 b) 2t
0 n 2n+1
) Dnt Ty d) Yot wmoeye
Hinweis: Teleskopsummen. N
3.12  Entwickle folgende Polynomfunktionen in Taylorreihen !
a) f(r) =22 an der Stelle z, =1 N

f(z) = 2% + 8x% + 2322 + 28z + 13 an der Stelle 7, = —2

flx)=2">-1 an der Stelle z, = 1
d) f(z) =52 —423+32> —2r+1  an der Stelle z, = —2

f(x) =52 —42® + 322 —2x +1  an der Stelle z, = 1



3.13  Entwickle folgende Polynomfunktionen in Taylorreihen !

a) f(r)=x%—3x nach Potenzen von (z — 1) q
b) f(x) =" nach Potenzen von (z + 1)
c) f(x)= % nach Potenzen von (z + 2)

3.14  Entwickle 1 —|—1m2 in eine Taylorreihe mit Entwicklungspunkt x, = 0 und bestimme jenen

Bereich, in dem die Reihe konvergiert (Konvergenzradius). <

3.15  Entwickle folgende Funktionen in eine Taylorreihe um den Nullpunkt!

a) f(xr) =€  bis zum Glied 3. Ordnung q
b) f(x) =e®*"1 bis zum Glied 2. Ordnung

3.16  Entwickle folgende Funktionen in eine Taylorreihe um den Nullpunkt!

2) f() = 1 b) f(z) = (1+2)° acR
c) f(x)=log(l+ x) d) f(x) =coshzx
e) f(2) =10 f) f@) =1
g) f(x) = arctanx
Hinweis: sinh(z) = #, cosh(z) = ¢+ eix)) N
3.17  Berechne die Werte folgender Reihen:
a) 7%, (—1) b) S ey
Anleitung: Betrachte die Taylorreihen von log(1 4 z) und €” ! <
3.18  Zeige, dass gilt: €’ = cos p + isin . q

3.19  Untersuche die Limiten folgender unbestimmter Ausdriicke !

. —4 . 2 -9
a) 11ma:—>4 ﬁ b) hmx_,oo '1'43;_3—1‘_12
c) lim Yol v dr +3 ) Tim, 242 —1
r—1 m T—00 1__1-

10



3.20 Bestimme
a) lim, ozlogx b) lim, .o 10:% L
¢) lim, oz*logx d) lim,_o 10% L
Bemerkung: zlogz = %%
q
3.21 Berechne die Limiten!
a) lim,_ o SI0Z b) lim, o G mEN
: z : log(1 4 x)
e
C) lim, oo m d) hmxﬂo 2{L‘—n neN
e) lim, .o :w—_TQﬁ f) lim, .o (%)
. x .
g) lim, g fog 7 h) lim, . (log(x + 1) —log z)
i) lim, . oz j) lim,_o(sinz)®
k) lim, g e%m— i 1) lim, = (tanz - — Z)
4
q
3.22  Bestimme die Grenzwerte
: sin x . 1—cosx
a) lim, oz b) lim, g Tog(@ + 1)
¢) lim, (z—Va2—z+1) d) lim, .o Ll
log(l + E)
. 2 _ 1ylogx : sin x
e) lim, (2% —1) ) lim, .o Tog(z + 1)
. 2 . JE—
g) hmxﬂo(%)x h) lim, g %
i) i, o 2 =1 DR L
\/ T+ r+ VT
T -1
k) Tim, o (352) D lim,a (5L
q
4 Relationen und Ordnungen
4.1 a)  Gib die Potenzmengen zu A = {a,b} und zu B = {—, %, +} an!

b)  Wieviele Elemente hat die Potenzmenge von C' = {a, b, ¢, d, e, f,g,h,i,7,k,l,m} ?

N



4.2  Gegeben seien die Mengen A, B und C
A:{a,b,c,d}; B:{1>27374}; O:{(lvz)’(1a3)7(274)}

Gib folgende Produktmengen an:

a) AxC b) Cx A
c) AxB d) Ax A

4.3 Sei A das abgeschlossene Intervall [2,3] € R, B = {4} und die Menge C' das offene
Intervall |1, 2[C R. Stelle das kartesische Produkt (AU B) x C' in der reellen Zahlenebene
graphisch dar! <

4.4  Sei R = {(zr,y) € R?ly = 2*}. Wie sieht die graphische Darstellung von R in der reellen
Zahlenebene aus? <

4.5  Welche der folgenden geordneten Paare geniigen den entsprechenden (bindren) Relationen

auf N x N7
a) wpyer=y+1l (2,2),(23),33)3,2)
b) rpy < x teilt y; (27 4)7 (27 5)7 (27 6)
c) xpy< xistungerade ; (2,3),(3,4),(4,5),(5,6)
d)  zpys >y (1,2),(2,1),(5,2),(6,4),(4,3)

4.6 Welche der folgenden geordneten Paare geniigen den entsprechenden (bindren) Relationen
auf §' x S7

a) S=7 zpyer=-y (1,-1),(2,2),(-3,3),(—4,—4)

b) S = @; rTpy<=2x < 1/y; (172)’ (_3a_5)7 <_47 1/2)7 (1/271/3)

12



4.7  Welche der folgenden (bindren) Relationen auf der entsprechenden Menge S sind reflexiv,

symmetrisch, antisymmetrisch, transitiv?

a)
)
)
)
)
)

a0 =

@)

—

)

o

S=N; zpy< x+yist gerade

S=N;, zpy<extelty

S=N; zpyez=y>

S={0,1}; zpyer=y’

S=Q wzpys |z| < |y

S=17Z; xpy<s< x—yist ein ganzzahliges Vielfaches von 3
S=N; zpy< xist ungerade

4.8  Finde eine Menge S und eine (binére) Relation p auf S, fiir die gilt:

a)
)
)
)

o =3

o

p ist reflexiv und symmetrisch, aber nicht transitiv
p ist reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch
p ist nicht reflexiv und nicht symmetrisch, aber transitiv

p ist reflexiv, aber weder symmetrisch noch transitiv

4.9 Betrachte die Relation ,x teilt y* auf der Menge {1,2,3,6, 12,18}

a)
)
)
)
)

Q. 0 o

¢}

Gib die geordneten Paare (z,y) dieser Relation an!
Welche Vorgianger hat 67

Welche unmittelbaren Vorgénger hat 67

Zeige, dass dies eine Partialordnung definiert!

Zeichne einen Graphen, der diese Partialordnung beschreibt!

4.10  Zeichne einen Graphen fiir die Partialordnung ,,z teilt y* auf der Menge
S ={2,3,5,7,21,42,105,210}!
Gibt es Teilmengen von S die total geordnet sind? Wenn ja, welche?

13



Bemerkung: Die Aquivalenzklassen K (a) = {b|apb} der Aquivalenzrelation p auf A
bilden eine Partition der Menge A.

411 Sei M = {1,2,3,4} und P(M) ihre Potenzmenge. Betrachte die folgende Aquivalenzre-
lation R: (A,B) € R & |A\ B|=|B\ A|, A,B € P(M). Gib jene Aquivalenzklasse
beziiglich R an, in der das Element {1,2} € P(M) liegt! q

4.12  Beschreibe fiir jede der folgenden Aquivalenzrelationen die entsprechenden Aquivalenz-
klassen!

a) S=N;, zpyesr=y

b) S = {17 273}; p= {(1’ 1)7 (272)v (373>’ (1’2)7 (27 1)}

<
4.13  Gegeben ist die Relation R = {(1,1),(2,3),(3,2)} in A={1,2,3}, d.h,, R€ A x A.
Ist R eine Aquivalenzrelation ? N
4.14  Welche der Relationen aus Beispiel 4.7 ist eine Aquivalenzrelation?
Beschreibe die dazugehorigen Aquivalenzklassen! <
4.15 Sei S ={%|a,becZ,b+# 0} die Menge aller Briiche.
Zwei Briiche heifien genau dann dquivalent (§ ~ %), wenn ad = be gilt.
a) Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist!
b)  Wie sehen die Aquivalenzklassen aus? (z.B. [1/2])
<
416 Sei S = Z, x ist kongruent modulo 4 zu y (x =4 y), genau dann, wenn = — y ein
ganzzahliges Vielfaches von 4 ist.
a) Zeige, dass =, eine Aquivalenzrelation ist!
b)  Wie schen die Aquivalenzklassen aus?
<

14



4.17

5.1

5.2

5.3

5.4

9.9

5.6

Gib ein Beispiel einer dreistelligen Relation R C A; x Ay x As, bei der A; eine Menge
von Namen, A, eine Menge von Adressen und Az eine Menge von Telefonnummern ist!
Stelle diese Relation in einer 3-dimensionalen Skizze perspektivisch dar! <

5 Differenzengleichungen

Lose folgende Differenzengleichungen durch Iteration, d. h., durch iteriertes Einsetzen!

a) Yy =y +1 Yo =1
b)  Yiy1 = 3y Yo =2

Lose folgende Differenzengleichungen und bestimme das Verhalten der Losungen (kon-
vergent, oszillierend etc.)!

a) Y1 =2y +5 Yo =1
b) Y1 = -1y +6 Yo =2 q
c) Y =uy+5 Yo =1

Berechne die allgemeine Losung von Ay; = y; + 3 und die spezielle Losung, fiir die y3 = 2
gilt ! <

Seien folgende Differenzengleichungen und entsprechende Funktionen gegeben. Zeige je-
weils, dass die Funktion eine Losung der Differenzengleichung ist (cy beliebige Konstante),
bzw. berechne die Losung!

a) Y1 — % =0 Ye =95

) Y1 — Y =0 Yt = Co

) Y- m=1 oy =t <
) Y~y =1 Yy =1+ o

) Y1 — Y =1 Yo=1bzw. yo =3

Q.0 T

@)

Berechne die allgemeine Losung von A2y, — 5Ay, + 4y, = 1! <

Lose folgende Differenzengleichungen und vergleiche die Schaubilder! Was passiert bei
verschiedenen Anfangswerten, was bei verschiedener rechter Seite (Parameter s) ?

a) Yo — Y1 + 2y =0 Yo=1, =0
b) Y2 — 3y +2y, =1 Yo=1, =1
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5.7  Die Rauchgewohnheiten eines Rauchers haben zur Folge, dass seinem Blut eine Tagesdosis
von 0.02mg Nikotin zugefiihrt wird. 1% des Nikotins wird innerhalb von 24 Stunden
abgebaut.

a)  Wie kann der Nikotingehalt im Blut berechnet werden, wenn von einem Startwert
von zy = 0mg ausgegangen wird 7

b)  Wie verhilt sich der Nikotingehalt im Blut iiber ldngere Zeit 7
c) Wird der gesundheitsschadliche Wert von 1mg je iiberschritten ?

d)  Gibt es einen Grenzwert, bei dem sich Nikotinzufuhr und -abbau die Waage
halten ?

e)  Zeichne/Programmiere Schaubilder, wo einmal (n, z,) die Koordinaten sind, ein-
mal (x,,Z,+1) (Phasenraum)!

f) Wie verhélt sich der Nikotingehalt im Blut, wenn téglich 0.05 mg zugefiihrt wer-

den?
q
5.8 Lose und zeichne Schaubilder (Phasenbilder (z,,x,.1)) von
a) Tpni1 = —0.75x, + 7, xog =1
b)  Zpp = —3x, + 16, 19 = 2
c) Tpi1 = —x, + 10, 29 = 2.5
Gibt es Fixpunkte in diesen Differenzengleichungen ? <

5.9  Eine Walpopulation wird auf 1120 Individuen geschétzt. Durch Geburten und natiirliche
Sterberate ergibt sich ein jihrlicher Zuwachs von 15 %.

Stelle die zugehorige Differenzengleichung auf und 16se sie! Zeichne ein Schaubild! Welchen
Einfluss hat eine Fangquote von 120 bzw. 200 Tieren jahrlich auf die Gesamtpopulation ?
Warum ? <
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5.10

5.11

5.12

5.13

Programm: Attraktor von Nullstellen. Das Newton’sche Naherungsverfahren

f,(xn)

zum Finden von Nullstellen von algebraischen Gleichungen zeigt fiir die Gleichung

Tpy1l = T —

?—1=0

in der komplexen Zahlenebene ein interessantes Verhalten! Manche Startwerte zy € C
fithren zur Losung 1, manche nicht. Zeichne ein Schaubild des Basins fiir die Losung 1,
indem komplexe Startwerte, die zur Losung 1 fiithren, weifl eingezeichnet werden, alle an-
deren schwarz! Verfahre mit den anderen Nullstellen ebenso! Es ergibt sich eine fraktale
Struktur!

Hinweis: Setze zuerst die Funktion in das Verfahren ein und berechne die Differenzenglei-
chung! <

Lose folgende Differenzengleichung! Yir2 — Y = 0 Yyo=1, 11 =2 <

Programm: Iteriertes Funktionensystem. Betrachte das folgende iterierte Funktio-
nensystem (IFS):

Tpi1 = f(xp) =a, + k-2, (1 — ) 0<Fk<3, € (0,1) fest.

a) Zeichne ein so genanntes Feigenbaum-Diagramm fiir variables k, in dem die Punk-
te (Endwerte) (k,py) in der zy-Bildebene eingezeichnet werden (es geniigt oft
ein Maximum von N = 250 Iterationen)! Was kann iiber die ungefahren Werte
ki1 =2.45, ko = 2.544 bzw. k3 = 2.57 ausgesagt werden? — Diese Art von Verhal-
ten wird auch oft als deterministisches Chaos bezeichnet (chaotisches Verhalten
trotz einer gegebenen mathematischen Gleichung).

b) Zeichne ein Phasenbild desselben IFS, d. h., zeichne (z,,x,41) fiir verschiedene
Startwerte und verschiedene £ in ein Schaubild!

Programm: Henon Attraktor. Der Henon-Attraktor ergibt sich, wenn von einem
Startwert (xo,yo) aus die Punkte (x,,y,) gezeichnet werden, die dem Bildungsgesetz
Tpil = Yn — a:vi +1
Yn+1 — bxn
gehorchen, wobei a und b Konstante sind (etwa a = 1.4, b = 0.3). Schreibe ein Programm,

das verschiedene Startwerte und verschiedene Konstanten zulasst und ein Schaubild aus-
gibt!

Bemerkung: Wird in die Graphik hineingezoomt, sehen wir ein selbstdhnliches Verhalten,
d. h., der Henon Attraktor besteht aus vielen kleinen ,, Attraktionsmengen*. <
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5.14

5.15

5.16

5.17

Lose folgende Differenzengleichungen!

a) Yn — 3?Jn71 + 2yn72 =0

=3

) 4yn - 4yn—1 + Yn—2 = 2

@

) Yn — Qyn—l + Ypn—2 = 3

o

) Yn — 5yn—1 + 6yn—2 =0

¢}

) Yn — 5Z/n71 + 6yn72 =2
f) Yn — 3ynfl + 2yn72 =1

g) Yn + Yn—-1 — Yn—2 — Yn—-3 = O

N
Lose folgende Differenzengleichungen!
a)  Yn—AYn1+yp2=0,50=1,4y=3
b)  Yn = 3Yn1+2Yn2=0,90=2, 51 =3
) YntYn1—VYn2—Yn3=0,0=2y=-1,3=3
d) Yn +2Un—1+2Yp—2=0,9 =0,y = -1
q

Ein Vorrat verringert sich in jeder Periode um 10 %. Er wird am Ende jeder Periode um
den konstanten Betrag 200 ergidnzt. Der Vorrat hat einen Anfangswert von 1000 Einheiten
und soll verdoppelt werden. Wie lange dauert es, bis dieses Ziel zu 95 % erreicht ist ?

<

Lose folgende Differenzengleichungen!
Vorsicht: Die Parameter sind hier nicht konstant, sondern verdnderlich, d. h., sie hingen
vom Index ab. Obige Losungsverfahren konnen dafiir nicht angewendet werden!

a) Yn — 3yn—1 + 2yn—2 =4n

o

) Yn — 3Yn—1 + 2Yn—o = 2n
) Yn — Y1 +4Yp_o=3-2n+5-4n—1

(@]

oL

) Yn — 2Un-1+Yn2=2n—2(n—3),yo=0,y; = 1
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5.18

5.19

Programm: Rdossler Attraktor. Das linke System von Differentialgleichungen definiert
einen Rossler Attraktor, der durch das rechte System von Differenzengleichungen simu-
liert werden kann, wobei der ,infinitesimal kleine Schritt“durch entsprechende Werte der
Schrittweite h < 1 simuliert wird.

¥ = —y—=z Tpt1 = Tp — h(yn + 2n)
vy = z+ay Ynt1 = Yn+ h(zn +ayn)
2 = b+axz—cz Zni1 = Zn+h(b+ 2, — czy)
wobei a, b, ¢ Konstante sind (etwa a = b= 0.2, ¢ = 8), h die Schrittweite (< 1). q

Programm: Schmetterlingseffekt, Lorenz-Attraktor (1993). Eine Wetterprognose
ist von vielen Parametern wie der Jahreszeit, der Vegetation, dem Luftdruck, der Wind-
richtung und Windgeschwindigkeit, dem Niederschlag, der Temperatur, der Bewolkung,
der Feuchtigkeit, usw. abhéngig. In den 60er-Jahren versuchte Edward N. Lorenz am
Massachusetts Institute of Technology (MIT) meteorologische Prozesse mittels Systemen
von Differentialgleichungen zu beschreiben. Ein Modell fiir die Erdatmosphére basier-
te auf einem Differentialgleichungssystem (links), simuliert durch Differenzengleichungen
(rechts)

¥ = a-(y—u2) Tpy1 = Tp+h-a-(y, — )
y = br—xz—y Ynt1 = Yn+ h(bx, — 22 — Yp)
2 = zy—cz Zni1 = Zn+ h(Tay, — czp)

Als Lorenz eine zuvor getéatigte Wetterprognose nachpriifen wollte, gab er die Eingabe-
parameter nicht wie zuvor auf 6, sondern auf 3 Dezimalstellen genau an. Intuitiv wiirden
die meisten meinen, dass dies das Ergebnis nicht signifikant verdndert, da es bei einfachen
Rechnungen (vergleiche etwa a = 8.120474, b = 2.134789, ¢ = 3.803876636 mit 8.120,
2.134 und 3.805060918, welches eine durchwegs zu vernachlissigende Abweichung von
0.001184282 liefert) in den meisten Féllen auch keine Rolle spielt. Lorenz erzielte jedoch
zwei vollig unterschiedliche Ergebnisse und schloss daraus, dass kleine Verdnderungen
oder Abweichungen von Parametern zu grofien Veranderungen fithren kénnen. Eine klei-
ne Ursache kann eine grofie Wirkung haben (abhéngig von den Anfangsbedingungen). Das
Wetter ist ein chaotisches System und daher schwer zu prognostizieren. Die genaue Be-
rechenbarkeit der Welt und die langerfristige Prognostizierbarkeit von Vorgéngen haben
offensichtlich ihre Grenzen. Ahnlich wie bei den Bénard-Zellen kann es in Luftschichten
zu Fluktuationen kommen, die sich verstarken. Diese sind nicht vorhersehbar und daher
sind Wetterprognosen eine duflerst unsichere Angelegenheit. Beim Attraktor des Differen-
tialgleichungssystems zeigt sich, dass ein sich bewegender Punkt entweder auf dem linken
oder dem rechten Teil kreist und dass es spontane Ubergénge gibt, die nicht vorhersehbar
sind.

Da der Attraktor einem Schmetterling dhnelt, wird der Effekt, dass kleine Ursachen grofle
Wirkungen haben koénnen, auch Schmetterlingseffekt genannt und es haben sich etwas
iibertriebene Beschreibungen wie jene, dass der Fliigelschlag eines Schmetterlings in Asien
ein Gewitter in Wien auslosen kann, entwickelt. N

19



5.20

5.21

5.22

Programm: Mandelbrot und Julia. Apfelmédnnchen und Julia-Mengen entstehen,
wenn fiir komplexe Zahlen die Vorschrift

2
Znt1 =2, +c¢, z,,c€C

iteriert wird.
Sei z = a + 1b und ¢ = x + iy so ergibt sich

Znp1 = (a* = V* + ) +i(2ab + y).

Apfelménnchen (Mandelbrot-Mengen) erhalten wir dadurch, dass wir das Verhalten beim
variablen Startwert ¢ € C einen Punkt in einer bestimmten Farbe codieren, je nachdem,
ob |z,

— gegen 0 konvergiert,
— gegen oo geht,
— zwischen verschiedenen Werten oszilliert,

— keinem bestimmten Muster folgt.

Bei Julia-Mengen hingegen wird z, variabel und c als konstant angesehen. 2, wird ein-
gefarbt, wenn |z,| konvergiert. Als Konstante nimm etwa ¢ = 4, oder ¢ = —0.4 4 0.74,
c=—0.740.3i, c=—-1.774+0.012.

Versuche auch die Formel z,1; = 22 + ¢, 2,,c€C! N

Programm: Biomorphe. Formen wir die ,,Mandelbrot-Iteration* leicht um
Zny1 = sin(22) +¢,  zn,c € C,

so erhalten wir Biomorphe (C. A. Pickover).

Weitere interessante Attraktoren (Galaxien) ergeben sich, wenn wir
Zne1 = Uz (1 — 2,)

iterieren, etwa fir u = —0.7 + 0.8i. <

Programm: Bevolkerungswachstum.
bni1 = by +n(gn — sn), by = 1000

Hierbei ist b die Bevolkerung, g die Geburten im Jahr n und s die Sterbefille im Jahr n, die
sich aus den Prozentsitzen der Geburtenziffer g, und der Sterbeziffer s, berechnen. Etwa
9. = 1%, s, = 0.85%. Experimentiere mit verschiedenen Prozent- bzw. Promillesitzen!
Lose und zeichne ein Schaubild! <
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5.23

5.24

Programm: Epidemien. Infektionskrankheiten, Epidemien. Erstellen wir ein einfaches
Modell fir Masern (ohne Impfungen zu beriicksichtigen). Jede Person, die Masern noch
nicht hatte, kann andere innerhalb der Inkubationszeit (eine Woche) anstecken, nach einer
weiteren Woche klingt die Krankheit ab und die Person kann weder angesteckt werden
noch anstecken, da sie immun ist. Setzen wir die Zeiteinheit daher auf eine Woche. Sei
I, die Zahl der Infizierten zum Zeitpunkt n, 5, die Zahl der Suszeptiblen, d. h., jener
Personen, die angesteckt werden konnen.

Wir nehmen an, dass jede infizierte Person eine festen Prozentsatz p ansteckt, weiters,
dass jede Zeiteinheit G Neugeborene zum Pool der Suszeptiblen hinzu kommen.

Unser Modell sieht dann folgendermaflen aus:
In—l—l - pSnIn Sn+1 - Sn - pSn]n + G

Schreibe ein Programm, das zuldsst, dass alle Parameter geédndert werden kénnen, und
das die Kurven von [, und S,, in verschiedenen vergleichenden Diagrammen ausgibt! Sei
Iy = 20, Sy = 30000, und p = 0.00003. Experimentiere mit verschiedenen Geburtenzahlen
(etwa G = 120 oder G = 360) und vergleiche! q

Programm: Wachstum. Schreibe ein Programm, das folgende Modelle betrachtet:

a)  Exponentielles Wachstum: x,.; = rz, mit Wachstumsrate r (etwa r = 0.1).
Stelle die Grofle der Population x,, dem Zuwachs gegeniiber!

b) Verhulst-Pearl logistisches Wachstum: =, = z, + rn(1 — %) Stelle die Grofe
der Population z,, dem Zuwachs gegeniiber!

c)  Lotka-Volterra Modelle (Rduber-Beute Modelle): Eine Population von Réubern
r, steht ihrer Beute b, gegeniiber. Die Beute-Population hat eine natiirliche
Wachstumsrate von b,,, wihrend eine fixer Prozentsatz b, den Raubern zum Opfer
fallt (Tod durch Altersschwéche gibt es nicht). Die Rduber ihrerseits haben eine
Zuwachsrate r,,, die von der Anzahl der Beutetiere abhéngt, und eine Sterberate
von rg. Als Réduber-Beute Modell ergibt sich

bn+1 = bn—l—(bwbn_bsbnrn)
Tn+1 = rn"_(Tw'bn'rn_rs'Tn)

Schreibe ein Programm, das dieses Modell implementiert und das auch beriick-
sichtigt, dass eine Population aussterben kann!

Sinnvolle Startwerte und Parameter konnten sein
a) by =100, o = 10, b,, = 0.003, bs = 0.0003, r,, = 0.00001, rs = 0.0005
b) by =100, ro = 15, b, = 0.015, b, = 0.000333, r,, = 0.0001, r, = 0.001
c) by = 10, ro = 15, b, = 0.005, by = 0.000333, r,, = 0.0001, r, = 0.001

Stelle die beiden Populationen jeweils in einem gemeinsamen Schaubild dar!
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5.25

Programm: Tiirme von Hanoi. Die Sage berichtet, dass in einem buddhistischen
Tempel bei Hanoi die Mitglieder eines Monchsordens seit Urzeiten damit beschéftigt
seien, eine miihsame, aber fiir die Welt als Ganzes sehr wichtige Arbeit zu verrichten:
Dort stehen drei Pfosten, auf denen 64 zylindrische Scheiben von jeweils verschiedenem
Durchmesser, der Gréfle nach geordnet, liegen. Anfangs liegen alle Scheiben auf dem
ersten Pfosten. Diese sollen auf den dritten Pfosten einzeln umgelegt werden. Dabei kann
der zweite Pfosten als Zwischenablage verwendet werden, aber es darf nur immer eine
kleinere auf einer gréfleren Scheibe zu liegen kommen.

Wenn diese Arbeit einst vollendet sein wird, ist der Zweck des Weltalls erreicht: Die
Menschheit wird vom Zwang der ewigen Wiedergeburt erlost und darf ins Nirvana einge-
hen.

Das Problem sieht sehr kompliziert aus, vor allem was die dabei nétige Buchhaltung
betrifft. Wir wollen die Ménche bei ihrem sehr lobenswerten Werk durch eine Computer-
simulation unterstiitzen. Nach lingerer Uberlegung zeigt sich, dass es niitzlich ist, einige
Hilfsbegriffe einzufiihren:

— Ein Turm ist ein Stapel von Scheiben; dabei liegt immer eine kleinere Scheibe auf
einer grofleren.

— Die Hohe eines Turmes ist die Anzahl der Scheiben. Sie kann auch 0 sein.

— der Durchmesser eines Turmes sei gleich dem Durchmesser seiner untersten Scheibe
— oder 0 fiir einen leeren Turm.

— Ein Turm ist entweder leer, oder er besteht aus einer Scheibe und einem darauf
stehenden Turm kleineren Durchmessers und um 1 kleinerer Hohe.

Aus dieser rekursiven Beschreibung der Situation kénnen wir nun den Ansatz einer re-
kursiven Losung fiir den Transport eines Turmes gewinnen:

— Fir einen leeren Turm ist nichts zu tun.

— Um einen nicht-leeren Turm von einem Pfosten A auf einen Pfosten E zu verlagern,
bringen wir den auf der untersten Scheibe stehenden kleineren Turm (auf die gleiche
Weise) auf den dritten Pfosten Z, legen die verbliebene Scheibe von A nach Z um,
und holen dann den kleineren Turm (auf die gleiche Weise) vom Hilfspfosten Z nach
E.

Sei A(n) der Aufwand, einen Turm der Hohe n zu bewegen, und ¢, ¢y irgendwelche
Konstanten. Dann berechnet sich der Aufwand wie folgt:

An) =2An—-1)+¢ fir n >0, A(0) = ¢,

Lose diese Differenzengleichung! Wie lange arbeiten die Ménche an ihrer Aufgabe, wenn
sie fiir das Umlegen eines Steines etwa 10 Sekunden benotigen 7 <
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6.1

6.2

6.3

6.4

7.1

6 Erzeugende Funktionen

Schreibe die Folgen a,, auf, welche durch folgende erzeugenden Funktionen gegeben sind.

a) 7 4+ 132% — 72® + 17 b) (14 z?)?
c) (x+7)° d) 2® — 72° + 13z + 22
<
Wie lauten die ersten Folgenglieder folgender erzeugenden Funktionen?
1 T
) 1 b) e
<
Berechne direkt die folgenden Summe mit Hilfe von erzeugenden Funktionen.
a) D igi b) >y’
<
Lose folgende Differenzengleichungen mit Hilfe von erzeugenden Funktionen.
a) Gpio = 20p11 —an —n+ Ly =1,y =0 b) api3—2a, =7
<

7 Graphen

Graphen, die in den folgenden Beispielen verwendet werden und dort nicht explizit an-
gegeben werden, finden sich am Ende dieses Abschnitts.

Graph G; gegeben durch: V(G,) ={1,2,...,8}, E(Gy) ={<z,y > |z teilt y,x < y}
Graph Gy gegeben durch: V(Gso) ={1,2,...,5}, E(Gy) ={<z,y> |z <y <zx+3}
Bestimme und zeichne G; N Gy und G U G5! 4
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7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

7.8

Graph G; gegeben durch: V(G,) ={1,2,...,7}, E(G)) ={<z,y> |z <y <zx+2}
Graph Gy gegeben durch: V(Gs) ={1,2,...,9}, E(Gy) ={<z,y > |x teilt y,z < y}
Bestimme und zeichne G; NGy und G; U G5! 4

Bestimme alle Quadrupel (a, b, c,d), a,b,c,d € {1,2,...,7}, sodass der von den Knoten
a,b,c,d in Gy aufgespannte (vollstéindige) Teilgraph mit Go identisch ist! <

Bestimme alle Quadrupel (a,b,c,d), a,b,c,d € {1,2,...,7}, sodass der von den Knoten
a,b,c,d in G3 aufgespannte Teilgraph mit G4 identisch ist! <

Bestimme die Adjazenzmatrizen Ag,, Ag,, Acng, und Ag,ug, fiir die Graphen aus
Beispiel 7.1 bzw. 7.2!

Bestimme die Adjazenzmatrizen Ag, und Ag,, sowie die Potenzen AZ AE]I, &, und

AG!

3

Bestimme die Adjazenzmatrix Ag,, sowie (mit deren Hilfe) die Anzahl der gerichteten
Kantenfolgen der Léange 3 von Knoten 4 nach 6! <

Entferne aus dem vollstdndigen (ungerichteten) Graphen mit der Knotenmenge {1,...,5}
die Kanten (3,5) und (4, 5).

a)  Stelle den resultierenden Graphen G durch seine Adjazenz- und Inzidenzmatrix
dar, wobei im Fall der Inzidenzmatrix die Kanten (7, j) geméf der Relation

(1,]) vor (i’,j’) = (Z <V (Z = NG < j'))
anzuordnen sind !

b)  Enthélt G eine geschlossene Euler’sche Linie 7 Gib diese an bzw. begriinde warum,
falls keine solche existiert!

c) Gib eine geschlossene Hamilton’sche Linie in G an!
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7.9

7.10

7.11

7.12

7.13

Sei Hy der Graph, der aus G5 durch Umdrehen aller Kantenrichtungen entsteht. Bestimme
die Adjazenzmatrix Ay, , sowie (mit deren Hilfe) die Anzahl der gerichteten Kantenfolgen
der Lénge 3 von Knoten 4 nach 6! <

Gegeben sei die Adjazenzmatrix A (mit Mehrfachkanten)

A:

_ O = =
O = O =
N O = O
SN O =

Zeichne einen dazu gehorigen ungerichteten Graphen mit den Knoten {1, 2, 3,4}!

s

g\/

Berechne 42!

o
~—

Finde 5 verschiedene Pfade von 4 nach 4 der Lénge 2!

=

Berechne die Erreichbarkeitsmatrix R)!

Der 3-dimensionale Hypercube Hj ist durch folgende Knotenmenge und Kantenmenge
gegeben:

Knoten: V(H3) = {z = (21,29, 23) |z; € {0,1}, i =1,2,3}

Kanten: E(Hjz) = {(x,y) | genau zwei Komponenten von x und y stimmen iiberein}

Ermittle fiir H3 die durchschnittliche Distanz der sieben Knoten x # (0,0, 0) zum Knoten
0,0,0).

Hinweis: Fasse die Knoten als Punkte im R? auf und zeichne diese! <

Zeichne zwei verschiedene ungerichtete zusammenhédngende Graphen mit der Knoten-
menge V = {1,2,3,4,5}, die geschlossenen Euler’sche Linien enthalten, und gib deren
Adjazenzmatrizen und Inzidenzmatrizen an!

N
Gegeben sei der Graph Gjys.
a)  Welche Knoten sind von 3 aus erreichbar?
b)  Bestimme die Lénge des kiirzesten Pfades von 3 nach 6!
c) Bestimme einen Pfad der Lange 8 von 1 nach 6!
<
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7.14  Der gerichtete Graph G = (V, ) sei durch
V={l,....6) ud E={(j)]i,jeV, 2+j<6}
gegeben.

a)  Zeichne G'!

o

) Gib die Adjazenzmatrix von G an!

(@]

) Ist G ein schlichter Graph ? — Begriindung!

[oW

) Gib die schwachen Zusammenhangskomponenten von G an!

) Betrachte den von V' = {1,2} aufgespannten Teilgraphen G’ von G! Enthilt G’
eine geschlossene Euler’sche Linie 7 — Begriindung!

¢}

N
7.15  Gegeben sei der Graph Goy.
a)  Bestimme die Adjazenzmatrix von G!
b)  Gib die Indegrees und Outdegrees der Knoten von G an!
c)  Zeichne den Schatten von G!
N

7.16  Gegeben sei der Graph Gig.

a)  Bestimme die Anzahl der Pfade der Linge 3 von 5 nach 2 direkt!

b)  Bestimme die Anzahl der Pfade der Lénge 3 von 5 nach 2 mit Hilfe der Matrix
Al

7.17  Bestimme fiir die Graphen Gg, Hg und G17 (wobei Hg durch Umkehren aller Kantenrich-

tungen aus Gg entsteht) die entsprechenden Erreichbarkeitsmatrizen R! <

7.18  Zeige fiir den Graphen G5 mit Hilfe der Erreichbarkeitsmatrix, dass die Knoten 1 und 2
von 3 aus nicht erreichbar sind! N
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7.19

7.20

7.21

7.22

7.23

7.24

7.25

Bestimme die starken Zusammenhangskomponenten fiir die Graphen G4, G3, G5, G7 und
H; (wobei H; durch Umkehren aller Kantenrichtungen aus G; entsteht)! <

Untersuche, ob die Graphen G4, G1s, G1g, Gag, Ga1, Gaa, G eine geschlossene Euler’sche
Linie besitzen und bestimme gegebenenfalls eine solche! <

Untersuche, ob die Graphen G4, G1g, G19, Ga9, Ga1, G2z, Gz eine geschlossene Hamil-
ton’sche Linie besitzen und bestimme gegebenenfalls eine solche! <

Bestimme in den Graphen G5 und Hj (entstanden durch Umkehrung aller Kantenrich-
tungen aus G5) die Anzahl der Zyklen der Lénge 3, auf denen der Knoten 4 liegt! <

Bestimme in den Graphen Gy und Gy die Anzahl der Dreiecke (Kreise der Lange 3)! <

Untersuche die Graphen G7, Gg, G1; und Hj; (entstanden durch das Umkehren aller
Kantenrichtungen aus G1;) mit dem Markierungsalgorithmus auf Azyklizitéat! <

Bestimme alle Knotenbasen der Graphen G1, G5, G5, G und H; (entstanden durch das
Umkehren aller Kantenrichtungen aus G7)! <

Graphen G; — G94 zu den Beispielen
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Lineare Algebra

8 Lineare Gleichungssysteme

Vor dem Rechnen wére zu iiberlegen, wie sich etwa 3 Ebenen im Raum schneiden kénnen,
bzw., wie sie zueinander im Raum liegen konnen (Skizze), und wie das ihre Darstellung
als 3 lineare Gleichungen in 3 Variablen beeinflusst.

8.1  Untersuche, ob folgende Gleichungssysteme eine Losung haben !

a) r1 + Xy + 213 = 9
2271 + 4!13'2 — 31’3

3%1 + 6$2 — 5.’13'3 =0
+
_|_
_|_

I
—_

b) T 2.232 + 2.T3 = 11
2%1 41’2 — 31'3 = 19
3.%1 65(72 — 5I3 = 30

c) 2 + y — 2z = 10
v + 2y + 2z = 1
Sr + 4y + 3z = 4

d) 3v + 4y + 2z =5
2 4+ 3y + bz =7
190 + 27y + 31z = 5

e) 3r1 + 229 — x3 + x4 = 0
T2 + 4.%3 + 5.2134 =0
211 4+ 3x3 + 314 1
5%1 + 35(72 + 6I3 + 91’4 =0
N
8.2 Untersuche die Losbarkeit folgender Gleichungssysteme !
a) T — Ty + xy = 2 b) = + xy — x3 = 1
2331 + xo + 3%3 =1 Ty + 2.2?2 - X3 = 2
xry + 21’2 + 21‘3 = 4 3%1 + 5$2 — 31‘3 = 4
N
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8.3  Lose folgende Gleichungssysteme !

a) Ty +  Z9 -+ 2.’,63 =

201 + 4dxy —
3171 + 6[E2 —

3(133

51’3 =

—_

8.4  Bestimme alle Losungen der Gleichungssysteme !

r1 + X2 + 3

&) T + 2([’2 — X3
Ty — X9 -+ 5:13'3
I — T — 31’3
b) -1 + 4332 + 31‘3
2.1'1 + X2 — 61’3

= 4
)
= 2

+

Xyq
Xy

+ 214

11

b) 2z + y — 2z
3r + 2y + 2z
or + 4y + 3z

8.5  Bestimme samtliche Losungen der Gleichungssysteme !

a) 1 + X9 + I3
T3
Zs3

b) ry — X9 —+ T3
T3
T3

+
+
_l_

Ly
2[L’4
2[E4

Xy
Xy
2.2?4

4+ o+t

Ls
3$5
51‘5

8 8
ot ot

3335

8.6  Bestimme alle Losungen des folgenden homogenen Gleichungssystems !

T + 2o
31’1 + T
2r1 + @

31

r3 = 0
2[['3 =0
61’3 =0

10

= =



8.7  Gegeben sei
a) x + 2y — 3z = -1 b) 3z — y + z =1
3r — y + 2z = 7 T+ y — z = 6
br + 3y — 4z = 2 2c + y — z = 2
i) Ist das Gleichungssystem losbar ?
Bemerkung: Beide sind nicht 16sbar! Warum ?
ii)  Wie lautet die Losung des zugehérigen homogenen Systems ?
<
9 Vektorrdume
9.1 Ist die Menge A ein Vektorraum ?
Falls A ein Vektorraum ist, zeige, dass sie ein Teilraum des zugehorigen R™ ist (n=2, 3
oder 4)!
T 0
a) A= 0 |:z€eR b)AZ{( )}
0
0
0 :
c) A= To | ta9, 23 €R d) A= 02 To, 24 € R
T3
Ty
1 T
e) A= 0 cx3 €R f) A= T T1;29 €R
T3 Ty -T2
T T
g) A= 1 | 7,79 €R h)A:{(xé>:x1,x2€R}
) 2
<
9.2 Zeige, dass die x1—1y-Ebene {(11,22,0) : 71,75 € R}, ein Teilraum im R3, durch die

Vektoren a und b erzeugt wird !

1 0
a) a=|( 2 |,b=|[ 1
0 0
1 —1
c) a=| -2 |, b= 2
0 (o
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b)a=| -1 |,b={ 3
0 0
1 0
d) a= ,b=110
0 0)



9.3  Welche der folgenden Mengen bilden eine Basis des durch diese Vektoren aufgespannten

Raumes ?
1 1 3
a) 0 b) 2 1,10
O 3 1
1 —3 6 0
DO a0
1 -2 3 2 1 2 -5
e) 31, 0 |, 1 f) -1 1,1 01,{ 2],
5 1 -1 0 5 2 1
<
10 Lineare Abbildungen
10.1  Welche der folgenden Abbildungen sind linear 7 Warum ?
Beweis bzw. Gegenbeispiel !
z 92 +x T 3[L'1 +2[E2
a) f(( 1))( ' 2) b) f(| 22 |)=| =1+ 3z
i) T, + Zo
T3 T3 — Iq
. 5371 — T il 2373 — T
o f(wh={ o o w =
2
31’2 T3 21’1
T T — 223
x T, — 31
o s p=("0) SR D
2
T3 0
T I T {E% — X9
g) f(( 1)): P h) f(| 22 )) = 22— s
o)
T+ X2 T3 0
<

10.2  Bestimme die zu folgenden linearen Abbildungen gehorigen Matrizen !
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T1 — T2
To — T3 R? — R3 <
I3—$1

)
i;) R* — R’
)
)

$1+I2+$3) R3—>R1

X 171 + X2 9 9
d) f4( Ts .fCl — 2 ) R — R
e) f5( .Tl = LUl Rl — RS
3T
T —214
f) f6( i) ) = T3 R?’ — R3
T3 51

10.3  Bestimme die zur Matrix B gehorige lineare Abbildung ¢!

2) B:(l 0 ) b) B:(CQSQO —smcp)
1 -1 siny  cosp
2 01

c) B=|01 2 d) B:((l) 8 8)
011

104 Sei 1, = (1,1,...,1)" der n x 1 Einsvektor. Berechne das arithmetische Mittel 7 = %1ny
und die Mittelwert-bereinigten Werte (1, — +1,1% )y von:

1
5 120
1(5) 3 90
8 130
a) n=5 y=1] 8 b) n=8, y= - ) n=6, y= 100
152 2 80
9 140

5
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10.5 Berechne folgende zusammengesetzte Abbildungen mit den Angaben aus Beispiel 10.2:

a) fso fi b) fso fs c) faofy d) feo fiofe
10.6  Gegeben seien die linearen Abbildungen f und g
A1 M2 — U
Az — A
e p=(e2y) (= e
A3 1+ 2po
Bilde die Matrix-Darstellung von
a) go f b) fog c) fogof
<
10.7  Sei
1 3 -1 1 —2
A= 21 2 x = 0 Y= 3
01 0 —2 1
Berechne
a) Az + Aly b) x'Ax + y'Ay c) Ay +y'Ax
<

10.8  Berechne die inverse lineare Abbildung f~! von

o p=(nre) o o =

T3 To — X3
Ty r1+ T2+ 23
o) f(| =2 ))= Ty — I
I3 To + 5[L’3
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10.9  Berechne die Inversen der Diagonalmatrizen A = diag(2,4) und B = diag(1,7,5) !

10.10  Berechne A=! bzw. B~1 |

13 3 1 1 0
o) A= 1 4 3 d B=| 2 0 -1
13 4 -1 3 1

10.11  Es gilt: (AB)~' = B~'A~'. Uberpriife dies an den Matrizen aus Beispiel 10.10 !

10.12  Berechne die inverse Matrix !

2 1 3|1 21
2 -1 0 1
12 1(3 21
2 2 1|1 2
001|123
a) |0 3 —1|-20 b)
000301
0 0 01 1
0 0 o . 000[021
000[011

10.13  Lose folgende Gleichungssysteme mit Hilfe der inversen Matrix !

a) 1+ 31 = 4 b) 3x; — 2 = 11
—2.%’1 — 3.’132 + x3 = 2 2%1 — 2.272 = 2
—21’1 — 2513'2 + 3 = 1 6512'1 -+ 8%2 — 233'3 = -1

11 Determinanten

11.1  Berechne die Determinante !

12
) A=, o b) Bi=|. o &) Ay=|0 —1
11

30 -1 12 2 12 3

1 2 1 211 23 1
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11.2  Mit den Matrizen A;, B;, i = 1,2, 3, des Beispiels 11.1, sowie an Hand von allgemeinen
(2 x 2)-Matrizen A und B zeige:

|AB| = |A] |B]
<
11.3  Allgemein gilt |A + B| # |A| + |B|. Finde dazu ein Beispiel ! q
11.4  Berechne mit Hilfe des Entwicklungssatzes folgende Determinanten !
1 0 20 2 01 -2 1 -2 3 1
) 0 -1 1 0 b) 110 —1 ) -2 3 1 4
Yl2 201 020 3 1o -1 2 2
1 1 10 1 20 1 1 -3 -1 0
<
11.5 Berechne die Determinanten !
21300 1 2101
1 2111 2120 3
a) |0 01 00 by {1 3 110
13010 2 0101
1 21 21 20100
<
11.6  Berechne die Determinante der Matrix
12 0 0 0
34 0 0 0
A= 01 1 0 =2
10 0 3 1
00 -1 2 1
mit dem Entwicklungssatz ! <
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11.7 Berechne die Determinante der Matrix

2 110 010 O
3 810 0|0 O
-2 312 —-1|/0 0
A=l 7 2103 200 o0
5 —-113 5 |7 =5
2 317 212 -1
<
11.8 Lose das Gleichungssystem mit Hilfe der Cramer’schen Regel !
6 7 4 o 5 4 -2 3 -1 1 12
2 -1 2 3 T 21
a) | 0 7 -1 xe | =1 8 b) =
i 5 4 9 1 -2 —4 1 T3 3
3 1 5 2 6 24 14
N

11.9  Das Modell eines Marktes fiir 2 Giiter werde durch folgende Gleichung beschrieben
(nach F. Pfuff)

o P+ asPy+v=0 BiPr+ BoPo+0=0

Dabei seien P, P, die Preise der zwei Giiter und oy, aw, B, B2, v, 0 Konstante.

a)  Bestimme mit Hilfe der Cramer'schen Regel den Gleichgewichtspunkt (P;, Ps),
d.h. den Schnittpunkt der beiden Geraden !

b)  Welche Bedingungen miissen die Konstanten erfiillen, damit eine Losung exis-

tiert 7
4
11.10  Fiur welche o € R ist A invertierbar ?
1 0 « l1+a 2 0 o 1 0
a)A=10 2 -1 b) A= a 11 c)A=| 1-a 0 «
a 1 0 1 0 «o 20 1 14+«
4
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11.11  Fiir welche o € R ist das folgende Gleichungssystem eindeutig losbar ?

1 0 -1 T 1 14a 3 0 Tl 1
a) 1l o «o xo | =1 2 b) a ol T | =
0 3 1+« T3 3 —1 0 1 T3 1
Gib jeweils eine Losung an ! <
12 Eigenwerte und Eigenvektoren
12.1  Fiir welche x gilt die Gleichung Ax = Az ?
. I o 8 7 o
gem (™) a=(51) ams
s} —2 2 -3
b) €= 2y |, A= 2 1 -6 ], A=-3
T3 -1 -2 0
q
12.2  Berechne die Eigenwerte und Eigenvektoren folgender Matrizen !
2 00 1 0 0
a)(;g) b)(;g) o 1 30 (2 4 0
-1 2 5 2 -1 3
q

12.3  Berechne die Eigenwerte und Eigenvektoren folgender Matrizen und gebe deren algebrai-
sche und geometrische Vielfachheit an!

5 1 111 1 -2 2
a)<23) by [ 011 o | -2 —2 4
00 1 2 4 2
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12.4  Ist A eine symmetrische Matrix, so sind die zu verschiedenen Eigenwerten gehtérenden
Eigenvektoren orthogonal. Uberpriife das an

1 0 0
a)A:<2 _1> byA=[0 3 V2
0 V2 4

12.5  Zwei Matrizen A und B heiflen dhnlich, wenn es eine Matrix U gibt, sodass B = Ut AU.
Es gilt: Ahnliche Matrizen haben gleiche Eigenwerte.

Berechne die zu A @hnliche Matrix B und {iberpriife dieses Resultat fiir

S = W

1 11 10
A=10 11 U=10 2
0 01 01

12.6  Wenn eine quadratische Matrix A nur verschiedene Eigenwerte hat, und T die Eigenvek-
tormatrix ist, dann ist 7-'AT eine Diagonalmatrix. Uberpriife dies an

- 1 0 0 1 -3 3
a)A—<23) b) A=| —2 2 -1 ) A= 3 =5 3
2 0 3 6 —6 4

12.7  Ist A eine symmetrische Matrix, T' die Matrix der zugehorigen, normierten Eigenvektoren,
dann ist 7" eine orthonormale Matrix, d.h., 77! = T* und T*AT ist eine Diagonalmartix.
Uberpriife dies an

2 10 1 0 0
a) A= 140 by A= 0 3 V2
00 1 0 V2 4
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13 Anwendungen

13.1 Sie bearbeiten Punkte im 3-dimensionalen Raum. Geben Sie Transformationsmatrizen
an fur:

a)  Translation in Richtung (2,3, —2) mit anschlieBender Rotation um die x-Achse
um 45 Grad.

b)  Rotation um die x-Achse um 45 Grad mit anschlieBender Translation in Richtung
(2,3,—2).

c¢)  Translation in Richtung (2, 1,0) mit anschlieBender Skalierung um 50%.

d)  Skalierung um 50% mit anschlieender Transformation in Richtung (2,1,0).

13.2  Sie bearbeiten Punkte im 2-dimensionalen Raum. Gegeben ist das Dreieck (0,0),(2,1),(1,2).
Geben Sie die folgenden Transformationen als Matrix an und wenden Sie diese auf das
Dreieck an.

a)  Translation in Richtung (2,3) mit anschlieBender Rotation um die z-Achse um
45 Grad.

b)  Rotation um die z-Achse um 45 Grad mit anschlieBender Translation in Richtung

(2,3).
c)  Translation in Richtung (2,1) mit anschlieBender Skalierung um 50%.

d)  Skalierung um 50% mit anschliefender Transformation in Richtung (2,1).

N
13.3  Klassifizieren Sie die folgenen Kurven/Flachen zweiten Grades:
a)  x?—2xy+y*=16
b) 22 +4xy =12
c)  3x?+43y*—2r — 14y = 13 — 10zy
d)  Ta? —dry —8rz+ 4y  +4yz + 722+ 2 — 4y + 162+ 18 =0
q
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13.4

Berechnen Sie die Koeffizienten [3; sowie die geschéitzen Funktionswerte der folgenden
Regression. Der funktionale Zusammenhang sei gegeben durch f(z1, xz9) = fo+ 0121+ P2xe
und Messwerte zeigen:

T 5 3 5 3
To 0.5 05 0.3 0.3
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14.1

14.2

14.3

14.4

Algebra

14 Halbgruppen und Gruppen

Welche der folgenden Strukturen ist Gruppoid, Halbgruppe, Monoid oder Gruppe?

a) (N, +) b) (No,+) c) (Q+)
d) (Q?) e) (Ra +) f) (R+7+>
g) <R7) h) (R+7') 1) <Z7
q
Welche der folgenden Strukturen (S, o) ist Halbgruppe, Monoid oder Gruppe?
a) S =N,zoy:=min(z,y)
b) S=Rzxoy:=(x+y)?
c) S={l,-1,i,—i},x 0y := komplexe Multiplikation (d. h. i* = —1)
d)  S=1{1,2,4},z0y:=x ¢y (sieche Definition in Beispiel 14.7)
q

Ein Ausdruck der Form a,z" + a,_12" '+ - +ag mit a € R,k =0,...,nund n € N
heit ,Polynom in z mit reellen Koeffizienten“. a; heien Koeffizienten von 2* fiir alle
k. Falls k die grofite ganze Zahl ist fiir die a; # 0, dann heiit das Polynom vom ,,Grad
k“. Falls kein solches existiert ist der Grad 0. Die Menge aller Polynome in x {iber R
bezeichnen wir mit R[z]. Wir kénnen in R[z] auf nahe liegende Art die Operationen ‘+’
und ‘" definieren.

a)  Ist (R[z],+) Gruppoid, Halbgruppe, Monoid, Gruppe, kommutativ?
b)  Ist (R[z],-) Gruppoid, Halbgruppe, Monoid, Gruppe, kommutativ?

¢)  Bestimme das Inverse von 7z* — 223 + 4 in (R[z], +)!

Stelle die Verkniipfungstafel fiir die Permutationsgruppe G C S; mit der Generatormenge
{(2,4,3,1)} auf!

Gib das Einselement von G sowie das Inverse von (2,4,3,1) an!
Die Notation (ay,...,a4) bedeutet w(1) = aq,...,m(4) = ay.
Hinweis: G hat 3 Elemente! <
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14.5  Stelle die Verkniipfungstafel fiir die alternierende Gruppe Az von Permutationen von 3

Elementen auf!
Hinweis: Suche aus den in S3 enthaltenen Permutationen die geraden heraus! <

14.6  Sei Zs = {0,1,2,3,4}. Definiere die ,,Addition modulo 5% (45) auf Z5 durch x +5y = r,
wobei 7 der Rest der Division von x + y durch 5 ist (Bsp.: 1 +52 = 3,3 454 = 2) und
die ,,Multiplikation modulo 5“ (-5) auf Zs durch x -5 y = r, wobei r der Rest der Division
von z -y durch 5 ist (Bsp.: 253 = 1,3 54 = 2). Eine andere gebriuchliche Darstellung
ist = r(5) oder = r mod 5 (sprich: ,,x kongruent » modulo 5).

a)  Ist (Zs,+5) Gruppoid, Halbgruppe, Monoid, Gruppe, kommutativ?
b)  Ist (Zs,5) Gruppoid, Halbgruppe, Monoid, Gruppe, kommutativ?

c) Vervollstindige folgende Tabellen!

[t ]0[1]2]3[4] [s][0]1]2]3]4]
0 0

1 3 1

2 2 1

3 2 3 2
4 4

d)  Bestimme alle Inversen zu den Elementen in (Zs, +5)!

e)  Welche Elemente von (Zs, -5) haben Inverse?

14.7  Sei Zg = {0, 1,2, 3,4,5}. Definiere die ,,Addition modulo 6* (+¢) auf Zg durch x +¢y = r,
wobei r der Rest der Division von x 4 y durch 6 ist und die ,,Multiplikation modulo 6%
(«¢) auf Zg durch x - y = r, wobei r der Rest der Division von z -y durch 6 ist.

a)  Ist (Zg, +¢) Gruppoid, Halbgruppe, Monoid, Gruppe, kommutativ?

=3

) Ist (Zg,-¢) Gruppoid, Halbgruppe, Monoid, Gruppe, kommutativ?

Stelle die Gruppenverkniipfungstafeln auf!

o o

Bestimme alle Inversen zu den Elementen in (Zg, +¢)!

Welche Elemente von (Zg, -) haben Inverse?

@
~
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14.8

14.9

14.10

14.11

14.12

Eine Teilmenge A C Q einer gegebenen endlichen Menge Q2 = {wy,...,w,} ldsst sich
durch eine bindre Zeichenkette (0-1-Folge) by = by - - - b, darstellen,

. 1&)2‘6/1
vvobelbl-—{0 i d A

a)  Beschreibe fiir Mengen A, B € P(f2), welche Operationen fiir binére Zeichenket-
ten den Mengenoperationen A U B, AN B und A° entsprechen, d. h., wie die
Zeichenketten ba g, bang und bae aus by und bg gebildet werden!

b)  Begriinde, warum (P(Q2),U) und (P(Q2),N) Halbgruppen sind! Gib das jeweilige
neutrale Element und dessen Darstellung als binére Zeichenkette an!

c) Welche Operation auf bindren Zeichenketten entspricht der Mengenoperation der
symmetrischen Differenz AAB = (A\ B)U (B\ A)?

d)  Die Hamming-Distanz zwischen den Mengen A, B € P(() ist als die Anzahl der
Elemente |[AAB| in der symmetrischen Differenz definiert. Gib an, wie aus ba
und bg die Hamming-Distanz zwischen A und B ermittelt werden kann!

N

Finde alle Elemente der , Alternierenden Gruppe“ Ay aller geraden Permutationen von
{1,2,3,4} und zeige, dass A, eine Untergruppe von Sy der Gruppe aller Permutationen
von {1,2,3,4} ist! <

Schreibe die Elemente der alternierenden Gruppe A, in lexikographischer Ordnung (nach
dem Alphabet) auf! N

(N*,+4) ist eine Halbgruppe. Sei G = Z* die Menge der positiven ganzen Zahlen, dann
ist (G,-) auch eine Halbgruppe. Zeige, dass die Funktion ¢ : N — @G, definiert durch
@(x) = 2% ein Homomorphismus ist! q

Seien folgende Abbildungen ¢ : (G,®) — (H,®) gegeben.
Welche sind Homomorphismen, welche Isomorphismen?

a)  (G,®)=(N,4),(H,0)=(2N,4), ¢(z) =2z
b) (G,®)=(N,+),(H,0)=(2N,"), ¢(x) =2z
o) (G.&)=(R,+),(H0)=R+), ¢z) =2
d)  (G,®)=(Z,+).(H,0) = (Z,+), ¢(z) =2
e) (G,8)=[R,+),(H,0)=R,+), plx)=c+1
f)  (G,®)=R,+),(H,0)=R,+), o(x)=|z]
g  (G,®)=(ZxX1ZL+),(H 0O)=(Z,+), o((x,y) =z +2
h)  (G,®) = R[z], +), (H,0) = (R, +)
O(ana™ + ap 12"+ ag) =y + Ay + -+ ag
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14.13  Zeige, dass p(x) = z -3 1 ein Homomorphismus von (Z, +) nach (Z3, +3) ist!
Bestimme den Kern!
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