Mathematische Randbemerkungen 10:

Einige Resultate und Vermutungen tber g-Fibonacci-Polynome

Johann Cigler

Ich mdchte im Folgenden einige q— Analoga von Formeln untersuchen, die im klassischen

Fall eng mit den Binet-Formeln verkniipft sind. Diese interessieren mich vor allem deshalb,
weil es kein g — Analogon der Binet-Formeln gibt.

Inzwischen konnte ich in meinem Preprint ,,Recurrence relations for powers of q— Fibonacci

polynomials“ alle Vermutungen, die hier ausgesprochen werden, beweisen. Ich habe aber
nichts an der folgenden Darstellung geandert, weil es vielleicht interessant ist, wie ich die
Situation gesehen habe, bevor ich Beweise fur meine Vermutungen gefunden habe.

Die klassischen Fibonacci-Polynome sind definiert durch

F,(x,8) =xF _,(X,s)+sF, ,(x,s) 0.1)
mit F,(x,s) =0, F(x,s)=1.
Die ersten Terme sind 0,1, x, x* +, X® + 2sx, x* + 3sx® + &2, ---

Die Binet-Formel besagt, dass

an _ﬂn
F.(x,s) = 0.2
08 === (02)
[,2 2
gilt, wobei a=2" ); +4s1ﬂ:x ); +4S.
Eng damit verkntipft sind die Lucas-Polynome L, (X,s), welche dieselbe Rekursion
L, (x,s) = xL, ,(x,s)+sL, ,(x,s) 0.3)

jedoch mit den Anfangswerten L,(x,s) =2,L,(x,s) = x erflllen. Fur sie ergibt sich die Binet-

Formel
L.(x,s)=a"+ " (0.4)

Die ersten Terme sind 2, x, X + 25, X3 + 35X, -+ -.

Es ist wohlbekannt, dass fir jedes feste k und r die Folge (F,,..(x,s)) , wieder einer

n=

Rekurrenz der Ordnung 2 gentgt. Diese lasst sich mit Hilfe der Binet-Formeln sehr leicht
kn+r kn+r
_ﬁ ( r k\" r k n) : :
= ala" ) +p (S Ist eine

S (@ s ()
Linearkombination der Potenzen von o* und £*. Nun ist
(z—ak)(z—ﬂk) =7° —(ak +ﬂk)z+(oz,8)k =2 - L (x,8)z+(-s)".
Daher geniigen die Folgen (a“k )nzo ,(ﬂ”k)nzo und daher auch (F,,,(x,s)),_, der Rekursion

nx

a

finden. Denn F . (X,S) =

Finr (X:8) = L (X, 8) Fy gy (X, 8) + (-s)" Fen-2)er (X,8) =0. (0.5)



Wir bezeichnen (z —a* )(z —ﬂk) =2" - L (x,8)z+(-s)" als das charakteristische Polynom
der Rekurrenz.

1. g-Fibonacci-Polynome und Rekurrenzen von Teilfolgen
Wir betrachten nun die (Carlitz’schen) q— Fibonacci-Polynome, die durch
f(n,x,8)=xf(n-1,%x,8)+q" *sf (n—2,x,5) (1.1)

mit den Anfangswerten
f(0,x,5)=0, f(1,x,5)=1
definiert sind. Die ersten Werte sind

0, 1, X, qs+x4 qsx+q’s x+x3, q*s?+qsx?+q® s x>+q° s x*+x*.

Sie haben die Darstellung (vgl. z.B. [3])

n-1-k| ..

f(nxs)=>Y g x"t2sk, (1.2)
k<n-1 k

Wir fragen, ob es auch hier eine analoge Rekursion fir f (kn, X,s) gibt. Das schaut zwar auf

den ersten Blick unwahrscheinlich aus, weil es kein verniinftiges Analogon der Lucas-
Polynome gibt. Wenn man jedoch beachtet, dass

F (X 8)L (X, 9) =%(ak + /) :%

ist, dann kann man (0.5) auch folgendermafen formulieren:

= F2k(X,S)

F (X, 8) Py (%,8) = o (X, S) o, (6,8) + (=) Fu (X, S) Py gy (X,8) =0, (1.3)

n+r

Es zeigt sich nun, dass es in dieser Formulierung tatséchlich ein schénes q— Analogon gibt.

Als nutzliches Hilfsmittel erwies sich zu Beginn meiner Untersuchungen das Mathematica
Softwarepaket qGeneratingFunctions von Christoph Koutschan vom RISC Linz, das
Rekurrenzen fur g —holonome Folgen berechnet.

Dabei heiBt eine Folge (a,) g—holonom, wenn Polynome p,,---, p, existieren, die nicht
alle verschwinden, so dass gilt

po(qn)an + pl(qn)anfl e pr(qn)anfr =0.

Mit der Folge (a, ) ist auch die Folge (a,,,,) fir jedes natiirliche k und r g —holonom. Da

die Folge der f(n,x,s) g—holonom ist, sind es auch die Folgen f(kn+r,Xx,s).
Beispielsweise liefert der Befehl

QRESubstitute[a[n] ==X a[n-1] +g~(n-2) sa[n-2], a[n], 2n]

in gGeneratingFunctions eine Rekursion fir f(2n,x,s).



Aus den dabei erhaltenen Rekursionen von f (kn+r) fir kleine Werte von k und r lie sich
relativ leicht das folgende Resultat erraten:

Satz 1
Fir jedes feste k >1 und jede naturliche Zahl N > 2k gilt die Rekursion

f(k,x,q" %) f(N,x,s)— f(2k,x,q" ) f (N -k, x,5)
K(3k+D) ) (1.4)
+-Dq 7 (a"s) f(k,x,q"*s)F(N -2k x,5)=0.

Uberraschenderweise braucht man hier wirklich die q - Fibonacci-Polynome. Hatte man nur
nach einer Rekurrenz fur die q— Fibonacci-Zahlen f(n,1,1) gesucht, hatte man diese
GesetzmaRigkeit nicht entdecken kénnen.

Wenn man das Resultat bereits erraten hat, dann ergibt sich aus der Form dieses Resultats
sofort ein einfacher Beweis. Wir verwenden dabei die kombinatorische Deutung der
q — Fibonacci-Polynome als Gewichte von Morsezeichenfolgen (vgl. [3]). Unter einer

Morsezeichenfolge auf [k,n] verstehen wir eine Belegung der Zahlen k,k +1,---,n mit
Punkten und Strichen, wobei Punkte eine Zahl und Striche zwei aufeinanderfolgende Zahlen
iiberdecken. Das Gewicht einer solchen Folge ist q™x*s®, wobei a die Anzahl der Punkte, b

die Anzahl der Striche und m die Summe uber alle Zahlen, die Endpunkte von Strichen sind,
bedeutet. Beispielsweise ist das Gewicht der Folge
345 6 7 8 9 10

auf dem Intervall [3,10] gegeben durch g**°x*s® = gq*x"s?. Das Gewicht w(A) einer Menge

A von Morsezeichenfolgen ist die Summe der Gewichte der einzelnen Folgen.
Sei A(n,m) die Menge aller Morsezeichenfolgen auf [m,m +n —2]. Dabei sei A(0,m) die

leere Menge und A(1,m) die leere Morsezeichenfolge, d.h. w(A(0,m)) =0 und

w(A(1,m)) =1.

Dann ist w(A(n,m)) = f(n,x,q"s). Denn das stimmt fiir m =0, weil die
Anfangsbedingungen stimmen und die Rekursionsformel erfllt ist. Denn jede Folge endet
entweder mit einem Punkt, dann ist das Gewicht dieser Menge xf (n—1,x,s), oder in einem
Strich, dann ist das Gewicht g"*sf (n -2, x,s). Die Menge A(n,m) entsteht aus A(n,0),
indem man diese so verschiebt, dass der Anfangspunkt m wird. Dabei wird jeder Endpunkt
i eines Striches in den Endpunkt i + m des verschobenen Striches tber. Somit ist

w(A(n,m)) = f(n,x,q"s).
Um die Identitat (1.4) zu beweisen, betrachten wir die Menge A(N,0) x A(k, N —2k) aller
Paare von Morsezeichenfolgen (u,v) wobei ue A(N,0) und v e A(k,N —2k) ist. Sei z.B.

k = 4. Dann kann etwa das Ende einer solchen Folge u und eine Folge v folgendermalien
ausschauen:

4n-12 4n-11 4n-10 4n-9 4n-8 4n-7 4n-6 4n-5 4n-4 4n-3 4n-2 4n-1
) — — ) ) — — ° ° — _



Unter einer Bruchstelle verstehen wir entweder eine Stelle i, die zu beiden Folgen gehért und
wo in beiden Folgen entweder ein Punkt oder der Anfangspunkt eines Striches liegt, oder die
Stelle, die direkt an den Endpunkt der zweiten Folge anschlie3t, wenn in der ersten Folge ein
Punkt oder der Anfangspunkt eines Striches liegt. Die einzige Bruchstelle in unserem Beispiel
ist 4n—7. Wenn es tberhaupt eine Bruchstelle gibt, kann es auch mehrere geben. Wir wéhlen
davon die kleinste und vertauschen ab dieser Bruchstelle die Reste der beiden Folgen. In
unserem Beispiel erhalten wir

4n-12 4n-11 4n-10 4n-9 4n-8 4n-7 4n-6 4n-5 4n-4 4n-3 4n-2 4n-1
[ ] — — [ ] [ ]

Es ergibt sich ein neues Paar (u’,v") € A(N —k,0) x A(2k, N — 2k).

Geht man umgekehrt von einem Paar aus A(N —k,0) x A(2k, N —2k) aus, so gelangt man zu
einem Paar aus A(N,0) x A(k,N —2k).

Allerdings funktioniert diese Abbildung nur fur Paare, welche Bruchstellen besitzen.

Wir tberlegen uns nun, wie die Paare ausschauen, welche keine Bruchstellen haben.
Betrachten wir zunéchst ein gerades k. Dann hat die Folge v genau k —1 Elemente, ist also
eine ungerade Zahl und muss somit mindestens einen Punkt besitzen. Dieser oder die nachste
Zahl ist eine Bruchstelle. Somit ist die erste Abbildung immer durchfihrbar. Wie sieht es mit
der inversen Abbildung aus? Hier gibt es genau dann keine Bruchstelle, wenn angefangen
vom Punkt N — 2k bis zum Punkt N —k —2 in der zweiten Folge Striche beginnen und

gleichzeitig in der ersten Folge alle diese Punkte Endpunkte von Strichen sind. Das Gewicht
_k(3k+1)

dieser Stricheist q 2 (qNs)k. Vor diesen Strichen kann ein beliebiges Wort aus

A(N —2k,0) und nach diesen Strichen ein beliebiges Wort aus A(k, N —k) stehen.

Fur ungerades k ist die erste Abbildung nicht immer durchfiihrbar. Ansonsten geht alles
genau so.

Die Identitat (1.4) kann auch folgendermalien formuliert werden: Fur jedes N >2 und k >1
gilt

W(A(N,0) x A(k, N — 2K)) = w(A(N —k,0) x A2k, N — 2k))
K(3k+1 (1.5)
—-q E )(—qNs)kw(A(N —2k,0) x A(k, N —k)).

Bemerkung
Die q - Fibonacci-Polynome genuigen noch einer weiteren Identitat, ndmlich

f(n,x,s) = xf (n—1,x,0s) +qsf (N —2,%,0°s). (1.6)
Diese ergibt sich, wenn man die Folgen danach klassifiziert, ob am Anfang der Folge ein
Punkt oder ein Strich auftritt.

Auch die ldentitat (1.4) hat ein derartiges Gegenstuick, ndmlich

Korollar 1
f(k,x,q"s) f(N,x,s)— f(2k,x,s)f(N =k, x,qs)
k(3k-1) 1.7)
+(-1D)*q 2 s*f(k,x,s)f(N -2k, x,g%*s)=0.




Der obige Beweis lasst sich auf diesen Fall tibertragen, indem man von Paaren aus
A(N,0) x A(k,k) ausgeht und die Anfangsteile vertauscht.

Man kann auch (1.1) und (1.6) auf einfache Weise ineinander tberfiihren. Dabei geht (1.4) in
(1.7) Uber.
Denn aus (1.2) verifiziert man leicht, dass

f(n,x,q7s) = f(n,x,q""™"s) (1.8)
q

1
q
gilt.

Lasst man in (1.1) zuerst s — @""s und dann in der so erhaltenen Formel q — 1 ubergehen,
q

so ergibt sich zunachst
f(n,x,q""s) =xf(n-1,%,q
und dann

f(n,x, g0 "s) = xf (n—1,x,q "0 Ds) 4 gsf (n -2, x,q D)
oder

f(n,x,s) = xf(n—1,%,0s) + gsf (n -2, x,9°s).

—-n+1

S)+q'sf(n—2,x,q""s)

L 1
Dasselbe ergibt sich, wenn man zuerst g — = anwendet und dann s — q"'s .
q

Aus der kombinatorischen Interpretation wird klar, warum dieser Rechentrick funktioniert:
Das Gewicht einer Morsezeichenfolge mit k Strichen, die an den Stellen i; enden, ist

(9"s)(g"s)---(g*s) . Wenn man die Folge verkehrt betrachtet, enden die Striche der neuen
Folge in den Punkten (n—2)—i; +1. Das Gewicht wird (q"""s)(q"""s)---(q™™"s). Das

ergibt sich auch aus der Transformation. Insgesamt fuhrt diese Transformation die Menge
aller Fibonacci-Folgen der Lange n—1 in sich selbst tber.

Nun wenden wir diese Transformation auf (1.4) an. Wir erhalten bei s - q*"'s
f(k,x,g"%s) f(N,x,q""s) - f(2k,x,q"**s) f (N —k,x,q""s)

k(3k+1)

+(-D"q 2 (as)" f(k,x,q""s)f(N —2k,x,q""s)=0.
Wenn wir jetzt q —>% ubergehen lassen, ergibt sich schlieBlich die gewunschte Formel

f(k,x,q%s) f(N,x,s)— f(2k,x,s)f(N —k,x,qs)
K (3k+1)

H-D'g 2 (q7s) f(k,x5)f(N -2k x0%s)=0.
Eine kleine Verallgemeinerung von (1.7) ist

Satz 2
Firalle nm,/ e Z qgilt
_ l
g(m,n,?,x,s) = det F(n.xs) f(n K,x,qs)(
f(n+m,x,s) f(n+m-12,X,q°s) (1.9)
(n=0)(n+/-1)

=(=s)""'q 2z f(xs)f(mx,q"s).




Fir / —>1,n—>k,m—n reduziert sich das auf die q— Euler-Cassini- Formel
(vgl. [3], Cor. 2.2) . Diese lautet

k

f(k-1,x,0s)f(n+k,x,8)— f(k,x,8)f(n+k—-1x,0s) = (—1)kq(2]s“f (n,X,qs). (1.10)

Inshesondere erhalt man fiir jedes k € N eine Darstellung von f(n—k,x,q"s) durch
f(n,x,s) und f(n-1,x,0s):

f(n—k,x,g)= %( f(k—=1,x,0s)f(n,x,s)— f(k,xs)f(n—1x,0s)) (1.11)

mit
k

v(k) = (—1)kq[2]s“. (1.12)

Zum Beweis beachte man, dass die q— Fibonacci-Polynome unter Beibehaltung der
Rekursion (1.1) eindeutig auf alle n € Z erweitert werden kdnnen. Es gilt dann

n+1 h
f(=n,x,s) = (—1)”lq[ 2 ]M (1.13)
Aus
f(n+m—2,%x,qs)=xf(n=1+m—-1¢,%x,q's)+q"*"sf (n—=2+m—1,x,q"s)
und
f(n+m,x,s)=xf(n—=1+m,x,8)+q" *"sf (Nn—2+m,X,s)
ergibt sich

g(m,n, 4, x,s) =xg(m-1n,2,x,3)+q"?q"sg(m—-2,n,4,X,8).

Aulerdem ist g(0,n, ¢, x,s) =0, weil die Determinante zwei gleiche Spalten hat.
Daher ist g(m,n,/,x,s) =cf (m, x,q"s) mit einer Konstanten c.

Um diese Konstante zu berechnen, setzen wir m = —n.

Hier ergibt sich f(n,x,s) f(=¢,x,q's) = g(-n,n, ¢, x,s) =cf (-n, x,q"s).

Aus (1.13) folgt also

f(n, x,s)(—l)/“lq[’2 j_/425“‘ f (¢, x,8)=cf(-n,x,q"s) = c(—l)”‘lq( 2 ]_nzs‘” f(n,x,s)

und somit
(n=0)(£/+n-1)

g(m,n, ¢, x,s) = (—s)”‘”q@(Zj f(0,x,9)f(mx,q"s)=(-s)""q 2 f(x5s)f(m,x,q"s).
Es gilt also

g(m,n, 4, x s)=det[ f(n.x.s) f(n-4,%9's) ]

f(n+m,x,s) f(n+m-2¢,%,q's)

(n—¢)(n+/-1)

=(=s)""q 2 f(,xs)f(mxq"s).

Fur n— 2k,m — n-2k, 7 — k ergibt sich (1.7).



Fur n — mk,m — k ergibt sich die

Verallgemeinerte g-Cassini-Formel

ot f (mk, x,s) f (M =2k, x,q"s)
f ((m+1)k,x,s) f (mk, x,q*s)

)::(—lym”ks“1”kq[gj_&]f(k,x,s)f(k,x,qus)(1.14)

Wenn wir in (1.2) x =1 setzen und mit n — o« gehen, erhalten wir

F@:Z&)& (1.15)

Aus (1.11) folgt durch Grenziibergang

k

f(k-110s)F(s)- f(k,1,5)F(qs) = (-1)" q[zjs"lF(qks).

Fur s=1 héangt diese Formel eng mit den Identitadten von Rogers-Ramanujan zusammen. Ein
ahnlicher Beweis findet sich in [1].

Aus (1.7) erhalten wir als weitere derartige Identitaten
k (3k—1)

f(k,1,09"s)F(s)— f(2k,L,s)F(qg*s)+(-D*q 2 s*f(k,1,s)F(q*s)=0.

Analoge Grenziibergdnge ergeben sich auch aus den folgenden Resultaten. Ich werde aber
nicht mehr ausdricklich darauf hinweisen.

2. Rekurrenzen von Quadraten von Fibonacci-Polynomen
Als néchstes betrachten wir die Folge (F,(x,s)?).

2

" 8" 1 n W

Aus F (x,s) :(a p J = ((az)” +(5° —(—s)”) ergibt sich fur das
a-p (a-p) ( )

charakteristische Polynom der Rekurrenz

(z-a®)z-p*)z+8) =7 - (x> +5)z° —s(x* +s)z +5°.

Um eine Rekurrenz der entsprechenden Folge ( f (n, x, s))2 zu finden, beachte man, dass mit
der Folge (a,) auch die Folge (aﬁ) flr jedes nattirliche k q—holonom ist. Speziell ist also

fiir jedes k die Folge der Potenzen f(n,x,s)* q—holonom.

Fur k =2 ergibt sich mit gGeneratingFunctions



QREHadamard[{a[n] ==X a[n-1] +gq~(n-2) s a[n-2], a[0] =0, a[1] == 1},
{a[n] =x a[n-1] +g”~(n-2) s a[n-2], a[0] =0, a[1] == 1}, a[n]]
{q®a[n] =
—g®"s%a[-3+n]+q*"s (q"s+g°%x?) a[-2+n] +g® (q"s+g®x?) a[-1+n],

a[0] =0, a[l] =1, a[2] = x?}
Es gilt also

f(n,x,8)" —(xX*+q"?s)f(n-1,%x,5)"—q" *s(x*+q"%s) f(n—2,%,5)* + 9> *s*f (n—=3,x,5)* =0.
Als Gegenstiick ergibt sich daraus die folgende Rekursion:

f(n,x,8)>=(x*+0qs) f(n—=1x,0s)* —qs(x*+qs) f (n—2,x,q°s)? 2.1)
+0°s*f (n—3,x,0%)* =0. '

Zum Beweis verwenden wir wieder (1.11). Das ergibt hier, wenn wir
f(n,x,s)=a, f(n—1,x,9s) =b setzen

f(n—2,x%,q%) :i(a— xb) und f(n-3x,0%) =
gs q

(xa—(x*+as)b).

352
Dabher lautet (2.1) nun
2 5.3
_ qS(X +2qS) (a_ Xb)2 + qss’2 .
(gs) (=9’s%)
Das ist aber klar, da die Koeffizienten von a?,ab,b? verschwinden.

a? — (x? + gs)b? (xa—(x*+ qs)b)2 =0.

Ein Analogon der Formel von Cassini ist das folgende Resultat:

f(n,x,s)> f(n-1x0s)*> f(n-2xq’s)’ )
det| f(n+1x,8)> f(n,x,0s)° f(n=1x,0°)° |=2(-)"x*s**q 2 . (2.2)
f(n+2,x5)> f(n+1x0s)>  f(nx,q°s)

Denn das stimmt fir n =2 durch Ausrechnen. Weiters ergibt sich aus (2.1)

f(n,x,8)> f(n-1x,0s)> f(n-2x,0°s)
d(n,s)=det| f(n+1x,5)> f(n,x,0s)> f(n-1x,0°s)°
f(n+2,%x,5)° f(n+1x,0s)> f(n,xq’)>
o°s*f(n—3,x,0%)* f(n-1,x,0s)> f(n-2x0q%)
=det| g°s°f(n-2,x,0%)*  f(n,x,08)° f(n-1,%,0%)* |=-q°s°d(n—1,0s).
g°s*f(n-1,x,0°)*> f(n+1x,0s)*>  f(n,x,0°s)’
Damit ist alles gezeigt.

Im klassischen Fall kann man das mit der Formel von Binet direkt beweisen:
Etwas allgemeiner ergibt sich



dEt(Fnérmi—ﬁj(X,S)z)?' _ det (amm'_’J_ﬂn;ml—J) ]
i,j=0 (a_ﬁ)

- det(a2(n+m|—lj) _Za(n+m|—/J)lB(n+m|—/J) +ﬂ2(n+m|—z]))'
(a ﬁ)GJ

a(ﬂ—i/«)(Z—h)ﬂ(ﬂ—V«)h
Sei nun Z(h, j,ﬁ,m,) — a(n+m—j€)(2—h)ﬂ(n+m—j€)h
a(n+2m—jé)(Z—h)ﬂ(n+2m—j€)h

Dann ist
det(?™ D — 2g/ MM gAY . gD = 2% det(2(0, 7(0)), (1, (1)), 2(2, 7(2)) ) sgn(x),

wo 7 alle Permutationen von {0,1,2} durchlduft, weil alle anderen Terme mindestens zwei
gleiche Spalten haben und daher verschwinden.

Wenn man die Elemente der ersten Zeile heraushebt, ergibt sich

det (4 (45)°) —[ ‘Z)GJ[zsgnor)f[a“-i“(”‘"”/3“-“)”“)jd(m)

ij=0 (a_
1 1 1

mitd(m)=det((a(2‘j)mﬂjm)i)=det " (@) B
a4m (C(ﬂ)zm ﬂ4m

Das ist die Vandermonde’sche Determinante

1 1 1
det aZm amﬂm ﬂZm —
a4m aZmﬁZm ﬂ4m
_(a2m _(aﬁ)m)(QZm _ﬁZm)((aﬁ)m _ﬁZm) — _(aﬁ)m (am _ﬂm)(QZm _ﬁZm)(am _ﬁm).
Daher ist d(m) = (-1)"™*s" (a - )’ F,(x,5)*Fon(X,S).

Die Summe kann ebenfalls als Determinante det(c; ;) mit ¢, ; = (052"',3")n_(I gedeutet werden
Es ist dann wie oben



az(n—z&) (aﬁ)n—ﬂ ﬂZ(n—Za)
det(ci,j) = det((az_jﬂj )n“) = —det aZ(n—é) (aﬂ)n—ﬁ ﬁZ(n_[)
aZn (aﬂ)n ﬂzn
1 1 1
— 220 (aﬂ)nfzaﬂz(nle) det| o a(/ﬂé ﬂzz _ —(aﬂ)sn%(/d (0).

OKM (0{,6')2/ IBM
Insgesamt erhalten wir

det(mei_g,-(x,S)z)ijzo = { (a_zﬂ)GJ(—s)S”‘e‘d(m)d(ﬁ)

= (FD)MT 2SS (X,5)2Fy, (X, ), (%,8)2 Fy ().

(2.3)

Fir x=s=m=¢=1 reduziert sich das auf det(F’, )iz,-:o =2(-1)".

Wir wollen die obigen Uberlegungen noch ein wenig verallgemeinern:
Fir F_(x,s)’ ergibt sich aus der Binet-Formel die charakteristische Gleichung

(2° — Ly (%,8)2+ ™) (2~ (=5)") = Z° = (Ly (%, 8) + (=8)) 2" + (=) (Lyy (X,8) + (=5) )z — (=9)™.
Nun gilt wegen o* — % = (a* —ﬁ")((az" + %+ (aﬁ)")) die Identitat
F (X,8)(L,, (X,8) + (=s)) = F,, (x,s) . Daher kann man die charakteristische Gleichung auch

in der Form

3 F3k(X,S) 2 _o)K F3k(X,S) (3K
z —Fk(x,s) z°+(-9) —Fk(x,s) z—(-S) (2.4)
schreiben.

Im Fall der q— Fibonacci-Polynome gilt

Satz 3
Fir alle k >1 gilt

f (3k,x,q"*s) f (2k, x,q"s)
f(2k, x,q"%s) f (k,x,q"*s)

n—k(3k+l) n-3k n—k
+(—s)qu > T3k, x,q"s) f(k,x,q

f(n,x,s)’ - f(n-k,x,s)?

) 2
f(n-2k,x,s 25
f (k,x,q"*s) f (k,x,q"%*s) ( %) (25)

a0 202G (2K, %,q79) (ko x,q"s)

—(-s f(n-3k,x,s)* =0.
(=5)"a f (2k, x,q"*s) f (k, x,q""*s) ( %)

sowie
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f (3k, x,s) f(2k, Xx,s)
f (k,x,q%s) f(2k, x,g*s)
k(3k-1)

L) 2 s f(3k,):,s)f(k,x,322
f(k,x,q"s) f (k,x,qs)
2, 3K(3k-1)
R f(k,xz,ks)f(Zk,x,s)k
f(k,x,q7s) f(2k,x,q"s)

f(n,x,s)? - f(n—k,x,q*s)?

f(n—-2k, x,q%*s)’ (2.6)

f(n—3k,x,q%s)’.

Der Beweis ergibt sich wie im Spezialfall, indem man die Rekursion (1.7) verwendet, um alle
Ausdriicke durch b= f (n—2k,x,g*s) und a= f (n—3k,x,q*s) auszudriicken.
Als Gegenstiick zu (2.3) haben wir hier

Satz 4
Firalle neZ und k >1 gilt

f (kn, x,s)? f(k(n—-1),x,q's)*> f(k(n—-2),x,q°*s)?
d(n,k,s) =det| f(k(n+1),x,s)’ f (kn,x,q"s)’ f (k(n —1), x,g*s)?
f(k(n+2),x,5)° f(k(n+1),x,q‘s)? f (kn,x,q°"s)’ (2.7)

k (kn+2k-1)(3n-4)

=2(-1)™q 2 sk £ (2K, x, 5) f (2K, X, q™s) f (k, X, ) f (K, X, q*s) f (k, x,q™s) f (k, x,q""*s).
Das ergibt sich aus (2.6) und dem Spezialfall fir n=2:

f(2k,x,8)*  f(k,x,qs)’ 0
d(2,k,s) =det| f(3k,x,5)*° f(2k,x,qs)* f(k,x,q"s)’
f(4k,x,8)"  f(3k,x,q)" f(2k,x,qs)’

=20 Vs f (2k, x, 8) f (2k, x,q°*s) f (k, x,s) f (k, x,q"s) f (k, x,q*s) f (k, X, g*s).

(2.8)

Zum Beweis von (2.8) kann man folgendermalien vorgehen:
Aus (1.7) ergibt sich
f (nk, x,s) = af ((n—1)k, x,q*s) + bf ((n —2)k, x,q*s)

_ f(2k,x,5) msk f(k,x,s)

mit a = und b=(-1)**q 2 .
f(k.x.q's) =D F(k.X.q'S)

Dabher ist
f(nk,x,s)? =a’f ((n—1)k,x,q"s)? +b*f ((n—2)k, x,g*s)? + 2abf (n —1)k, x,q"s) f (n — 2)k, x, g**s).

Das impliziert
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0 f(k,x,q"s)’ 0
d(2,k,s) = —2abdet| f(2k,x,q's)f(k,x,q"s) f(2k,x,q's)" f(k,x,q"s)’
f(3k, x,q"s) f(2k, x,q™s)  f(3k,x,qs)° f(2k,x,q"s)’
= —2abf (k, x,q"s)’ ( f(2k, x,q"s) f (k, x,q%s) f (2k, x,q°“s)* — f(3k, X, q"s) f (2k, x, q°*s) f (k, X, q“s)z)
= —2abf (k, x,q"s)’ f (k, x,q°*s) f (2k, x,q“s)( f(2k, x,q“s) f (2k, x,q°*s) — f(3k, x,q"s) f (k, x,q”s))

) f(2k, x,s) —1)k*1qk(3;71)sk f(k,x,9)
f(k,x,q"s) f(k,x,q"s)

(f(2k,x,qks)f(2k,x,q2ks)— f(3k,x,qks)f(k,x,q2ks))

f(k,x,q“s)” f(k,x,q°s) f (2k,x,q""s)

k(3k-1)

=2(-1)"q ? Skf(2k,x,s)f(2k,x,q2k5)f(k,x,s)f(k,x,q“s)(f(2k,x,qks)f(2k,x,q2ks)—f(3k,x,qks)f(k,x,q2ks)).

Nun ist nach der verallgemeinerten Formel von Cassini (1.14)

k(3k-1)
f (2K, x,q"s) f (2K, x,q%s) — f(3k, x,q"s) f (k, x,q%s) = (<D)*(qs)*q 2 f(k,x,q"s)f(k,x,q%s).

Somit ergibt sich insgesamt

d(2,k,s) =2 “Vs*f (2k, x,s) f (2k, x,q*s) f (k, x,s) f (k, x,q*s) f (k, x,q**s) f (k, x,q™s).

3. Rekurrenzen flir hohere Potenzen von Fibonacci-Polynomen

Im klassischen Fall der Fibonacci-Polynome kann man auch die Rekurrenz der héheren
Potenzen F (x,s) sehr einfach berechnen.

k
n n
Denn F,(x,s)" = (a P J ist eine Linearkombination der Potenzen von

a“, o B, P B2+, B. Wegen aff =—s ist F,(x,s)" also eine Linearkombination der
Potenzen von o, f*;—a?s,— " ?s;a"*s?, **s?;---, wobei fiir k = 2¢ statt der beiden
letzten Terme (—s)" steht.

Sei h,(z,%,8)=(z—a")(z— B“)(z + &*s)--- das normierte Polynom mit diesen Nullstellen.
Dann gilt offenbar

(z—a")(z- ") =2" - L (X,8)z+(-1)"s",

(z+a“?s)(z+ B*%s) = 2% +sL,_,(X,8)z + (~1)*s,

(z-a"*s?)(z- p**s?) = 2° = s’L_,(X,8)z + (=1)*s",---.

Daher ist
h(z,x,8)=z-1,
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h,(z,X,8) = 2° — Xz —s,

hy(z,%,8) = (z° = L,(X,8)z+s%)(z +5),

h,(z,x,8) = (2° = Ly(X,8)z - $®)(z° +sL,(x,8)z - s°%),

he(z,%,8) = (2° = L,(X,8)z +s*)(2* +sL,(x,8)z + $*)(z — §?), -+
Daraus ergibt sich

h(2,%,5) = (22 - L, (x,5)2+ (—1)kls"1)hk_2(—§, X,5)(=s)"2.

Somit ergibt sich eine Darstellung der Gestalt
U N
h,(z,X,8) = Z( 1) 24
j

k
mit gewissen Koeffizienten < >
J

Diese Koeffizienten sind die (Polynom-)Fibonomialkoeffizienten

j-1

F.i(x,9)
-
] J H Fi(x,s)

Es gilt also

g(—l)wl]s@ <k ]Ll> F_(x,8) =0

fir n>k +1.

Das ist ein wohlbekanntes Resultat, ich weil} jedoch nicht, wer es zuerst gefunden hat.

Es kann noch ein wenig verallgemeinert werden:
Sei

j-1

<k> HF(k—i)é(X!S)
J é_ l__j[Fi(/(XaS) |

Dann gilt mit p(¢) =1, falls ¢ ungerade istund p(¢)=2, falls ¢ gerade ist,

+ LGN
kzll(_l)w : J8[2]€<k —:1> F(n—j)/(xys)k =0.
i=0 1

Spezialfalle sind (1.3) fur k =1 und ¢ — k und (2.4) fur k = 2.

Zum Beweis sei bemerkt, dass F,,(x,s)"* fur ungerades ¢ eine Linearkombination der
Potenzen von o, g —a'* s’ — g'* s’ o*4s? p**s?;... ist. Man muss also in den

obigen Formeln nur o — o', 8 — B',s — s’ ersetzen.

3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)
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Speziell gilt fiir die entsprechenden Polynome
Hea(z x8) = (2-a")(z- "Nz +a"“Ps")
die Beziehung

_ _ Z I(k—
H, (2,%,5) = (2% = L1y (,8) 2 + (-1)F s l>)Hk,2(—?,x,s)(—s)v<k 2, (3.6)

K i+l / i k .
Es gibt also eine Darstellung H,(z,x,s) = Z(—l)[ ? js (2]< > 74,
j=0 Iy
kK+1 )
Schreibt man H,,,(z,x,s) =Y a,z“*’, dann ist
j=0
k+1
Zakj F(‘;fj),, =0 fir n>k +1. Genauer gibt es eine Darstellung der Form
j=0

K j+1 / ] k - k
H.(z,%,8) = Z(—l)[ ? }s [ZJ<J> 271, Hier sind die Koeffizienten < > noch unbekannt. Wir
j=0 ‘ 0

1/,

mussen also zeigen, dass sie durch (3.4) gegeben sind.
Koeffizientenvergleich in (3.6) liefert

2\ o (MY v o ) sy K (3.7)
j g_ J ) (k+1)¢ ! j—l (7 j_2 g' '

0 1
Dadurch und durch die Anfangswerte <J> =[j=0] und <J> =1fur j=0 und j=1sind
14 l
_Jk\ :
die <J> eindeutig festgelegt.
l

Man verifiziert leicht, dass (3.7) gleichbedeutend mit der Formel

F(k+2)/,(xv S) F(k+1)(%(x’ S) = (_S)j(/ F(k—j+2)(((X’ S) F(k—j+1)/,(X! S) + L(k+1)/,(xa S) sz(x’ S) F(k—j+2)(((x’ S)
+(_S)(k+2_m F(j—l)e(xvs) Fj,(xis)

ist, die sich sofort mit Hilfe der Binetformeln beweisen lasst.
Fur gerades ¢ &ndern sich nur die VVorzeichen.

Es gilt auch die einfachere Rekursion

i

Das ergibt sich aus
I:n (X! S) = SFk—l(Xi S) I:n—k (X1 S) + Fk (X’ S) I:nJrl—k (X' S)'

Als Folgerung sieht man, dass <k> ein Polynom in x,s mit nichtnegativen Koeffizienten ist.

Die Matrix dieser Fibonomialkoeffizienten beginnt mit
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10 0 0 0
11 0 0 0
1 x 1 0 0
1 s+x° 5+ x° 1 0
1 x(2s+x%)  (5+%%) (25+%%) X (25+x%) 1

1 s?+3sxb+xt (25+%%) (s2+3sx%+xY) (2s+xP) (s%+3sx?+x") sP+3sx’+x

0
0
0
0
0
o

Ich méchte noch einen weiteren Beweis fiir die Rekurrenz der Folgen F, (x,s)* angeben,

der eine Idee von L. Carlitz [2] verwendet. Wir wissen bereits, dass F,,(x,s)* eine

Linearkombination der Folgen o' ""g" fir 0< j <k ist. Sei U der
Verschiebungsoperator Uh(n) = h(n—1). Diese Folgen o' "% geniigen
der Rekurrenz (1-a'® VU)o " g = 0.

Daher gilt [ [(1—a'“PBU)F, (x,5) =0.

j=0
Nun gilt nach dem q - binomischen Lehrsatz

[a-a% anZo(‘l)kq(zmxk-

j=0

n—.

Fur q B st {n} = o <n> wie man sofort verifiziert.
a k k
Dabher ist |
ﬁ 1-a*PpU) = ﬁ a- [ﬁJ] (a"U)) = Zk:(—l)j (ﬁj@ g <k J+1> Palsk
j=0 j=0 a j=0 @

Wenn man a — «', 8 — ' Uibergehen lasst, ergibt sich genauso

ﬁ(l_a(k_j)gﬁjéu) — i(—1)1+/«[;jsg(3<k —J|—1> Ul

Dabher gilt

g(—l)“‘[z];[zj <k J+1> (Fy) =0,

Die Polynome h,(z,x,s) treten auch als charakteristisches Polynom
det(zl,—a(n))=h,(z,x,s) der Matrizen
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. n-1 . n
-1- o ~1) .. .
a(n) :det((n i Ijx“"s’] bzw. b(n) :det((l _]x'””ls”’] auf. Das wurde
i,j=0 i,j=1

n-J
(far den Fall x =s=1) zuerst von V.E. Hoggatt vermutet und von L. Carlitz [2] bewiesen.

H. Prodinger [4] hat im Fall x =s =1 einen sehr einfachen Beweis durch explizite
Bestimmung der Eigenvektoren u(n, j) zu den Eigenwerten 1, = (-s)" 1?1 fir 1< j<n
gegeben. Sein Beweis liefert in unserem etwas allgemeineren Fall die Eigenvektoren
u(n1, j)
| u(n2,j)

u(n,.n, )
mit u(n,i, j) = ZJ_:(_S)ik (;(__:;J( ;]__;(]aZKil.

Dieses Resultat scheint jedoch kein schones q— Analogon zu haben.

Dagegen ergibt sich ein schones g— Analogon, wenn man die Rekurrenz der Potenzen der

g — Fibonacci-Polynome betrachtet.

Dabei erwies sich wieder das Mathematica Softwarepaket qGeneratingFunctions von
Christoph Koutschan als niitzliches Hilfsmittel. Damit konnte ich fur k = 2,3,4 die
entsprechenden Rekurrenzen sehr schnell berechnen. Fur k =5 dauerte es schon relativ lang.
Aber diese Werte genlgten, um die folgende Vermutung zu finden:

Vermutung 1

Sei
-k _ —k+laqy ... i —k+j-1
fibo(k, j, x,5) = f(k,x,q S)f(k,- 1,x,q S}, f(k _J+1L?<,q s)
f(Lx,q's)f(2,x,9's)--- f(j,x,q7's) (38)
fk=jx ") F(k=j-1,x9"""s)--- f(L,x,q7's) '
f(k—j,x,q*s)f(k—j—1x9%s)--- f(L,x,q7"s)
Dann gilt
SP T ANHIE by
D (=D 2 (g"s) g+ fibo(k +1, j,q"s) f (n— j,x,5)* =0. (3.9)
=0
Setzt man
Kk
‘ [1fG.xs)
<.>(X!S’q): j i:1__ k—j ) ! (310)
J [TfGx.a'9)]] f.xa’s)
i=1l i=1
dann gilt
e () () §e ke -
Z(—l)[zjs[zqu < }L>(X,S,Q)f(n—j,X,Q'5)k=0- (3.11)
=0
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Die Formeln (3.9) und (3.11) sind nattrlich wieder &quivalent und ein g — Analogon von (3.3).

Das lasst sich fur kleine k sehr leicht verifizieren und/oder mit Mathematica tberprifen.
Denn beachtet man (1.11), so sieht man, dass (3.11) aquivalent mit

a“+ k_i(—l)[ 2 JS[Z}qgiz <k ].Ll>(x,s,q)v(j)‘k (f(i-Lx,as)a— f(j, x,s,)b)k =0

fiir beliebige a,b ist.

Fur beliebige k habe ich dabei keine GesetzmalRigkeit gefunden, die zu einem allgemeinen
Beweis fuihren konnte.

Dasselbe gilt fur die folgende

Vermutung 2

Sei fac(n,s,?) = f(4,x,8)f(2¢,x,5)--- f(n’,x,s). Dann gilt
- _ - J k k

det(f(n+i-j,q’s) )i,j:O
k+1) (k+1

NSO nk-1 V4 3 [ 2 (k) 1 K1 (312)
_[(—1)( )(ZJHGD[Q 2 SJ( N j I] fack—j,a’s, D] | fac(k — j,q"’s,1).

j=0 j=0 j=0

Hier ist Uberaus erstaunlich, dass dabei das Produkt der Binomialkoeffizienten auftritt. Im
klassischen Fall ergibt sich das wieder aus der Binet-Formel. Wir kénnen namlich analog zum
Fall k =2 vorgehen und erhalten, wenn wir Fib(n,s) = F,(x,s)F,(X,s)---F,(X,s) setzen,

e s A Sy ([ o]
det Fn+i7j(xis)k - =det x =l det (_1)5 (n+i-j)(k f)ﬂ(nﬂ e
I e e T

a(nfj)(k*é’)ﬂ(nfj)f

(n+1-j)(k=0) p(n+1-j)¢
. . (94
Seinun z(j,/)= P

a(n+k—j)(k—5)ﬂ(n+k—j)é

Dann ist
det (Zk: (_1)5 (;j a(n+ii)(k£)ﬁ(n+ij)£’} _ (_1){2J1L[ (;)Z det ( Z(O, ﬁ(o)), Z(l, 7[(1))1 ... Z(k, ﬁ(k)))sgn(ﬁ)

wo 7z alle Permutationen durchlduft, weil alle anderen Terme mindestens zwei gleiche
Spalten haben und daher verschwinden.
Wenn man die Elemente der ersten Zeile heraushebt, ergibt sich

det(F,. (05)' ), = (—(a_ ;)MJ(—&”fl@[isgnmf[ a0 o0 |g

(=0

mit d :det((ak“ﬂj)i).
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Nun ist

d =det((akjﬂj)i) = (_1)@1}(05k —ak’lﬂ)(ak _akfzﬁZ)...(ak _ﬁk)(auﬂ_ak,zﬁz)
_._(ak—lﬁ_ﬂk)_“(aﬂk—l_ﬂk)

= (_1)[ zlj(aﬂ)[zM 21]+"'[2](a—,3)(a2 —ﬂz)-"(ak _ﬂk)(a_ﬂ).“(ak—l_ﬂk—l).“(a_ﬂ)
:(—1)[ +1]( )( H] (k+l]1;[|:lb(k J,S).

Die Summe kann ebenfalls als Determinante det(c; ;) mit ¢, ; = (ak‘j,b’j )n_' gedeutet werden.
Es ist dann wie oben

det(c ) = dﬁ(akj B

Somit ergibt sich insgesamt

dEt(FnJrifj(X’S)k):(]j:O _ (W] (_1){";1}(“1]1%[( ]dzlig(akjﬂj )n—k

fee
[ﬁ}‘ SR 1 (M SRS |

(=0 j=0

also

det(Fij(X,S)k )ijzo _ (_1)[ ;j(nfk) k (k]s[ ;j(nfk) 2[ )H Fib(k— J.)". (3.13)

~

P = =[n] die Formel
p

[;]kl ([ =11y (3.14)

Diese Vermutung kann noch ein wenig verallgemeinert werden.

Vermutung 3
Fir neZ und 7,k >1 gilt
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[ nay (k (k)1 O\ k;rl (n-k)+2 kgl
det(f(f(n+i— j)’x'qgjs)k)ik,j:o :(_1)“[ 2 ]( )[H(;D(q(z)sj [( ] [ J]

m=0 (3.15)
k-1 ) k-1 )
fac(k - j,q%s, O | fac(k - j,q'™*Ps, 0).
=0 j=0
Und das ist wieder ein Spezialfall von
Vermutung 4
k+1
. ] AN B [2 ](n+mk—m+€) k (k
det( f (n+mi—4,x,q") )i,j:o_(_l) 1:! j
K+ K+ k+1\n) (k+ k+1\m(km— k+1\2( ) (k+1)¢ +
Lo LT A
k-1 . k-1 .
fac(k — j,x,q™""s,m)[ | fac(k — j,x,q"s, ).
j=0 j=0
Ahnliche Fibonomialkoeffizienten treten auch in anderen Formeln auf.
Setzt man
. H f (4i,x,5)
<'>(€’X’S’q): j S —
J TTf (%9 9)[] f (4, q%)
i=1 i=1
so kann man (2.6) in der Gestalt
2 3 la)2 (ol 3 20 a\2
f(/n,x,s)" — 1 (4, x,s,q)f(/n—=1,%x,q°s) +(-1)'s 5 (4,%x,s,q) f(/n—=20,%,9's)
(3.16)
52, 30(30-1)
+(-1)"*'s¥q 2 <3> (4, x,5,0)f (/n-30,%x,g*s)* =0
schreiben.
Weitere derartige Formeln sind
4 4
f(2n,x,s)° - <1>(2, X,s,q) f(2n -2, x,0°s)* + g°s° <2>(2, x,s,q) f(2n—4,x,q"s)*
4 A (3.17)
—g%s° <3> (2,%,5,9) f(2n -6, x,9°s)* + q*s™ <4>(2, X,s,q) f(2n-8,%,0%)% =0,
3 4 3.)3 12,3 4 6.1\3
f(3n,x,s)° - ) (3.x,5,0) f(3n—3,x,0’)° —qg"s ) (3,%,5,0) f(3n-6,x,9°s)
(3.18)

4 4
+q5439 <3> (3, X, S, q) f (3” -9,x, q95)3 + q144318 <4> (3, X, S, q) f (3n ~12.x, q125)3 =0,
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f(4n,x,s)® - <‘11>(4, x,s,0) f (4n—4,x,9%)* +g**s* <;1> (4,%,s,9) f (4n -8, x,0°)°
(3.19)

4 4
—q%s™ <3> (4,%,s,9) f (4n =12, x,q"s)* + q*°s* <4> (4,x,s,9) f (4n-16,%,q'°s)* = 0.

Diese Resultate legen die folgende Vermutung nahe:

Vermutung 5
Firalle k >1 und ¢>1 gilt die Rekurrenz

ki(_l)m(i] (q(“*é)(/?’S] [ZJ <k ]rl> (x.5.0) F (L= ). x.qs)" = 0. (3.20)
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