3. g-Stirlingzahlen

In diesem Abschnitt wird mit Hilfe von Inversionen und dem Major Index ein q— Analogon
der Stirlingzahlen definiert. Es wird gezeigt, dass diese q— Stirlingzahlen auch in nattrlicher

Weise beim Vergleich der Operatoren (xD)" und x"D"auftreten. AuRerdem werden
q— Analoga der fallenden Faktoriellen und des Differenzenoperators angegeben und einige
wichtige Resultate ber Stirlingzahlen auf ihre gq— Analoga uUbertragen.

Wir haben bereits gesehen, dass fur die Menge W, aller Worter aus den Buchstaben 0 und 1
der L&nge n mit genau k Elementen 1 gilt

> q‘””<w>=m. (31)

weW,

MacMahon hat gesehen, dass dasselbe gilt, wenn man die Anzahl der Inversionen durch den
sogenannten Major Index maj(w) ersetzt. Dieser ist folgendermalien definiert: Sei

W =a,a,---a,. Dann versteht man unter der Abstiegsmenge die Menge D(w) ={i:a, >a,,},
=0 ist, und definiert maj(w)= > i.

icD(w)

also die Menge der i, wo @, =1,a

i+1

Ordnet man einem Wort aus W, , einen Gitterweg von (0,0) nach (n,2k —n) zu, indem man

jedem 1 einen Aufstieg (1,1) und jedem O einen Abstieg (1,—1) zuordnet, dann besteht die
Abstiegsmenge aus allen ,,Gipfeln A\* dieses Weges.

Sei z.B. w=00101110100111€W,, ;. Hier ist D(w) ={3,7,9} und maj(w) =3+7+9=19.

Der zugehorige Gitterweg schaut folgendermafen aus:

MacMahon hat nun gezeigt, dass

Satz3.1
fnk= Y q”‘a"‘W’{”} (32)

WeW, k

gilt.
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Zum Beweis zeigen wir, dass bei festem n
f(nk)=f(n-Lk-1)+f(n-1k)+(q" " -1 f(n-2,k-1) (3.3)

fir alle k qilt.
. . 1 1 1
Far f(Q,k) gilt f(l,O):lz{O}, f(l,l):lzL} und f(l,k)=0:{k} sonst.

Fur f(2,k) gilt analog f(2,0)=1:{§] f(2,1)=1+q :{ﬂ f(2,2)=1:{ﬂ und
f(2,k) =0={ﬂ sonst.

Um (3.3) zu zeigen, schauen wir, wie das Wort endet. Wenn es auf 10 endet, ist n—1e D(w)
und daher maj(w) =n-1+maj(v) mit veW, ,, ,. Endet es auf 11 oder 01, so ist

mayj(w) = maj(v) mit veW, .. Wenn es schlielich mit 00 endet, dann ist w=v0 mit
VeW 1 \W, -
Daraus folgt sofort (3.3), wenn wir f (0, k), das noch nicht definiert ist, geeignet wahlen. Es

0
zeigt sich, dass wir f(0,k) = [k = O] = [k} setzen missen, damit die Rekurrenz auch fir

n=2 stimmt.
Nun ist klar, dass f(n,k) durch (3.3) eindeutig festgelegt ist. Wenn wir zeigen kdnnen, dass

f(n,k)= [H ebenfalls diese Rekurrenz erfullt, ist (3.2) bewiesen.

Das folgt jedoch sofort aus
n-1 . n-1 L) n-2| |n-1 N n-1 (g —1) n-1| |n-1 .
k k-1|" k-1| | k k-1|" k | |k-1

Man nennt inv(w) und maj(w) eine Statistik auf den Wértern w.

uieH

Nun wollen wir etwas Ahnliches fir Partitionen von Mengen machen.
Eine Partition 7 der Menge {1,2,--- n} ist eine Zerlegung in nichtleere Teilmengen,

sogenannte Blocke, B,,---,B,. Sei S(n,k) die Menge aller Partitionen in k Blocke. Wir
schreiben 7 in der folgenden kanonischen Form: 7 =B, /B, /---/ B, , wobei die Blocke nach
wachsendem kleinstem Element geordnet sind: min B, <min B, <---<min B,.

Die Anzahlen S(n,k) :|§(n,k)| der Partitionen in k Blocke werden Stirlingzahlen der

zweiten Art genannt.
Wir suchen nun q— Analoga der Stirlingzahlen. Dazu wollen wir die beiden obigen

Statistiken auf diesen Fall Ubertragen.

Wir definieren zunéchst inv(xz).
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Definition
Eine Inversion von 7 =B,/B,/---/B, istein Paar (b,B;), wobei be B,,i< j, und
b >min B; ist. Die Anzahl aller Inversionen wird mit inv(z) bezeichnet.

Die Partition 7 =138/2/467/59=8B,/B,/B,/B,
hat die Inversionen (3,B,),(8,B,),(8,B;).(8,B,),(6,B,),(7,B,), daher ist inv(z) =6.

Wir ordnen nun jeder Partition 7 das Gewicht q™™ zu und definieren die ¢ — Stirlingzahl
der zweiten Art S[n,k] als das Gesamtgewicht aller Partitionen mit k Bldcken:

Definition

Die q - Stirlingzahl der zweiten Art ist definiert durch

S[n.k]= > q™". (3.4)
zeS(n,k)
Dann gilt
S[n,k]=S[n—l,k—1]+[k]S[n—1,k]. (3.5

Denn wir kénnen zwei Falle unterscheiden:

1) /n ist ein Block und daher der letzte. Das Gesamtgewicht aller derartigen Partitionen ist
offenbar S[n-1k—1].

2) Das Element n liegt in einem der k Blécke. Wenn es im ersten liegt, dann hat es mit
jedem der k —1 folgenden Bldocke eine Inversion, wenn es im zweiten liegt, dann mit den

k —2 folgenden Bldcken, usw. Also ist das Gesamtgewicht aller Partitionen, die aus einer
gegebenen Partition 7, durch Einfligen von n in einen der vorhandenen Blocke entstehen,

gerade (1+q+---g“") mal dem Gewicht von 7,. Wenn man Uber alle 7, summiert, ergibt
sich [k]S[n—1,k].

Fur die Matrix (S[n,k]) _ ergibt sich

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 1 2+ 1 0
0 1 3+30+9° 3+29+q? 1

Dabei ist S [O, k] so gewahlt, dass die Rekursion (3.5) auch fiir n=1 richtig bleibt.
Als Spezialfalle ergeben sich die Werte S[n,1]=S[n,n]=1 fir n>1 und
S[n,n-1]=n-1+(n-2)q+(n-3)q* +---+q">.

36



Als nachstes wollen wir den Major Index auf diesen Fall Gbertragen. Sei d; die Anzahl der
Elemente b € B; mit b >min B,;. Die Abstiegsmultimenge D(r) ist
D(x) :<1d1,2dz ,---(k—1)dH>, wobei i% bedeutet, dass i d, —mal wiederholt wird. Der Major
Index ist dann die Summe der Abstiege

maj(z) = z i=1d, +2d, +---+ (k-1)d, ;. (3.6)

ieD(x)

Zum Beispiel ist fir 7 =138/2/467/59 die Abstiegsmultimenge (1,1,3,3) :<12,32> und
maj(zr) =1+1+3+3=38.

Dann gilt
Satz 3.2
2. 9™ =S[nk]. (3.7)
7eS(n,k)
Beweis

Da die Summe auf der linken Seite dieselben Randwerte wie S [n, k] besitzt, brauchen wir

nur zu zeigen, dass auch dieselbe Rekursion erfillt ist.
Sei also 7, eine Partition von {1,---,n—1}. Man fiigt wieder n hinzu.

Wenn /n einen Block fir sich bildet, kommen keine neuen Abstiege dazu und es gilt
maj () = maj(z,).

Sei nun n im Block B; von 7, enthalten. Dann ist

maj(7) ={

maj(7z,)+1, wenn 1< i<k
maj(z,),  wenni=k

Dabher ergibt sich

Z qmaj(ﬂ) — Z qmaj(zro) +§ Z qmaj(zzo)+i’

7eS(n,k) myeS(n-1,k-1) i=0 7yeS(n-1k)
woraus alles folgt.

Aus der Vorlesung ,,Diskrete Mathematik* ist bekannt, dass die Stirlingzahlen der zweiten
Art durch die Polynomidentitét ZS(n, k)(x), = x" eindeutig festgelegt sind. Hier ist

(x), =x(x=1)---(x—n+1). Umein q— Analogon dieser Identitat zu erhalten, beachten wir,
dass einerseits (xD,)(x™) =mx™ und daher (xD,)"x™ =m"x" ist und dass andererseits
x“D/x™ = (m), x™ gilt. Daraus folgt, dass die Stirlingzahlen auch durch die Operatoridentitit
> S(n,k)x“D/“ =(xD,)" charakterisiert sind, welche eine gewisse Aussage tber die

k

Kommutierungseigenschaften des Multiplikationsoperators und des Differentiationsoperators
machen. 37



Wir suchen nun eine analoge Formel fur den g — Differentiationsoperator.

Man sieht sofort, dass
k

(xD)" = ZS[n, k]q(zjkak (3.8)
k=0
gilt.
Denn das stimmt fir n=0 und ergibt sich mit Induktion aus
k k k

2.S[n+1, k]q(ZJXka = xD(xD)" = Z‘,S[n,k]q[zlxDXka =ZS[n,k]q(ZJX(qukD+[k]xk‘1)Dk

k+1 k k

=>'8[n, k]q( 2 ]x“Dk*1 +>_[k]SIn, k]q[zjxk D =>"(S[n,k-1]+[k]S[n, k])q@kak.

Fur g =1 werden die Stirlingzahlen s(n,k) der ersten Art durch (x), = Zs(n, k)x* definiert.
k

Diese Identitét schreibt sich in Operatorform x"D;' = ZS(n, k)(xD,)".
k

Definition
Unter den g — Stirlingzahlen s[n,k] der ersten Art verstehen wir die eindeutig bestimmten
Koeffizienten in der Entwicklung

q@x“Dn = s[n,k](xD)*. (3.9)

k

Dann ist
n+1
> s[n+1,k](xD)* = q[ 2 jx”“D”“ - q"q[zjx”xDn+1 = q[zjx" (q”xDn )D

k

n n

n

_ q@Xn (D"x-[n]D"*)D = q[zjx”D"(xD) —[n]q[z]x”Dn =>"s[n,k1(xD)** =[n] > s[n,k](xD)".

k

n

Koeffizientenvergleich ergibt

s[n+1,k]=s[n,k —=1]—[n]s[n, k]. (3.10)

Durch diese Rekursion und s[0,k] = [k = O], sowie s[n,k]=0 fir k <0 sind die s[n,k]
eindeutig festgelegt.
Fur die Matrix (s[n,k]) _ ergibt sich

n,k>

1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 -1 1 0 0
0 1+q —(2+0q) 1 0
0 ~(1+9+9®) 3+4q+39°+q® -(3+2q+9?) 1
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Es ist klar, dass die Matrizen der beiden Arten von q— Stirlingzahlen invers zueinander sind.

2. SIn, jls[j.kl=[n=K]. (3.11)
J

Als Spezialfalle ergeben sich s[n,1] = (-1)"*[n-1]! fir n>1, s[n,n]=1 und
s[n,n—1]=-S[n,n-1].

Als néchstes wollen wir schauen, was sich als Analogon von (x),, ergibt.
Man rechnet leicht nach, dass

q_[zjx“D”(xm) = q@ [m][m-1]---[m-n+1]x" =[m]([m]-[1])---(m]-[n-1]x"
%;tﬁer definieren wir

(x) = x(x=[1)(x~[2])---(x=[n-1]. (3.12)
Satz 3.3
Die g - Stirlingzahlen sind durch die Gleichungen
> S[n,kI(x), =x" (3.13)
k
und
D s[n KIX< =(x)_ (3.14)

k
eindeutig festgelegt.

Wir wollen zunéchst die Polynome <x>n naher studieren. Wir betrachten dazu die lineare
Abbildung W : C(q)[x] — C(q)[x], die durch

W(x") =(1+(q-1)x)" (3.15)
fiir alle n e N definiert ist.
Es ist klar, dass W Produkte wieder in Produkte Uberfuhrt, also
W (f(X)g(x)) =W (f(x))W (g(x)) erfillt.
Daraus folgt, dass der Multiplikationsoperator x in den Multiplikationsoperator (1+ (q—1)x)
Ubergeht,

WxW ' =1+ (g-Dx. (3.16)
Das ist gleichbedeutend mit
W (x-DW ™ = (g-1D)x. (3.17)
AuBerdem ist
WDW ™ = 5 (3.18)
(-1

Denn WD,x" = n(1+(q—1))"" und DWx" = D,(1+(q-2)x)" = (q—L)n(L+ (g -1)x)" .

Wir zeigen zuerst, dass

(x), =W [(H)nj (3.19)

(q-1"
gilt.
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k k k
Denn ausW(X_q j:W(x)—q _(@=Dx+1-q = x—[k] ergibt sich
q-1 q-1 q-1

(o fle-t=60.

k=1

Jeder lineare Operator A auf C(q)[x] geht durch W in einen linearen Operator WAW
OB fogw E DT ),
(q-1)" (q-1)" i
Daher ist W (q—1)DW ™ ein g - Analogon des Differenzenoperators A,, der durch

A f(x)=f(x+1) - f(x) definiertist. Denn

A(X), = (X+D) X (Xx=n+2) = x(Xx=1)--- (x—n+1) = (X +1-(X=n+1)) (X),, = N(X) 1.
Wir definieren daher den q— Differenzenoperator A durch

tber. Speziell erfiillt W (q-1)DW *(x)_=(q-1)WD

A=W (q-1)DW™ (3.20)
Dieser ist charakterisiert durch
A(@+@-1%")=(@" -+ (a-1)x)""* (3.21)
und auch durch
A(x) =[n](x) ,,neN. (3.22)
Nun ist
WeW ' =E, (3.23)
wobei
E(p(x)) = p(ax+1) (3.24)
ist.
Denn

WHEW (x") =W'E((L+(q-Dx)") =W {1+ (@ -DA+x))" ) = a"W *(({L+ (@ -Dx)") = &(x").

Daher ist A=W (q-1)DW =W l(g—l)w—1 =W lw-l\N(g—l)W—1 =;(E -1).
X X 1+(q-Dx

Satz 3.4
Der q— Differenzenoperator erfullt
f(gx+1)— f(x)

AT = 1+ (q-1)x

(3.25)

. ergibt sich wegen (3.22) und

In der Entwicklung (1+(q-1)x)" =>"a, (x)
k

L((x),)=[k=0], dass [K]'a, =LA ((1+(q—1)x)”): (9" =1)---(q"** 1), also
—(q-1)* m st
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Wir erhalten daher

n n
z[kj(q ~D)*x =(1+ (q-)x)" = zM(q ~1)"(x), . (3.26)
k k
Diese nutzliche Formel ergibt sich tbrigens auch sofort aus x" = Z{H(xfl)k, wenn man
k=0

darauf W anwendet.

(3.26) ist auch aquivalent mit der Formel

(0, @-D"" _e(@+(@-Dx)1)
nz? [ e(t) ' (3.27)
Diese ergibt sich auch aus Wg(; (x [nl]) 3 =W eé()it)).

Man kann alle betrachteten linearen Operatoren auf C(q)[x] auch durch einfache formale

Potenzreihen, die den Differentiationsoperators D, enthalten, darstellen.
Der Operator ¢ hat die Gestalt

Denn wendet man die rechte Seite auf x" an, so erglbt sich

z((q DX b nzz( ]((q —DX) X = (X4 (G -DX)" = g"X" = X",

k

Aus (3.28) ergibt sich, dass der q— Verschiebungsoperator E( f(x))= f(gqx+1) die
Darstellung

E :Z% D, (3.29)
n=0 -
besitzt.
0 _ k «© — k
penn E=wew 1 =w> LD yyypuy 1 - 52 EHEA=DX) b
o k! koo k!
Eine andere Darstellung ist
E =ce™. (3.30)

Denn (gx +1)" :g((x+1)“):ge'°1(x”). Wegen D¢ =qeD, ist EX = ¢4l als0
E“(f(x) = f(g"x+[k]).

Ebenso folgt, dass
Dy (3.31)

gilt.
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Daraus ergibt sich

Z d+(q - ll)x)k_l DX, (3.32)

Das folgt auch, wenn man diese Formel auf (1+(gq—21)x)" anwendet. Denn die linke Seite
ergibt (9" —1)(L+(q—1)x)"" wegen (3.21). Fir die rechte Seite ergibt sich ebenfalls

> O o (11 (0-90) - 3 | 0-0 s (@-9" =@ -0+ (@-D0

k=1

Spe2|ell ist
AK) = Z(1+(q—1)x)“@x“

Wendet man (¢+1)" auf x™ an, so ergibt sich
(e=D)"(x")=(q"-)(@" -q)...(q" —q")x" = q(ZJ (q-1)"x"D"(x™). Das ergibt die Formel

q@(q—l)”X”D” =(e~1)", (3.33)
aus welcher sofort

q[2](1+(q—1)x)“A” =(E=D" (3.34)
folgt.
Das kann auch in der Form

n q_( ] o k
A ~| |(E-q") (3.35)
(1+(q DX)" ko
geschrieben werden.

Daraus kdnnen wir nun eine explizite Formel fir die q— Stirlingzahlen der zweiten Art
ableiten:

Aus (3.13) ergibt sich

S[n,k] = LA—k( X") =L .

(k]

(E-1)(x") = qu ‘v gy
[ ' @+ (a-Dx)" I

Nun ist E¥(x") = (qu+[k])”, wie man sofort nachrechnet. Daher erhalten wir schlieBlich

Satz 3.5
Eine explizite Darstellung der q— Stirlingzahlen der zweiten Art ist gegeben durch

{5 . (i]
q n
[]( =1 { }( 1ig? [k j]. (3.36)

S[n,k]=L
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Aus dieser Formel kénnen wir eine erzeugende Funktion ableiten.
I A¥ A¥ A (1
Wir bilden » S[n,k]z" =) L—(x")z"=L—| » x"z" |=L— :
Foin = X =L S0 Ll

1-xz
_ k( j [k]'z"
Nun ist A =
1-xz) (1-zx)(1—zEX)---(1-zE*x)

[ 1 J ( 1 ) ( [k-1]1z* j
1-xz 1-xz (1-2x)1-zE(X))---(L— zE* (X))

~ [k-1]1z¢* 1-2x—(1- zEX(X)
(- 2X)(1-zE(X))---(1— ZEX (X)) 1+(q-1)x
Somit erhalten wir schliellich

. Das ergibt sich mit Induktion aus

_ [k]r"
C (1-2X)(1-zE(X))---(1— ZEX (X))

Satz 3.6
Die erzeugende Funktion der g— Stirlingzahlen zweiter Art ist gegeben durch

k

. Ak 1 B z
Zn:S[n,k]z -t [k]!(l—xzj - @-[]na-[2]2)--@-[k]2)

Das kann wegen S[n,k]=0 fiir n<k auch in der Gestalt

0 Ak 1 B 1
Zstoe ke <l o Ela

(3.37)

(3.38)
geschrieben werden.

Man hatte diese Formel natiirlich auch mit Induktion beweisen kdnnen. Denn

@-[k]2)Y SIn+k,kIz" =3 S[n+k,k]z" = > [k]S[n+k, k]z"*

n

=Z(S[n+k,k]—[k]S[n+k—1, k])z" =ZS[n+k—1,k—1]z”.
Fur g =1 reduziert sich das auf die bekannte Formel

. 1
ES(MK"‘)Z T A= )A-22)(-k2)’

In diesem Fall gibt es noch eine weitere erzeugende Funktion, nd&mlich

3 s(n,k) 2 _E-)

n k!

Ein, wenn auch nicht sehr schones, q— Analogon dieser Formel ist

Satz 3.7
Die exponentiell erzeugende Funktion der S[n,k] ist

2

S[n,k]z" q_( K1, s 5 e

| -
n ]
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Das folgt aus
n klz" /" 7@ K k- [g ; k]
o SR U T Sl

n! ~nl! i

—Tk(]zljz{ﬂ(l)qu[kzj]z% [ka{ }( 1)< [k_jje[ﬂz_

n - ]

k
Wegen S[n,k]= LA—(x“) kann (3.39) auch in der Form

[K]!

n!

S[nkJz" | A* (< x"Z" A
27 :L[k]![zn: ]:Lw(e) (3.40)

geschrieben werden.

Fiar g=1ist D, =log(1+A,) =A,; ——+A71—--- ein Operator, der sich als formale
Potenzreihe in A, darstellen lasst. Daraus folgt z.B. dass

n(n-1 n(n-1)(n-2
D,((9,) =00, -2 9, + =B g

gilt.
Der Operator D ist leider nicht als formale Potenzreihe in A darstellbar. Daher gibt es auch
keine schone Formel fir die Koeffizienten der Entwicklung

D((%),) = 28 (X),.

k>1

Denn gébe es eine Darstellung

D=aA+a,A*+
so musste z.B.

D({x),) =a[n]{x), , +a[n][n-1){x), ,+--
fur alle n erflllt sein. Fir n =1 ergibt sich a, =1. Flr n=2 erhalt man
1

2|x-1=(2|x+a,|2|, d.h. &, =———.
[2)x-1=[2]x+au[2], dh 2=t
Aber bereits fir n =3 lasst sich kein a, bestimmen. Denn wir hétten dann

1+q—(2+30+0*)x+(1+q+09°)x* = [3](x), -[3](x), +[2][3] a,

=(1+9+9°)x* -2(1+q+0*)x+[2][3]a
Die Terme mit x stimmen jedoch links und rechts nicht Gberein.

Wir hétten auch folgendermafen argumentieren kdnnen: Wenn der Operator D als formale
Potenzreihe in A darstellbar wére, musste DA = AD sein. Man rechnet aber sofort nach, dass

(AD-DA)((x),)=0*~q#0 ist.
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Fur Stirlingzahlen gibt es viele tberraschende Identitaten, wovon man einige im Buch
»concrete Mathematics* von Graham, Knuth und Patashnik finden kann. Ich mdchte hier nur
zeigen, wie man einige g — Analoga davon beweisen kann.

1) Fir q=1 gilt S(n+1,m+1) = Z(EJS(k, m).
k

Das entsprechende q— Analogon ist

S[n +1,m+1]:2@jqkm8[k,m]. (3.41)

k

n
Zum Beweis verwenden wir die Operatordefinition (xD)" = z S[n, k]q@xk D,
k=0
Dann ist

(xD)™* = x(Dx)"D = x(1+qxD)"D = XZ[:]qk (xD)* D,

m+1

i
also Zs[n +1’m+1]q( 2 ]Xm+1Dm+l :Z(qukzs[k’ j]q(ijjﬂDjﬂ’
m k i

woraus sich durch Koeffizientenvergleich (3.41) ergibt.

2) Fiir g =1 gilt S(n, m) =Z(Ej(—1)“k5(k F1,m+1).

k
Hier haben wir x(xD)"D = S[n, k]q(zjx"”Dk+1
k

und

X(XD)n D= X( D);_l)n D= qnz(Ej(_l)nk X(DX)k D= qnz(Ej(_l)nk (XD)k+l
k

k

j
n . .
:q“Z[kj(—l)”kZS[k +1, J]q[zijDJ.
k i
Koeffizientenvergleich liefert

S[n,m] = qm”Z(EJ(—l)“kS[k +1,m+1] (3.42)

k

Bevor wir weitergehen, wollen wir uns noch die Polynome <x>n genauer ansehen. Fir g =1
gilt (x), = x(x=1)---(x—=n+1) = x(E;*x)---(E;""x) und E, =e™ =1+A,.

n

Fr (x) gilt (x)_ :q(zjx(E‘lx)--(E‘““x), weil Ekx:X;—[k] ist.

k
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Statt A, = E, -1 gilt (1+(q—-1)x)A = E —1. Statt der Vertauschbarkeit von E, und A, gilt
AE = qEA. (3.43)

Das folgt sofort aus De =geD , wenn man mit W transformiert:
AE =W (q-)DW WeW =W (q-1)(De)W * = qW sW W (q—1)DW * = gEA.

(1) ergibt sich durch Anwenden von W die

Aus der Formel (x+1)" = ((x—l)mj

Formel

<x>n=( 1+AJ ). (3.44)

Das hatte man auch direkt verifizieren kdnnen:
Sei T der lineare Operator auf den Polynomen mit T ((x}n) =(x), ,,- Dann st

T+ A)({x)n): (x). +[n](x), = (x=[n])(x) +[n]{x) =x(x) . daherist T(1+A)=x.

Es ist also

Tox_t (3.45)
1+ A

Es gilt A“T —g*TA* =[k]A**, wie man sofort sieht, wenn man beide Seiten auf (x) ,neN,

anwendet. Das ist gleichbedeutend mit A*x—g“xA* =[k]A**}(1+A).
Daraus folgt

(A+A)"x = Zq”{ }A X = ZqU{ }q xAk+Zq[k][ } [k]A**(1+4)

=X(1+gA)" + 1+ A)Zq[ ZJ{n l}[n](qA) -

k-1
d.h.
(L+A)"(x=[n]) = x(1+qA)",
wenn wir unter (1+x)" = (1= (-x))" = 1+ x)(L+gx)--- (1+q"*x) verstehen.

Eine einfache Folgerung ist
1Y 1
T"=| x—— | =(x . 3.46
( 1+AJ 0 d+4)" (549
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Ein anderes Analogon von E, =1+A, ist

E=G@1+A), (3.47)
wobei G der lineare Operator auf den Polynomen ist, der durch
G((x),)=a"(x), (3.48)

definiert ist und welcher AG =qGA erfullt.
Analog sei g der lineare Operator auf den Polynomen mit g((x=1)")=g"(x=1)". Dann st

Dg=qgD und WgW " =G.
Um (3.47) zu beweisen, betrachte man

n e(qD) n n n n 1 n n
9+ (@-DD)(x") =g < 5 (x ) = ge(aD)((x=1)") =e(D)g((x=1)")=q (D) g, (") = ().
Daher ist g(1+(q—1)D)=¢ und somit G(1+A) =Wg(@1+(q—-1)D)W ' =WeW ' =E.

Mit Induktion ergibt sich hier
E"=G"(1+A)---(1+g""A). (3.49)

Definition
Die q— Exponentialpolynome der ersten Art sind definiert durch

9,(x) =D S[n, kIx". (3.50)
k

Diese Folge beginnt mit
LX, X+ X5, X+ 2+9)X° + X3, X+ (B+39+95)X* +(3+ 20+ 9°) x> + x*,---.

Aus @, () = S[n,KIx“ =" (S[n—-1,k =11+ [k]S[n-L kI)X" = X, (X) + X2},
k k

ergibt sich
§0n (X) = X¢n—1(x) + Xgor']—l = X(1+ D)(¢n—1(x))' (351)

Mit Hilfe dieser Exponentialpolynome kdnnen wir auch die Potenzen des Operators x(1+ D)
darstellen:

(k) k
(x@+D))" = Zk:%[k—](!x)q[z]kak. (3.52)

Denn das stimmt fur n=1. Wenn es fiir n stimmt, dann ergibt sich

(k) k (k) k
(x(1+ D))" = Z%[T](:()q[zjkak (x(L+ D) = Z(/’n[k—](lx)q[szk(quDk +[k]D**)(1+ D)
k . k :

“ ék) ; k~k k rgk)(x) I; K~k

= Ek 4qq x[(pk]!(X) Ux D" + Ek 4q[ ]Eok]' []x D
X(p,(]k)(x) (;] k=1~ k-1 (/)ﬁk)(x) [k;rl] K1kl
+ Ek Wq XD + Ek Wq XD
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Wenn wir gleiche Potenzen von D sammeln, so erhalten wir schlieRlich
(k+1,

(rt Dy = 5 KA 0+ @ (DA (R + a5 09 [o]
k

K]

) [5) e
zg%ﬁxa.

Denn es gilt

o) (x) = D*x(L+ D)(¢, (X)) = (4“xD* + [k] D* ")+ D) (g, (X)) 359
= [k]o% P (x) + (@ x+[K]D (x) + g X (). '

Wenn wir die Identitét (3.52) auf ¢, (x) anwenden, ergibt sich

Onon (%) = (x(+ D))’ (2 (X)) = zmq@xk. (354)

[k]!
Daraus lasst sich sofort die so genannte Hankeldeterminante der ¢, (x), namlich

det(gom. (x)):j:O berechnen:

2r (X) -
Denn setzt man a, , (X) = rik]' , dann wird (3.54) zu
(i
¢m+n (X) = zan,k (X)am,k (X)q [k]'X .
k
Aus (3.53) ergibt sich

a,(X) =2, 4,4 (X) + (a“x+ [k])an—l,k (x)+9" [k +1] Xy 1 1,1(X). (3.59)

Dabei ist a, , =0 zu setzen.

Die untere Dreiecksmatrix C, :(aiyk(x)) , Nat in der Hauptdiagonale lauter Einser wegen

ik=
oM (x) = [n]! und daher ist det(C,) =1. Bezeichnet man mit D, die Diagonalmatrix mit
d, = q(zj[i]!xi, dann gilt
(2.;);,,=C.D.C;.
Daher ergibt sich fiir die Hankeldeterminante

n
i,j=

det(p,,; (x)) , =det(C,D,C;) =det(D,) = ﬁ[i]!q[zjxi. (3.56)
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1 0 0
Zum Beispiel ist C, =|  x 1 0 | und somit
X2+x (q+Dx 1

1 X X+ X°
X X+ X° X+(2+q)x* +x°
XX X+Q2+x*+x3 x+(B+39+9°)x*+(3+2q+9*)x* +x*

1 0 0)(1 0 0 1 x  x*+x
=] X 1 0]/0 x 0 0 1 (g+Dx+1|.
X*+x (q+D)x+1 1)l0 0 q@+q)x*)l0 O 1
Nun wollen wir auch noch die Hankeldeterminante det((piﬂ.ﬂ(x))?j:0 berechnen.

Dazu setzen wir C, =(a,(x))., , und B, =(a,,,(x)).,_ und erhalten

ik= ik=
n
(¢i+j+l(x))i’j:0 = Bn Dncrtl
Weiters ist B, =C_J,,, wobei

X 1 0 0 0

X gx +[1] 1 0 0

;| 0 q[2]x  g*x+[2] 1 0

" 0 0 9’[3]x  o’x+[3] 0
0 0 0 0 q"x+[n]

ist. Daher ergibt sich B, =C,J,D,C}. Wir mussen also nur mehr det(J,) berechnen.

n“n=—n>~n*

n+1

2 ]x““ ist. Nun ist j, = x, j, = gx® und wenn man nach

Wir behaupten, dass j, =det(J,) = q[
der letzten Spalte entwickelt, ergibt sich j, =(q"x+[n])j,., —a"*[n]xj,_,, woraus die

Behauptung mit Induktion folgt.
Nun ist die Folge (¢,(x)) durch diese Hankeldeterminanten eindeutig festgelegt, denn aus

det((po),det((pl),det[% (pl],det((pl ("ZJ,... kann man die ¢, der Reihe nach eindeutig
() D P

berechnen, da alle Determinanten ungleich 0 sind.
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Satz 3.8
Die Folge der Exponentialpolynome erster Art ist die eindeutig bestimmte Polynomfolge
welche

det(g,;(9); =ﬁo[i]!q(;]x‘ (3.57)
und
det(1,.4(0); , = q(njjx”“g[i]n@xi (3.58)
erfallt.

Wir héatten das Resultat (iber die Hankeldeterminante auch noch anders beweisen kdnnen.
Betrachten wir bei festem a das lineare Funktional, das durch

F((x),)=a" (3.59)
definiert ist. Dann ist

F(x")=F (Z S[n, k]<x>kj = s[n,kla* = ¢, (a). (3.60)

Fr dieses Funktional gilt F({x) p(x))=F (T"(lJ_r A)”(p(x))

nach (3.46). Wegen F({x) )=a" ist F(T (x) )=F((x)_)=a""=aF((x) ) und daher nach
dem Linearisierungsprinzip F(Tp(x)) =aF(p(x)) fir alle Polynome p(x). Daraus folgt

F((x), p0))=F (T"(L+A4)"(p(x)) = a"F((L+A)"(p(x)-
Speziell ist
F((x), (%)) =F(T"@+A)"(x),))=a"F(@+A4)"(x),)- (3.61)

Wir betrachten nun die Polynome

h.(x,a) = L((x% ) = Zk: (—1)kq@ a—k!Ak ((x)n ) = Zk: (—1)"q@ {H a“(x) . (3.62)

e(aA) [k]
Diese sind ein q— Analogon der Poisson-Charlier Polynome.
Dann gilt
T, NHIGN
F((x), h(xa)=F Z(—l)’q [Ja‘(x)kj<x>n =Z(—1)Jq L}a’F((x)H<x>n)
] J

=akz<—1)fq[2ij«1+ A (), ).
J

Nun gilt (x=b)" = Z{H(afb)“k(xfa)k nach (1.20), also speziell fir x=0,b=-A,a=1
Z(—l)kq[Zj m L+8)"* = q@A"-

k
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Daher ist

F (<x>n h (x,a)) =a“F {z (—1)iq(2J {ﬂ (L4 A)* (<X>”)J —a"F [q(ZjAk (<X>")J _ [k]{ﬂ anq[z]_
Daraus ergibt sich schlieRlich

Satz 3.9
Die q— Poisson-Charlier Polynome sind orthogonal bezuglich des linearen Funktionals F,

das durch F(x")=¢,(a) definiert ist. Genauer gilt

n

F(h,(x,a)h_(x,a)) = q(zJa” [n]![n=m]. (3.63)

Setzt man hn(x,a)=2d(n,k)xk, dannist d(n,n)=1 und d(n,k) =0 fir k >n.
k

Die Identitat (3.63) schreibt sich dann in der Gestalt

n

F (Zd(n, jd(m, k)xj*kJ = Zd (n, d(m, k), (a) = q@a” [n][n=m]. (3.64)

Seinun H, :(d(j,k))?‘kzo. Dann ist H, eine untere Dreiecksmatrix, wo in der

Hauptdiagonale lauter Einser stehen. Daher ist also det(H ) =1.

Die Gleichung (3.64) bedeutet, dass die Matrix H, ((piH- (a))inj:0 H} eine Diagonalmatrix ist,
k

2

wo in der Hauptdiagonale die Werte q( Jak [k]! stehen. Daraus ergibt sich wieder

n

det (g, | (a))i"]j:o = H[i]!q(izjai.

i=0

Sei U der Operator, der durch U ((x), )=x",n N, definiert ist. Dann ist ¢, (x) =U (x") und

UxU ™ = x(1+ D) sowie UAU * =D.
Daraus konnen wir sofort eine Rekursionsformel fiir die q— Poisson-Charlier Polynome
h,(x,a) herleiten. Dennesist Uh (x,a)=(x=a)" und somit

Uxh, (x,a) =UxU “Uh, (x,a) = x(1+ D)(x-a)" =x(x=a)" +[n]x(x-a)""
=(x—-q"a)(x=a)"+q"a(x-a)" +[n](x—q""a)(x-a)" " +[n]q""a(x—a)""
=(x=a)" +(g"a+[n])(x=a)"+[n]q""a(x-a)" ™.

Somit ergibt sich, wenn wir U ™ auf beide Seiten anwenden,
h,..(x.@) = (x—aq" ~[n]h, (x,a) —ag™*[n]h, ,(x,a). (3.65)
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Der Operator U fihrt die Formel (3.26) in

z@(q—1>k¢k(x) - zm(q—l)kxk - (@-Dx.

k
uber.

n n
Nun rechnet man sofort nach, dass sich aus Z(k]ak =b, umgekehrt a, = > (-1)"* (k]bk
k k

ergibt.

ny(k) .
Das folgt auch aus x" = ((1+x)-1)" Z( H™ k( j(l+ X)X :Z(—l)”k(kJ[ijx'.
K,i
Denn man definiere ein lineares Funktional auf den Polynomen durch F(x") =a,. Dann ist
b, = F(@+x)").
Koeffizientenvergleich liefert

Z( H" k( j{ ] [n=i] (3.66)

Daher ist

Ak
@-0"p,(x) =D (=D @Z(q—l)l MXJ

Wir hétten auch folgendermafen argumentieren kénnen:

@-1"x"=(@+(a-2)x)-1)" Z( 1)”( j(lJr(Cl—l)X)k

2o e,

Wendet man darauf den Operator U an, so ergibt sich die obige Formel.

Daraus ergibt sich durch Koeffizientenvergleich eine weitere Formel fir die
q - Stirlingzahlen S[n,k], die kein Analogon fur g =1 besitzt:

Satz 3.10
Die g- Stirlingzahlen S[n,k] sind charakterisiert durch

| K
(a-1™s[n,i]= 3 (-1 (E]H (3.67)

Fur g =1 reduziert sich das auf die triviale Formel (3.66).
Zum Beispiel ist
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) 4\[2| (4)[3] (4)4 ) s 3 4
(9-1) S[4,2]:(ZJ[Z}—(?JL}{‘J{J:6—4(1+q+q )+1+q+29°+q°+q

=3-39-29°+9°+q* =(q-1)*(3+3q+9°).

Satz 3.11
Fir die g — Stirlingzahlen der ersten Art existiert eine analoge Formel

(@-)™ s[n,i]=2(—1)“kq[ : ]mm (3.68)

Zum Beweis gehen wir wieder von (3.26) aus. Wir erhalten
n f1yl i n H
L+(q-)x)" = ZLJ (@-D> sk,ilx' =D x ZLJ (q-1)"s[k, i].
k i i k
Vergleicht man auf beiden Seiten die Koeffizienten, so erhalt man

ZM(q—l)“ s[k,i]:(?} (3.69)

k

n-k
Nun erinnern wir an die Formeln x" = Z{H(xfl)k und (x=1)" :Z(—l)”kq[ 2 J{ka

k k

n
Wendet man darauf ein lineares Funktional F an, so ergibt sich F(x") = Z{k} F((x=1")
k

und F((x=1)") =Z(—1)”"‘q[ 2 JMF(xk).
k

Definiert man also bei festem i ein lineares Funktional auf C(q)[x] durch

E((x=1)) = (q—1)"s[k.i], so ergibt sich F(x”):ZM(q—l)kis[k,i]:[?} Damit ergibt
k

sich (3.68).

AbschlieRend wollen wir noch eine zweite Art von q— Exponentialpolynomen betrachten,
namlich

k
@, (x)=>_S[n, k]q[zjxk. (3.70)
k
Hier ergibt sich @ (x) =Xx®,,(gx)+ x®!_,(X) = X(D + &)P,_,(X).
Aus De(x) =e(x)D+e(x)e ergibt sich x(D+g)=$(xD)e(x).
Daher ist @, (x) = (x(D+¢))" (1) = L(xD)”e(x)(l) = i(xD)“(e(x)).
e(x) e(x)
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Diese q— Exponentialpolynome der zweiten Art erflllen also einerseits

(xD)" (e(x)) = @, (x)e(x)

und andererseits die Formel von Dobinski

B R s s
CDn(X)—m(Xm (Zk][k]!)—e(x)zk‘, ] (3.71)
Es gilt
®n+1(x)=xz(2jqkd>k(x). (3.72)

Denn wir haben schon weiter oben gezeigt, dass
n
(xD)™* = x(Dx)"D = x(1+qxD)"D = xZ[quk (xD)*D
k
gilt. Daher ist

®,4(9) = %(xm”“(e(x» : xZ(E]qk L

k _ ny «
< (D) D) = x;@q @, ().

k
Fir x =1 ergibt sich B, =<Dn(l)=2q(2}8[n,k].
k

Das ist ein q— Analogon der Bellzahlen. Sie erfiillen also die Rekursion

By.1 =Z(:qu8k- (3.73)

k

Daraus lassen sich die ersten Werte sehr leicht berechnen:
(B)mo =(LL1+0,1+29+0” +°,1+39+30° +49°+ 29" +0° +¢°, ).
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