
14. Die EinsteinscheRVakuumfeldgleicluulgen 

Die Feldgleichung,'en sind Tensorgleichungen, stellen also Bedingungen an ein geometrisches 
Objekt, die Metrik. Erst wenn man ein Koordinatensystem gewahlt hat, ergibt sich ein 
partielles Differentialgleichungssystem fUr die Komponenten der Metrik. 

Wenn eine Tensordifferentialgleichung auBer dem unbekannten Tensorfeld keine "gegebe~ 
nen" Tensorfelder oder Zusammenhange in den Koeffizienten enthalt, kann das Cauchy~ 
problem fUr keine Hyperfiache eindeutig losbar sein, denn es lassen sich Koordinaten~ 
transformatiorfen durchfUhren, die auf einer Hyperfiache die Identitat sind, auBerhalb der 
Hyperfiache die Tensorkomponenten aber andern. So laBt beispielsweise die Transforma~ 
tion xO- xO l +(XO/)4 f(x,8) die Tensorkomponenten und die ersten drei xO~Ableitllngen auf 
xO = 0 ungeandert. . 

Die Gleichungenerlauben also kein sachgemaBes Cauchyproblem im friiheren Sinn. Eindeu~ 
tigkeit kann und soIl dann im geometrischen Sinne, das heiBt bis auf Koordinatentransfor~ 
mationen, gelten. Daraus ergibt sich die Frage, fUr welche Hyperfiachen S es geometrische 
Objekte auf S gibt,die die Tensorfelder eindeutigbestimmen~ 

1m Falle cler Einsteinschen Feldgleicbungen: Welche geometrische~ Objekte gibt es auf 
einer Hyperfiache S? Falls S raum~ oder zeitartig ist, sinddas die innere Metrik h und die' 
Einbettungskriiminung k, das sind die erste und zweite Fundamentalform. 

Falls S lichtartig ist, definiert S nur die entartete innere Metrik und keinEm Tensor, cler 
Ableitungen transversal zu S enthiilt. 

Untersuchen wirzunachst die Struktur der hochsten Ableitungender Gleichungen in einem 
beliebigen Koordinatensystem x a , (a, b= 0,1, 2, ~ unda,,8 = 1,2; 3), urn zu sehen, ob wir 
fUr xO = 0 den Satz von Cauchy~Kowalewskayaanwendenkonnen. 

Rbcd = 2qcr~b + Terme in gab, Ocgab 

0= 2ROI,8 = gOO OOOgOl,8 + .. . 
o ...:.. 2ROIO = g0,8 ooogOl,8 + .. . 
o ~ 2Roo '= gOl,8 ooogo,8 + .. . 

Die nicht aufgeschriebenen Terme.enthalten 1. Ableitungen nach allen Koordinaten, aber 
zweite Ableitungen nur nach x,8. 

Die Hyperfiache XO = 0 ist charakteristisch, da oOOgOa fehlt! Da die Koordinaten beliebig 
waren bedeutet das, daB alleHyperfiachen charakteristisch sind. Deshalb konnen (nach 
einem allgemeinen Argument, vgl. S. 17) die Daten gab, oOgab auf keiner Hyperfiache frei 
vorgegeben werden. Wir sehen ja auch an den obigen Gleichungen: Wenn langsio= 0 
iiberall gOO = 0 gilt, also eine Nullhyperfiache vorliegt, sind die sechs GIn. R OI /3 = 0 
Zwangsbedingungen, wahrend fUr gOO =1= 0 auf XO = 0 die nach OOOgOl,8 aufgelOsten GIn. 
ROI,8 = 0, in ROa = 0 eingesetzt, vier Zwangsbedingungen ergeben. Die weitere Analyse 

. des Falls gOO = 0 fiihrt zum charakteristischen Anfangswertproblem. 
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Um im Fall gOO =j:. 0 weiterzukommen, benutzen wir, daB die gOa - wie wir .spatet sehen 
werden und man sich atlch geometrische leicht klarmachen kann - durch· Anderung der 
Koordinaten auBerhalb der Anfangshyperflache X O .= 0 weitgehend beliebiggewahlt wer
den konnen. Denken wir uns also die gOa analytisch' gegeben und betrachten zunachst das 
SystemRa,8 = Ofiir die Unbekannten ga,8' Darauf ist der Satz von Cauchy-Kowalevskaya 
anwendbar mit freien, analytischen Daten ga,8, ooga,8. Eine Losung von Ra,8 = 0 wird 
aber i.a. nichtauch die GIn. Roa befriedigen; denn diese erlegen den Daten ja Zwangs
bedingungen auf. Bestenfalls konnen wir hoffen, daB die Losungen von Ra,8= 0 iiberall 
auchdie GIn. Roa = 0 erfiillen, falls die Daten diese; vier Zwangsbedingungenauf xO = 0 
befriedigen. 

Um zu sehen, daB dieses "Wunder" tatsachlich zustandekommt, untersuchen wir zuerst die 
koordinatenunabhangige Bedeutung del'. Gleichungen Roa = 0 oder, aquivalent dazu (fiir 
gOO =j:. 0 und R a,8=O), der GIn. G~ = 0 langs X O = O. . 

In beliebigen Koordinaten gelten die kontrahierten Bianchi-Identitaten (G.ab . Rab-'-
1/2Rgab, VbG~ := 0) fiir alle Metriken, . 

ooG~ + O,8G~ + (Gr)a - 0 

Die Ausdriicke G~ konnen keine zweiten Ableitungen nach x O enthalten, da in O{3G~ und 
(Gr)ahochstens zweite xO-Ableitungeri vorkommen. 

Falls x O = 0 raum- oder zeitartig ist, heiBen die Gleichungen G~ = 0 "Zwangsbedingun
gen44 oder "Zwangsgleichungen"und stellen Beziehungen zwischen gab und oOgab auf der 
Hyperfiache Xo == const. dar. 

Falls xo = 0 lichtartig ist, sind die 'Gleichungen G~ = 0 vier von Bondi's "main equations", 
das sind Propagationsgleichungen entlang der Nullgeodaten fUr transversale Ableitungen. 

. . . Fallsxo = 0 raum- oder zeitartig ist, ergeben G~ = 0 unabhangig von Koordinaten Glei
chungen zwischen der inneren Metrik ga,8 und der Einbettungskriimmung kaf3 der Hy-
perflache; wir konnen sie ja schreiben als G! Ob if> = 0 langs </> = o. ; . 
Das sieht man am schnellsten, indem man GauBkoordinaten beziiglich x O . . 0 einfUhrt. 
Dann gilt go,8 = 0, goo =±1, 

ds2 = ±(dxof + gO/,8(xO, x U )dxadx,8 

Die Einbettungskriimmung ist 
2ka,8 - oOga,8 

Die Zwangsgleichungen sind (alle Operationen V und Spuren beziiglich ga,8): 

"Impuls Zwangsgleichungen" 

"Energie Zwangsgleichung" 
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Die Zwangsgleichungen sind offensichtlich Tensorgleichungen auf der 3-Mannigfaltigkeit 
xO = 0 fur eine nicht ausgeartete Metrik gcxfj und ein symmetrisches Tensorfeld kcxfj. Wir 
haben so, die koordinatenunabhangige Formulierung del' Zwangsgleichungen gefunden. 

Die Gleichun"gen fur die zweiten xO-Ableitungen von gcxfj sind in GauBkoordinaten 

O -' R - £) k "+ k k U + (3)R - cxfj - -UO cxfj cxfj U cxfj 

Nehmen wir an, dafi "lapse" goo und "shift" gOfj irgendwelche Werte haben, so ergeben sich 
· die ADM-Gleichungen, die wir nur angeben und nicht weiter verwenden wollen. 

Die Metrik ist 

die zwei te Fundamentalfonn 

Die Gleichungen werden in den Variablen 

formuliert (h = det(hcxfj». 

Die Entwicklungsgleichungen sind: 

80 hcxfj =2h-1/ 2 N(7rcxfj - (1/2)hcxfj7r) + 2'\l(cxN fj) 

80 7rcxfj =- Nh 1/ 2 {(3) Rcxfj _ (1/2) (3) RhCXfj } 

+ (1/2)Nh-l/2hcxfj(7rpu7rPU - (1/2)7r2 

- 2Nh-1 / 2 {7rcx~7r~ _ (1/2)7r7rcxfj} 

+ h1/ 2 {'\lcx'\lfj N - hcx,fj'\lu'\l uN} 

+ h1/ 2'\lu {h- 1/ 2N U7rCX,8} _ 27ru(cx'\l uNfj) 

Die Zwangsgleichungen lauten: 

7r cx/37rcx fj - (1/2)11"2 - (3)R h " 0 

'\l cx(h-1/ 27rCXfj ) = 0 . 

Wir wollen nun zeigen, daB die Zw?ngsgleichungen in analytischen Raumzeitenmit den 
Entwicklungsgleichungen vertraglich sind. Das heif3t es gilt: 

Satz: Aus gab analytisc,h, (XO, XCX ) Koordinaten, Rcxfj ~ 0 in einer Umgebung von xO ' 0 
und G~ = o auf XO = 0 (raum- oder zeitartig) folgt G~ = 0 in ei'ner Umgebung von xO = o. 
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,Beweis: 

Aus ROIp = 0 folgt, daB alle Gb linear homogen durch G~ ausdriickbar sind: 

Gg= 1/2lo Roo 

Go oOR p = g. op 

G~ =gOOI Rop - 1/28~(lo Roo + 2lA R oA ) 

GOI OIoR + OAR ' 0 =,g 00 g,' OA 

Die Bianchi-Identitaten 

sind deshalb ein lineares, homogelles System fUr G~, auf das der Satz von Cauchy-Kowa
lewskaya angewendet werden kann. Da aber Gg = 0 auf xO = 0, ist Gg = 0 die einzige 

Losung. 
Ohne Analytizitat hat man fUr diese Gleichungen nicht ohneweiteres einen Eindeutigkeits
satz. (Vergleiche dazu das Beispiel: 8t u + a8x u == 0 auf S. 13.) 

46 



15. Lokaler Existehz- und Eindeutigkeitssatz im analytischen Fall 

Es S6)11 nun die Existenz von analytischen Losungen der Vakuumfeldgleichungen gezeigt 
werden. 

Satz 1: (xO, x P) lokale Koordinaten, ana.lytische Daten gap(O,;VA), 80 gapCO, xA) und belie:
bige analytische Funktionen gOb (XO, x" ), so daB die Zwangsgleichungen auf xO = 0 erfiillt 
sind. Sei weiter gOO #0 und gab nicht ausgeartet auf XO = O. . 

Dann gibt es eindeutig analytische Funktionen 9aP(XC), welcheauf xO = 0 mit den Daten 
.. iibereinstimmen, so daB fiir die durch 9a!3 und gObdefinierte Metrik Rab = 0 gilt. 

Beweis:' Der Satz von Cauchy-Kowale~vskaya wird angewendet auf die Entwicklungsglei
chungen RaP = 0 mit Daten, die die Zwangsgleichungen erfii11en, welche dann wie oben 
gezeigt erhalten hleiben. 

Eine koordinatenunabhangige Version lautet so: 

Satz 2: Sei S' eine analytisehe 3-Mannigfaltigkeit, h' eine nieht entartete Metrik und k' 
ein symmetrisehes. Tensorfeld, die analytiseh sind und die Zwangsgleichungell, erfii11en. 

Dann gibt es eine analytische Vakuum-Raumzeit, in der eine HyperfUiehe Sexistiert mit 
. denfolgenden Eigenschaften. Seie:Q. die auf Sinduzierte erste und zweite Fundamentalform 
h, k .Weiter existiert ein Diffeomorphismus von S' auf S, der h', k' auf h, kabbildet. AIle 
solehen Raumzeiten sind nahe S isometriseh. 

'Beweis: 

Wahlen wir im Satz 1 goo = -1, gop = 0; so erhalten wir eirieLosung in GauBkoordinaten, 
wenn wir auf S' lokale Koordinaten (xP)einfiihren. Da GauBkoordinaten zu einer Hy.,. 
perflache eindeutig sind, erhalten wir lokal genau eine Raumzeit, in der XO = 0 isometrisch 
zu einem Stiick von S' ist. 

(jh~rdeeken wir S' mit Koordinaten V(j), in denen h' und k' in Reihen entwiekelbar sind, 
so erhalten wirRaumzeiten mit Metriken g(j). Daraus maehen wir eine -n,aumzeitmit .der 
in Gau:Bkoordinaten offensiehtliehen Identifiiierung. 

Wir sehen nun aueh, Was die Wahl von gOb im ersten Satz bedeutet: verschiedeneWahlen 
von "lapse und shift", daB heiBt von gOb ergeben dieselbe Raumzeit in'verschiedenen Ko-
ordinaten. . 

Um die Existenz analytischer Losungen zu erhalten, miissen wir zeigen, daf3 es analytische 
.Losungen der Zwangsgleiehungen gibt. Ein einfaehes.Beispiel: . 

SeikaP = 0 und haP eine beliebige nicht ausgeartete 3-Metrik. Dann gilt (3)R = 0 fiir 
gap = ~4haP' falls ~ dit: Gleiehung haP'Va 'V P~ ..,.. 1/8R(haP)~ = 0 erfilllt./ . 

Dies ist eine elliptische oderWellengieiehung fiir ~. Der Satz von Qauchy-Kowalewskaya 
kann verwendet werden, urn analytisehe Losungen zu bestimmen. 
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Darnit haben wir gezeigt, daB es lokal analytische Losungen der Einsteinschen' Vakuum
feldgleichungen gibt. 1st eine analytische Mannigfaltigkeit miteiner analytischen Metrik 
gegeben, so gelten die Feldgleichungen iiberall, falls sie in der Umgebung nul' eines Punktes 
erfiillt sind. '. ' 
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16. Nichtanalytische Losungen (Coo, Ck) 

Von der Physik her erwarten wir fUr das freie Gravitationsfeld hyperbolische Gleichungen. 
Nun sind aber die 6 Entwicklungsgleichungen in den geometrisch ausgezeichneten GauR.; 
koordinaten nach keiner der bekannten Definitionen hyperbolisch. Trotzdem werden die 
Gleichungen in dieser Form in der numerischen Relativitatstheorie und im Zusammenhang 
mit Quantisierungsfragen (kanonische Formulierung der Theorie) verwendet. 

Ein Existenzbeweis fur Coo-Losungen gelingt, wenn mittels Koordinatenbedingungen oder 
"Eichbedingungen" die Gleichungen hyperbolisch gemacht werden konnen. i 

Die spezielle Wahl der Eichbedingung ist irrelevant, da damit letztlich ein "geometrischer 
Satz" bewiesen wird. Es konnen beliebige- Koordinatensysteme verwendet werden, urn die 
Existenz von Ck oder Coo Losungen nachzuweisen. 

Die alteste erfolgreiche Eichbedingungbesteht in cler Venvendung "harmonischer Koordi- " 
naten", und dieser Weg solI hier beschrieben werden. 

FUr den Riccitensor gelten in einem beliebigen Koordinatensystem folgende Beziehungen: 

Rab = (h) Rab + 1/2(gaiObri + gbiOari ) 
ri := r~sgrs 

(h)Rab := -(1/2)grsorsgab + Hab(g, og) 

Die Gleichungen (h) Rab = 0 sind eiIi quasilineares, hyperbolische~ System, da der Hauptteil 
aus Wellengleichungen besteht, von denen wir in Abschnitt 13 gesehen haben, daB sie 
symmetrisch hyperbolischgemacht werden· konnen! Wir wissen also, daf3 die Gleichungen 

zu Anfangsdaten gab(O; xf3), OOgab(O,X f3 ) lokal eindeutige Coo oder Ck Losungen haben, 
falls xO = 0 raumartig fUr die Daten ist. Nun ist es imGegensatz zum analytischen Fall. 
entscheidend, daf3 die Anfangsflache raumartig und nicht zeitartig ist. Die Gleichungen 
o " (h) Rab stellen 10 Entwicklungsgleichungen fUr alle metrischen Komponenten" dar. Die 
Abhangigkeitsgebiete sind wie bei einer Wellengleichung mit der Metrik gab. . 

(h) Rab = 0 wiirde Rab = 0 implizieren, wenn fUr die mitteIs des quasilinearenSystems 
berechnete Metrik r i = 0 gelten wurde. Die Bedeutung dieser Bedingung ist 

\ 

Das ist eine lineare Wellengleichung fUr die Koordinaten. Folglich gibt es lokal in jeder 
RaumzeitKoordinaten (x'i) mit r i = 0, "harmonische Koordinaten". 

Wiekann man erreichen, daf3 fUr eine Los:ung der Gleichungen (h) Rab = 0 auchnoch r i = 0 
gilt?Wenn das uberhaupt gebt, dann nur durch spezielle Datenwahl! 
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Aus 0 = '\,1bGab und 0 = (h) Rab ergeben sich Wellengleichungen fUr r i , 

9ab8 ri + B is 8 rr = 0 ab r s 

(B~S eine Funktion von 9, 8g) 

Aus ri(O, x f3 ) = 80ri(0, x f3 ) = 0 folgt ri(xO, x f3 ) = 0 wegen der Eindeutigkeit der Losung. 
(Wieder gehtdie Raumartigkeit der Anfangsfiache ein!) .. Das heiBt "Harmonizitat propa
giert" . 

Zu Anfangsdaten 9ab(0, x f3 ), 809ab(0, x f3 ), fiir die xO = 0 raumartig ist und ri(O,xf3) = 
Qori(O, x f3 ) = 0 gilt, bekommen wir folglich eine Losung von Rab = O. (Die Ableitungen 
80 r i (0, x f3 ) = 0 miissen mit den Entwicklungsgleichungen berechnet werden.) 

DaB es solche Daten gibt, falls die Zwangsgleichungen erfUllt sind, ergibt sich so: 

Hilfssatz: Sei h,k eine Losung der Zwangsgleichungen. Dann gibt es 9ab(0, xf3), 
809ab(0, xf3), so daB ri(O, x f3 ) = 0 und 90'13(0, x f3 ) = hO'f3' 80 9O'P(0, x P) = kO'p gilt. 

Falls (h) Rab = 0 auf xO = 0, gilt 80 r i (0, x f3 ) = o. 
Beweis: Sei in beliebigen, lokalen Koordinaten hO'P(x'), kO'P(x') die LOsung der Zwangs
gleichungen. Wahlen wir zuerst 

Die 80 -Ableitungen von 90b werden nun eindeutig so bestimmt,' daB pi =0 auf xO = 0 gilt: 

0= ri = (v=9)-18a[(v'-g)gab8bxi = oagai + (1/2)gaigrsoagrs 

0= 9ikri = -gai8agik + (1/2)g TS 8k 9rs 

0= 9ikri = ~lio09ik - 9O'i 8O'9ik + (1/2)9rsOk9rs 

0= 9ikri - -l°/)090k - 9O' i8O'9ik + (1/2) {l08k900 + 9P0'8kgpO'} 

fUr k = 0: -gO°80900 ....: gO'i 8O'gio + (1/2) {l080goo + 9P0'809pO'} 

fur k = r : -l°8090r - 9O'i 8bt9jr + (1/2) {9008r900 + 9P0'8rfJpO'} 

Wir sehen aua den letzten beiden Gleichungen, daB 80 goa eindeutig bestimmt ist. 

Nun fehlt noch Gor i = 0: Aus 

folgt mit (~)lla" = O,ra = apr- = 0 {iir xO == O(goo= -1, gOa = 0), 

Sind al80die ZwangsgleichungenenillIt, gilt a,rm == o. 



'. Mit diesem Hilfssatz und dem allgemeinen Existenzsatz fur quasilineare Wellengh~ichun.,. . 
gen ergibt sich eineLosung in speziellen. Koordinaten. Die geometrische Version ist nun' 
offensichtlich. . . . 

Satz 3: Sei. S' eine . glatte 3~Mannigfaltigkei t, h' eine Riemannsche Metrik u~d k" ein 
sym~etrische~'Terisorfeld, welche glatt sind und die ZwangsgleichungEmerfullen. 

Danngibt. es eine glatte Vakuum-Raumzeit, in der eine Hyperfiache S existiert, so daB 
diedarauf induzierte erste undzweite Fundamentalform isometrisch zu hi,' k' sind.Zwei 
verschiedene solche Losungen sind in einer Umgebung von S isometrisch. 

Bew-eis: Sei Vi eine Uberdeckung von S'· mit lokalen' Karten. Mit demHilfssatz und clem 
allgemeinen Existenzsatz fur quasilineare Wellellgleichungen ethalten, wir lokale Losungen 

'g(i) >' ' • • '. at· . 

ii'allswir aufV(i) verschiedene Koordinaten(x.B) und(x.B~) wahlen, sind die dadurch be
stimmten Losungengab., .g~'b' durch eineKoordinatentransformation verknupft, denn: Die 
Koordinaten (xp) bestimmt gab eindeutig mittels der Konstruktion im Hilfssatzj deflnie
ren wit bezugliehgat harmonische Funktion~n ya' die mit (x.B') und (80 x .B') auf xO = 0 
ubereinstimmen.Transformieren wir gab in diese Koordinaten, so erhalten wirmetrische 
Komponenten 1Iga'b' welche dieselben Gleichungen undAnfangswerteerfiillen wie '9a';'. 
Also gilt wegen der Eindeutigkeit der Losung des quasilinearen ,Systems 11 ga'b' = ga'b' • . , 

Nachdem wir wissen, daB h', kl lokal eindeutige Vakuum-Raumzeiten hestimmen, konnen 
wir durch Identifizietung in GauBkoordinaten eine eindeutige Raumzeit ineiner Umgebung 
von XO = 0 definieren. . . . . '. . ' 

Eili ,,globaler Existenzsatz" . ergibt sich· durch Konstruktion - unter Verwendung des 
Zorn'schen Lemmas -. einer"maximalen Entwicklun~". .. 

Biltz 4:Zu glatten Ca~chy-Daten h', k' a~feiner 3-Mannigfaltigkeit 51 gibt es genau 
eine glatte Raunlzeit (M\ gab), die diese Daten realisiert und Fortsetzung jeder ari.der~Ii 
Fortsetzung ist. Es ist M4 = S' X Rl ,und jede zeit- oder lichtartige, nicht fortsetzbare 
Kurvesch'neidet 5' genau eimilal. 

Solche Raumzeiten heiBen "global hyperbolisch" und konnen. un.te~ Umsti:i:nden fortgese'tzt . 
. werden.. Dann ist 5 aber nicht mehr "Cauchy-Fla.che", daB heiSt es gibt kausale Kurven, 
. die Snielit·treffen. (Beispiel: raumartiges Einheits-Hyperboloid im MinkoWskl-.Raum.) 

Ohne weiter dar·a.uf einzugehen. sollen folgende, wichtigen ~;igen.schafteti nuretw8.hnt wer-
~: . 

'Falls die Daten invariant unter einer SYPlmetrie sind, gibt'es in der L08ung eiheSymmetrie. 
. " , " 

Hi:i:ngen die Daten glatt von einem Parameter a.b, so gilt dasauch fur die. dutch die Daten 
bestimmte Losung, 

Stationare V~uumlosungen, die C3 sind, sind ~ogar an~y~isch~ 
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Um eine Losung zuerhalten, benotigen wir Losungen der Zwangsgleichungen. Die 4 Glei-
chungen . • 

o = V/3(kcx/3 - gcx/3k:) 

o = k k cx /3 - (ku)2 - (3) R cx/3 ~ u 

fUr 12 Tensorko1nponenten enthaltenKoordinaten-Willkiir, bestehend aus 3 Funktionen, 
die die I(oordinaten in der AnfangsfUiche festlegen und 1 Funktion, die diese verandert. 
Es bleiben 4 "freie'Funktionen", welche die zwei "Freiheitsgrade des Gravitationsfeldes" 
bestimmen. (Je ein Paar "p, q").' Das paBt zunilinearisierten Spin-2 Feld. 1m allgemeinen . 
konnen diese Freiheitsgrade aber nicht invariant charakterisiert werden. . --" 

Es gibt verschiedene Arten, dieVariablen und Koordinaten zu wahlen, um ein elliptisches 
System z~ erhalten. Dafiir konnendann lokale undglobale Existenzsatze bewiesen werden. 

Wichtigste Eigenschaft von asymptotisch flachen Losungen·· (auch mit Quellen) ist ,jdie 
Positivitat der ADM-Masse" . 

Bemerkung: Die Uberlegungen und Ergebnisse dieses Abschnittes zeigen: Ais "geometri.: 
sche Charakteristiken" der Vakuumfeldgleichungen sind die Nullhyperflachen zu bezeich-

. :hen. Sie konnen kovariant dadurch charakterisiert werden (Ubung), daB fiir. ihre Konor
malen der Rang des Hauptsymbols der Gl. Rcx/3~ 0, nicht maximal ist (was dieNicht
auflosbarkeit von S. 17 verallgemeinert). Alternativ dazu kaIlll man als Entwicklungsgln. 
die 14 GIn. (h)Rab= 0, grs8rsri_ 0 fdie Unbekannten (gcx/3, ri) nehmen, mit entsprecheIi
den Zwangsgieichungen. Dann erhalt man direkt, d.h. mit der-Definition aus Abschnitt 6, 
die ;,richtigen" Charakteristiken. ' 

) 
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17. Gleichungenmit Materie 

Die Art der Quelle Tab nluB angegeben werden, wenn die Entwicklung von gab und Tab 
bestimmt sein solI. Man muB sagen, ob Tab eine Flussigkeit, ein elektromagnetisches Feld 
oder dergl. beschreiben soH; sonst ist es nicht sinnvoll, nach Losungen von Gab = Tab zu 
fragen. 

Fur den Fall einer "idealen Flussigkeit" lautet'der Energieimpulstensor 

p, > 0, (dp/dp,) >0 . , 

Die 4 Entwicklungsgleichungen ,rTab = 0 sindfiir eine beliebige Lorentzmetrik gab sym
metrisch hyperbolisch fiirdie Materievariablen. 

Deshalbsind wie im Vakuumdie Zwangsgleichungen erhalten, und lokale Existenz und 
Eindeutigkeit kann bewiesen werden. 

Fiir das elektromagnetische Feld Fab mit 

folgt V'aTab = 0 aus den Maxwell-Gleichungen auf einer beliebigen Raumzeit. Wieder sind 
die Zwangsgleichungen vertraglich mitder Entwicklung eines symmetrisch hyperbolischen 
Systems, mid befriedigende Satze konnen fur das lokale Problembewiesen werden. 
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18.- Offene Fragen 

1.) Existenz asymptotisch einfacher Strahlungsraumzeiten 

Es gibt Losungender Zwangsgleichungen auf R3 mit Daten, die "nahe denjenigen des 
. flachen Raunies" sind. 

hab = 6Ot{3 + (l/r) ° hOt{3 •.• 

kOt{3 = (1/ r2 )OkOt{3c+ .•. 

Losungen der Vakuumgleichungen zu solchenDaten existi~ren ineiner Umgebung derAn
fangsfliithe, aber es ist nicht bekannt, ob diese Losungen zeit- und lichtartig vollstandig 
sind. 1st die glob ale Struktur iihnlich der. des Minkowskiraumes? . Die Antwort auf diese 
Frage hat grof3e Bedeutung fiir die Theorieder Gravitationsstrahlung isolierter Systeme. 
In [6] wird bewiesen, daB fiir kleiIie Daten mit endlicher ADM-Masse und endlichem Dre
himpuls die Losungen geodatisch vollstandig sind. 

Betrachten wir Beispiele anderer Th~orien: 

I-dim Hydrodynamik: Es gibt beliebig kleine Daten, die in endlicher Zeit S chocks , daB 
heiBt Singularitaten entwickeln. In [7] wird gezeigt, daB dies auch in 3 Dim,ensionen cler 
Fall ist. 

Yang-Mills Gleichungen: Globale Existenz fiir beliebige ("ungeladene") Daten auf dem 
Minkowskiraum wurde bewiesen. 

Einsteingleichungen mit A> 0: Es gibt glob ale Losungen nahe der De Sitter Losung. 

Das zentrale Problem im Falle der Einstein'schen Vakuumfeldgleichungen ist dies: Auch 
nbeliebig kleine Daten" haben einen (llr) Abfall im raumlichen Unendlichen!. Di~ ist eine 
Folge der Positivitat der ADM-Masse! 

2.) Struktur cler Singularitaten 

Singularitatssatze sagen unterverschiedenen Bedingungen Kriimmungssingularitaten vor
. a~s. Nichts uber die typische Struktur ist bekannt, da in den entsprechenden Beweisen die 
genaue Form derFeldgleichungen gar nicht verwendet wird. 

Esgibt keinen ·interessanten 1+1 Fall, der beispielsweise fiir die Hydrodynamik eine ent~ 
scheidende Rolle 8pielt (StoBrohr, Schocks). . 

3.) Beschreibung endlich ausgedehnter Korper 

Das ist schon einProblem fur die nicht-relativistische Hydrodynamik! 

In [8] wird bewiesen, daB das Anfangswertproblem fUr dasEuler-Poisson-System mit po
lytroperZustandsgleichung fUr Anfangsdaten (endlicher Differenzierbarkeit), deren Dichte 
kompakte Trager hat, lokal in der Zeit Losungen hat. Fiir das Zweikorperproblem nUt 
ausgedehnten,deformierbaren Korpern scheint kein entsprechender Satz bekannt zu sein. 
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In der Einsteinsehen TheOl'ie ist (auBet im kugel.-stat.Fall) njeht einmal dasEinkorper
problem behandelt worden; bis jetzt lassen sieh in der AR endlieh ausgedehnte Korper 
nieht exakt besehreiben. 
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