Elektrodynamik

Theoretische Physik 3

WS 2008/9

Gerhard Ecker

Fakultat fiir Physik

Universitat Wien



Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis . . . . . . . . . .. 2
Danksagung . . . . . . . ... 3
Lehrbiicher . . . . . . . o e 3
I Theoretische Grundlagen des Elektromagnetismus . . . . . ... .. ... .. 4
1.1 Fundamentale makroskopische Kréafte . . . .. ... ... ... .... 4
1.2 Elektromagnetische Felder . . . . . . .. .. .. ... . L. 6
1.3 Maxwell-Gleichungen . . . . . . . . ... ... L o 8
14 Maflsysteme . . . . . . . .. 11
IT  Elektrostatik . . . . . . . . 13
II.1  Einfache Ladungsverteilungen . . . . . . . . .. .. .. ... ... ... 13
II.2 Randwertprobleme . . . . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 17
II.3  Multipolentwicklung . . . . . . . .. .. . . L oo 25
IIT  Magnetostatik . . . . . . . . . .. oo 31
IIT.1  Vektorpotenzial und Magnetfeld . . . . .. ... ... .. ... .... 31
II1.2  Multipolentwicklung . . . . . . . . . .. .. ... . o 34
IV Zeitabhéngige elektromagnetische Felder . . . . . . . ... .. ... ... ... 40
IV.1  Energie- und Impulshilanz . . . . . . ... ... ... o000 40
IV.2 Induktionsgesetz . . . . . . . . . . ... 42
IV.3  Allgemeine Losung der Maxwell-Gleichungen . . . . . . ... ... .. 44
IV.4  Elektromagnetische Wellen . . . . . .. .. .. ... ... . ..... 48
IV.5 Langsam verénderliche Felder in der Nahzone . . . . . . . .. .. ... 54
IV.6  Elektromagnetische Strahlung (Fernzone) . . . . ... ... ... ... 59
IV.7  Streuung . . . . ..o 63
V  Elektrodynamik in kontinuierlichen Medien . . . . . . ... ... ... .... 67
V.1  Polarisierung und Magnetisierung . . . . . . . . . . ... ... ... .. 67
V.2 Isotrope Medien . . .. . . ... . .. . .. ... ... e 71
V.3  Elektromagnetische Wellen in kontinuierlichen Medien . . . . . . . .. 75
V.4 Reflexion und Brechung . . . . ... .. .. ... ... .. ... 81



VI Relativistische Formulierung der Elektrodynamik . . . . . . ... .. ..
VI.1 Relativitdtsprinzip und Lorentz-Transformationen . . . .. . ..
VI.2  Minkowski-Raum und Lorentz-Gruppe . . . . . . . ... ... ..
VI.3 Elektrodynamik . .. .. .. ... ... 0oL
VI.4 Relativistische Mechanik . . . . . . . . .. .. ... ... ... .....
VL5  Synchrotronstrahlung . . . . . . ... ... ... ... ...
VI.6 Lagrange-Formulierung der Elektrodynamik . . . . . . ... ... ...

Danksagung

Ich danke Walter Grimus und Helmut Neufeld fiir zahlreiche Korrekturen und Verbesserungs-

vorschlége.

Lehrbiicher

T. FlieBbach, Elektrodynamik, Spektrum Akad. Verlag, Heidelberg, 1996

J. Honerkamp und H. Romer, Klassische Theoretische Physik, Springer, Berlin, 1989

S. Brandt und H.D. Dahmen, Elektrodynamik, Springer, Berlin, 1997

J.D. Jackson, Klassische Elektrodynamik, de Gruyter, 1983

L.D. Landau und E.M. Lifschitz, Lehrbuch der Theoretischen Physik
Bd. 2: Klassische Feldtheorie, H. Deutsch, Frankfurt, 1997



I Theoretische Grundlagen des Elektromagnetismus

I.1 Fundamentale makroskopische Krifte

Moderne Physik: alle physikalischen Phianomene auf 4 fundamentale Wechselwirkungen

zuriickzufiihren
makroskopische Krifte Kernkrifte
Gravitation starke Wechselwirkung
Elektromagnetismus schwache Wechselwirkung
verantwortlich fiir alle Phinomene nur relevant fiir
mit d > 10~%m d < 107 %m

einfachste Charakterisierung der beiden makroskopischen Krifte:

2 Punktteilchen mit Massen m1, mo und Ladungen q1, ¢o

—

Relativabstand ¥ = 7 — 72, r = |F]
f?12(= _R:QI):
Kraft des 2. Teilchens auf das 1.

Gravitation Elektromagnetismus
Gymime — ko .
_% 7 R1a(7) ;131 @ -
Gy =6.674-10" " kg~ m3s~2 SI-System (MKSA)
ko = (4meg) ! = (1.113- 10710 C2N~"1 m=2) ™
Massen positiv Ladungen beiderlei Vorzeichen
Anziehung Anziehung (q1g2 < 0) oder AbstoBung (g1g2 > 0)
Newtonsches Gesetz Coulomb-Gesetz

Vergleich der beiden Krifte fiir 2 Protonen:
my = me =my, = 1.67- 10727 kg, ¢ = e = 1.602176487(40) - 1071 C(oulomb)

|I(;Coulomb| _ ez ko —1.9.1036
’KNewton‘ mp GN
’ Schlussfolgerungen ‘

@& positive und negative Ladungen kompensieren einander offensichtlich duflerst genau in
makroskopischen Kérpern (Atome statt Ionen)

@ im atomaren Bereich (~ 107! m) Elektromagnetismus einzige relevante Wechselwir-
kung ——  verantwortlich fiir Struktur der Atome, Molekiile, Festkorper, ...



@ Ladungskompensation nicht nur &uflerst genau, sondern offenbar auch zeitunabhéngig
— nach heutigem Stand Erhaltung der Ladung absolutes Naturgesetz

Ubungen: 2 ,Punktteilchen® im Abstand von 1 m mit je 50 kg Protonen, deren Ladungen
zu 99 % durch Elektronen abgesittigt sind. Vergleiche die Coulombkraft zwischen beiden
Korpern mit dem ,,Gewicht* der Erde mg;qe g-

Ladungserhaltung —  Kontinuitatsgleichung ‘

meist sinnvoll fiir makroskopische Elektrodynamik (zum Unterschied von der Quantenelek-
trodynamik):

Mittelung der Ladungen iiber mikroskopische Bereiche, wobei
1071 m « Mittelungsbereich < makr. Distanzen — Ladungsdichte p(t,7)

Ladung im Volumen V : qy(t) = / Brp(t, )
1%
Anderung der Ladung nur durch

Hinein- und/oder Herausflielen

charakterisiert durch Stromdichte j(¢,7): Ladung/(Zeit x Fliche)
(analog zu Massenfluss in der Kontinuumsmechanik)

Ladungsbilanz bei festgehaltenem Volumen:

dav(t) _ / ) | aFGen s, - [ @rvien
A7 ov \4

dt ot au
da Volumen beliebig — Kontinuitéitsgleichung
a t - —
w—l—divj(tf) =0 6+ V] =0]

Def.: durch Flache I zur Zeit ¢ flieBende Stromstarke

Ir(t) = / dF - j(t,7)
F
Dimension: [Ir]= Ladung/Zeit — SI-Einheit 1 A(mpere)= 1 C(oulomb)/s
Ubungen: verifiziere die Kontinuitéitsgleichung fiir ein geladenes Punktteilchen auf einer Tra-
jektorie 77 (t) mit
p(t,7) = q 8P (F =7y (1)), J(t,7) = q 7y(t) 6 (F = 7y (1))
Uq (1)
Bem.: in klassischer Elektrodynamik ist Ladungserhaltung eine Erfahrungstatsache, die iiber

die Kontinuititsgleichung in den Maxwell-Gleichungen enthalten ist; die Ladung als Erhal-
tungsgrofie einer Symmetrie wird erst in der Q(uanten) E(lektro) D(ynamik) transparent

{@

Q

relevante Kopplungsstéirke fiir QED:  Feinstrukturkonstante
e ko B 1
he  137.035999679(94)

o =



I.2 Elektromagnetische Felder

abstrahieren elektrisches Feld aus dem Coulomb-Gesetz —
Ladung ¢ erzeugt im ganzen Raum ein elektrostatisches Feld E () der Form
= koo (7 — 73)
E(F) = —F———*
(") |77 — 7|3
dieses Vektorfeld ist fiir alle 7 # 75 definiert —

Probeladung g1 an der Stelle 7 spiirt dann Coulomb-Kraft

—

Kio(f1 — %) = q1 E(7)

daher: elektrisches Feld = Kraft/Ladung ——  erscheint zunéchst als reiner Kunstgriff,
die elektromagnetischen Felder gewinnen aber Eigenleben in den Maxwell-Gleichungen

experimentelle Tatsache: ’ Superpositionsprinzip ‘

betrachten N ruhende Ladungen ¢; an den Orten 7; (Idealisierung) —
o 47— 7)
B(f) = ke Y BT
- |’I" — 7"1'|
i=1
ausgedriickt durch die Ladungsdichte
> =
nl _ 3.0 (= (T - )
E(F)—kC/dTP(T)Mg
mit V|7 — 7|1 = —|F = 7| 3F-7) —
E(F) = —V&(7) = -V (®(7) + konst.)

=/
O(F) = ko / d>r' ‘_/,)(T _),/’ elektrostatisches Potenzial
F—

Folgerung: elektrostatisches Feld ist konservativ

Bew.. 1ot E=VXE=-VxVd=0

bilden noch

1

|—»_ —»,‘

divE=VE=-V.-V®=—-Ad = —kc/d?’r’p(F') A

zur Erinnerung (M2, Ubungen):

1
——— ist eine Greenfunktion der Poisson-Gleichung
T

1
o S A und daher
=T



o 1
elektrostatische Maxwell — Gleichung : div E(7) = —kc/d3r’p(77') A 7 = 4k p(7)

‘ —

SI-Einheit des Potenzials (Spannung=Potenzialdifferenz)

E=-Vo — [9]= {lﬂ = %N = % =: V(olt)
gebrauchliche Energieeinheit der Mikrophysik:
leV=1602-10""CV=1.602-10""7J
— Energiezuwachs eines Elektrons nach Durchlaufen einer Spannung von 1 V

bis jetzt statischer Fall betrachtet, auf bewegte Ladungen wirken zusétzliche Krifte

betrachten geladenes Punktteilchen am Ort 7 (t) mit Geschwindigkeit v, (t) —

Lorentz — Kraft  Ki(f) =g (E(t, 7(8)) + ki, (t) x B(t, Fq(t)))

sagt zunéchst nur, dass zusétzliche Kraft orthogonal auf Geschwindigkeit existiert

—

— definiert magnetische(s) Feld(stirke) B(t,7)

Konstante kr: genau wie k¢ abhéingig von Wahl der Einheiten fiir E , bzw. B (— Mafsysteme)

Verallgemeinerung der Lorentz-Kraft fiir kontinuierliche Ladungsverteilung im elm. Feld

dP(t)

e _ / dr [ p(t, V() + k(8 7) x B(t,7)

P(t):  Gesamtimpuls der Ladungsverteilung

Bem.: unerwartete Form der Lorentz-Kraft —

héngt von Geschwindigkeit ¢ und daher vom Inertialsystem ab!
wenn Relativitétsprinzip auch in der Elektrodynamik gilt —
E, B abhéngig vom Bezugssystem
naheliegende Interpretation:

E, B verschiedene Manifestationen des elektromagnetischen Feldes

Feldgleichungen fiir Magnetfeld nicht ableitbar, aber zumindest eine davon ist sofort plausibel
aufgrund des experimentellen Befundes (nach derzeitigem Wissensstand):

es gibt keine magnetischen Ladungen (magnetische Monopole)

div E(t,7) = dwkep(t, 7) div B(t,7) =0

sind bereits die vollstéindigen zeitabhéingigen Maxwell-Gleichungen fiir div E, div B

auffallend: Feldgleichungen enthalten immer dieselben Differenzialoperationen div F , rot F



warum?

betrachten fast beliebiges! Vektorfeld F(7) (Zeitabhiingigkeit jetzt irrelevant)
mégliche Darstellung fiir F(7) (part. Integration im letzten Schritt)

1 1

|7 — 7’ | ~ T ir

F(F) = /d3r’F (FO(F — 7)) = ——

Vektoranalysis: AF = -V x (V x F) 4+ V(VF)= — rotrot F+ graddiv F

—

F(7) = /d3 VX (V) x E() = V(V'E()

=7

manipulieren i-te (kart.) Komponente des 1.Teils mit part. Integration

/d3 /(ﬁ’ X rotﬁ(f”))'
r i

=7

19 L o 1 .
:%""’/dgT,IF_F'|ax.(r°tF(r/))’“:_5ij’“/dgrl (81: o *’|>(th(T/))k

/
il
5,0 1 q S 5 TOLF (7)
— £ d5 I tF —/ — VX/dS i A
o [ 0 o ( "),
7
analoge Behandlung des 2. Terms ergibt insgesamt die beiden Vektorgleichungen

/d3 NV (VX E() Vx/d3 ,V]XF*’)
T

|7 =] |

/d3/ﬁ(?_’_(' )) :v\/dSI,F_’/
|7 — 7| |7 — 7|

und daher folgende Darstellung fiir das Vektorfeld F(7)

. 1 F 1 ivE (7
F(r) = rot/d3 ’Lt (™) grad/dgr'dw ()

ir = 7 —

Vektorfeld F kann durch seine Quellen (div F) und Wirbel (rot F) dargestellt werden

I.3 Maxwell-Gleichungen

Naturgesetze nicht ableitbar, aber Struktur kann plausibel gemacht werden

deduktiver Zugang (im Gegensatz zum historisch induktiven):

zweimal stetig differenzierbar, || < const/r? fiir r — oo



Maxwell-Gleichungen postuliert — Konsequenzen untersucht

legen uns zunéchst nicht auf ein bestimmtes Mafisystem fest — k¢, kr beliebig

zu beachten:

& Lorentz-Kraft: p E und kzj x B sind als Kraftdichten (bereits in der Mechanik definiert)
in allen Maflsystemen gleich

® p und ; durch Kontinuitdtsgleichung p + 6] = (0 verbunden, die ebenfalls in allen
Mafsystemen gilt

Maxwell-Gleichungen fiir die Quellen VE und VB bereits bekannt:

div E(t,7) = Awkep(t, 7) div B(t,7) = 0

ausstidndig: Differenzialgleichungen fiir die Wirbel VxEundV x B

Dimensionsiiberlegung (Lorentz-Kraft!):

- . E kB
[E] = kLo x B]  — 7| = LT
bestétigt zumindest die Dimensionen im
. OB(t, 7
Induktionsgesetz: V x E(t,7) + kL(gt’r) =0

fehlt nur mehr Diffgl. fiir Wirbel des Magnetfeldes

zu erwarten: rot B (zumindest teilweise) durch Stromdichte j bestimmt
kLﬁxB?:kA]_'—&—...

Faktor k4 sollte schon fixiert sein, da keine weitere Skalierungsfreiheit bei geg. k¢, kr,
drke

tatséchlich (Dimensionen tiberpriifen!): ka (c: Lichtgeschwindigkeit)

Amperesches Gesetz: VxB=

— Stand der Elektrodynamik vor Maxwell
Problem: vorlaufiges Gleichungssystem i.a. nicht mit Kontinuitétsgleichung vertriglich

Divergenz des Ampereschen Gesetzes:
VI(VxB)=0 —  Vj=0
nur konsistent im statischen Fall p =0

Maxwell: Amperesches Gesetz muss modifiziert (erweitert) werden



Ansatz in Analogie zum Induktionsgesetz:

drke - E
ko - k@

VxB = 2 j+ Mg Divergenz bilden
471‘]{}0 = = 8 = =
0 = Vi+kyu=VE
kr,c2 It M@t
drko 1
0 = p|——— +4drwkck ky =
p( kL62 +anke M) — M kL62

’ Maxwell-Gleichungen in allgemeiner Form

VE = drke p VB =0

- = OB - = 1 OE drkc -
E+k— = B— — — ;

VX EA b ot 0 v x krc? ot krc? J

bilden zusammen mit der Lorentz-Kraft die Grundgleichungen der Elektrodynamik

d]:zit) - /d?’?" [P<t»ﬁﬁ<t,ﬂ +kpj(t,7) x B(t, )

Bem.:

e Konstante k¢, k1, beliebig wahlbar

e Kontinuititsgleichung folgt aus den Maxwell-Gleichungen

wichtige Eigenschaft: Linearitdt der Maxwell-Gleichungen = ——  Superpositionsprinzip:

wenn E}, B; Losungen fiir geg. p;, ]_; (1 = 1,2) sind, dann sind Ey + Eg, B + B, Losungen
der Maxwell-Gl. fiir p; + p2, fl + fQ

Linearitét ist eine Eigenschaft der klassischen Elektrodynamik, wird in der QED durch Effekte
der O(h™) (n > 1) modifiziert

z.B.: Streuung von Licht an Licht nur quantenfeldtheoretisch (Euler, Heisenberg 1936)
zu verstehen

Maxwell-Gl. im Vakuum: p=0,7 =0

. 1 = = 1 0°B ﬂ
—AB —VxE=0 = ———-AB=0
krc? ot x c2 Ot?

Folgerung: jede Komponente von B (analog fiir E— Ubungen) erfiillt im materiefreien
Raum die Wellengleichung mit Wellengeschwindigkeit ¢ —

,Licht bewegt sich mit Lichtgeschwindigkeit*
107 1 0? 9?
2ot 202 Qx;0x;

d’Alembert-Operator: O

10



Wellengleichung = d’Alembert-Gleichung:
OF(t,7)=0

I.4 Maflsysteme

kc, kr, beliebig — verschiedene Maflsysteme gebrauchlich

Experimentalphysik, Technik: SI=MKSA
Theor. Physik:  Gauf-System
Fachliteratur (Teilchenphysik): Heaviside-System

Ziel: einfaches Umrechnungsverfahren von einem System ins andere
Vorgangsweise: E B 0, ] entsprechend skalieren (mit Konstanten multiplizieren), dass
kc, kr, verschwinden —

universelle Form der Maxwell-Gl. (entspricht ko = kr = 1)

zur Erinnerung;: pE universell, aus MG VE = drkop —

—

E :
> Pu— cp
Vkc

Kontinuitatsgleichung — ju = \/k:cf

—

Induktionsgesetz:
- GJ]
E+k =0
Vo Bk,
OB+ 00 g, j g

\ﬁ ot
selbstverstandlich auch ﬁgu =0

damit alle méglichen Skalierungen vorgenommen —
letzte Maxwell-Gleichung muss bereits universelle Form haben

Vo = = 1 —0E, ke 1 -

YV x B oo 0 o
kr, ¢ ot krc? \/kcju
L . 10B,  4r.
— VxbBumGs = g

geg. 2 beliebige MaBisysteme S1, S2: da universelle Grofien systemunabhéingig sind

E) _ Ey B kr1 _ By kr.2
Vkci ko2 \/k(n VEc2
p1vkoi = p2v/ ko2, Avke = j2/koa
Kriterien fiir ,,gutes” Maflsystem: einfach, transparent —
offensichtlich nicht sehr restriktive Kriterien!

1 i e?
SI: ko = =—— k=1 — =
¢ 4reg an L @ 4reghe

11



Bem.: in « ist e als egy zu verstehen; Feinstrukturkonstante « ist dagegen eine reine Zahl
und daher unabhéngig vom Mafsystem

Festlegung von g tiber Kraft zwischen 2 Stromen (— Magnetostatik) und Einheit A(mpere)
des Stroms — exakte Relation

po=4m1107"NA™2 = 4710 " kgm C 2

Konstante g¢ iiber eguo = 1/c? definiert
da (seit 1983) ¢ = 299792458 ms~! exakt — &g ebenfalls exakt

Nachteile (aus Sicht des Theoretikers):

@ nicht transparent, da E und B verschiedene Dimensionen haben, obwohl Manifestatio-
nen desselben elektromagnetischen Feldes

@ nicht einfach, da zusétzliche Einheit A und daher k¢ eigentlich tiberfliissig

beide Nachteile werden behoben im bevorzugten System der Theoretiker

1
GauB-System: ko =1, kr=- — a=—
c he

Maxwell-Gleichungen im Gauf3-System

61?24%,0 VB =0

. . 18B . o 19E 4m-
E+-—"—"—=0 _-2= _ =

v +c<9t VX c Ot c

Lorentz-Kraft im Gauf-System (fiir Punktladung): KL =q (E + 2% §>
c

zu beachten bei Umrechnung: Gaufl verwendet g, cm statt kg, m im SI

Beispiel: Ladung pa/kea = psiy/kost —

k
eq = Ol ot = 1072 kg2 m/2 1 1.60- 100 C
kca
— 152-10 Mk m2s — 4.80- 10710 g1/2 cm/2 !
S—
ESE

Ubungen: E,E,I im Gauf3-System
Teilchenphysik verwendet (zur Vermeidung der Faktoren 47 in den MQG)

1 1 2
Heaviside-System: kg = o kr = - -y o= 4;—7@@

12



II Elektrostatik

—

fiir zeitunabhéingige E, B, Py J

VE = 4w p VB =0

- - - o A7 S

VxE=0 VxB=" j
c

Elektrostatik Magnetostatik

E und B entkoppelt — Elektro- und Magnetostatik unabhéngig zu behandeln

allgemein (bel. Zeitabhingigkeit):
Lorentz-Kraft leistet an Punktteilchen Arbeit (i.a. wegabhéngig)

A7, 7 C) = /dF-I?L
C

. (¢ .
= q/dF- E(t,r)—irr—)xB(t,F)
C C
da di- (Fx B) =dt7- (Fx B)=0  —»

Magnetfeld leistet keine Arbeit: ,,E ist wattlos*

daher allgemein  A(7,7%;C) = q/ dr - E(t, T)
C

Elektrostatik: V x E =0 — E konservatives Feld

7
— O(r) = — / di’ - E(7") wegunabhiingig: definiert Potenzial ® ()

70
A(Fl, 772) =q [‘I)(’l?l) — @(7?2)] Wegunabhéingig
—_—
V(71,72)
Spannung V (7, 72 ): Potenzialdifferenz zwischen den Punkten 7 und 7%

q®(7): potenzielle Energie des geladenen Teilchens

II.1 Einfache Ladungsverteilungen

Standardproblem der Elektrostatik: geg. p(7), gesucht E(7), (F)

in einfachen Fallen oft direkt losbar

I
Qv\
<

Q.

Tl

T}

/ B B
Vv

:47T/d3’l"p = Admnqy
1%

13



’ Gauflsches Gesetz ‘
= 4nx Ladung im Volumen V

Fluss des elektrischen Feldes durch Oberflache OV

/ dF - E = dmqy
oV

Bem.: E zeigt von positiver Ladung weg
rotationssymmetrische Ladungsdichte p(r)

Anwendung:
Ansatz: ®(r) —
AP dd 7
~——
E(r)

Kugel mit Radius r

S
<
QL
My
&=
1
—
<
(3]
joH
2
=3y
/l\\
=%
=%
~_
i 1]

d®
=  —drr’— =dmqy
dr
d®  qv
— E(n=-2"=%
(r) dr 72
= qv T qv
E = = - ) = — + konst.
(7) 3 (r) . + kons

Folgerungen:
@ |E(7)| hingt nur von Ladung in Kugel ab
0 erzeugt kein elektrisches Feld auflerhalb der

@ kugelsymm. Ladungsdichte mit ¢y

Kugel
@ kein Feld im Inneren einer Hohlkugel (mit kugelsymm. p(r) im Aufenraum) —

charakteristisch fiir Potenziale ~ 1/r
mit £ = —V® —

allg. Fall bei geg. p(7):
Poisson — Gleichung

O(7) = —dmp(7)

Losung der Poisson-Gleichung mit , geeigneten“ Randbedingungen — E=-V®

allg. Losung mit Greenfunktion (Vor.: Ladung / dr p(7) endlich)

'F‘) /d3 /‘f_ _,,‘ +q)h0m(77)

®pom (7): Losung der Laplace-Gleichung A® = 0

14



hiufiger Fall: Ladung endlich und (Randbedingung) lgn o(7) =0 —
T oo

vollstédndige Losung (Eindeutigkeit — Randwertprobleme)

o) = [ d 'O(F:),| , B =~V - [ g O =T

7 — 7 7 — 73

Aquipotenzialflichen: ~ ®(7) = konstant

Flachennormale zeigt in Richtung von Vo =—F
Feldlinien:

Kurven 7(7), deren Tangenten

in jedem Punkt parallel zu E

—
—

— CT: x B(F()) = 0

einfachstes Beispiel: Kugel mit rotationssymm. p(r)

®(r) = konstant — r =konstant: Kugeloberflichen

VxE=0 —  §di-E=0
—  keine geschlossenen Feldlinien in der Elektrostatik:

immer von positiver zu negativer Ladung

zur Veranschaulichung: Dichte der Feldlinien ~ Feldstarke

homogen geladene Platte ‘

p(7) = 06(2)
d®rp(F) = odxdy —

o: (konstante) Flichenladungsdichte

da / d>rp(7) = oo — ® nicht mit Greenfunktion zu berechnen, statt dessen direkte
Integration der Poisson-Gleichung

Ansatz (durch Symmetrie des Problems naheliegend): & =®(z) — E,=FE, =0

d*®
Ad = —47p — 2= —47mod(2)
d®
o = —E, = —4700(2) + Kk
(wegen z40(z) = 0) O(z) = —4woz0O(z) +kiz+ ko

15



Symmetrieargument (als Randbedingung): E,(z > 0) = —E,(z < 0) fiir gleiches |z|
— ki = 2m0[0O(z)+0O(—2)] =210 (k2 =0 0.B.d.A)
O(z) = —2m02z[0(2) — O(—2)]
270 [0(2) — O(—2)] = 210 —

2]

=
~~
N
S—
1

’ 2 entgegengesetzt gleich geladene Platten ‘

,unendlicher Kondensator*

Modell fiir Plattenkondensator

Linearitéit der Maxwell-Gl. ——  Superpositionsprinzip —

oberhalb und unterhalb des Kondensators: E = 0

im Inneren: E, =470 = 477g
F
4 F
Spannung=Potenzialdifferenz: V = Ty L i Kapazitit C = —
F C 4 d
Einheit der Kapazitét: cm (Gauf), SI: F(arad)= C(oulomb)/V(olt)

leicht nachzupriifen (— Mafsysteme): Cg ~9-10! em Cg1/F

’ elektrostatische Energie ‘

potenzielle Energie eines geladenen Teilchens im dufleren Potenzial ®(7,): ¢®(7)

wichtig: vom Punktteilchen erzeugtes Potenzial (Feld) ist darin nicht enthalten

betrachten N unendlich weit voneinander entfernte Punktladungen —

berechnen Arbeit, um sie an Orte 77, ..., 7y zu bringen —

diese Energie steckt dann im elektr(ostat)ischen Feld

q1 — 71 keine elektrostatische Arbeit notwendig — Ay =0
Potenzial ®(7) = ®1(7) = @ |
o . o q1G2
qo — To: Arbeit Ay = ¢u® (%) = | A notwendig
Ty — T

Potenzial ® = ®; 4+ ®5 mit ®;(7) = 7]
— 7

aqN — ’F"NZ Arbeit AN =gnN (@1(7?]\[) + @Q(FN) + -+ (I)N—l(FN))
N
. s q;
Pot 1 ®(7) =
otenzial ®(7) g -
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insgesamt geleistete Arbeit

j-1 N j-1 ‘
A = A+ A+ +AN—Zq]Zq> (7)) :ZZV%—%H
7j=21i=1 J v
A Z 445 Z 145 (beachte Faktor 1/2)

‘7"] _TZ| ‘TJ — 7

i,7=1
i<j

ersetzen Punktteilchen durch allgemeine Ladungsdichte

A= 2/d3 &Br ,0(7) p(7™")

’—p —i/‘

genau genommen: 7 # 7', da Selbstenergie nicht beriicksichtigt

fiir stetige Ladungsdichten p(7) allerdings ohnehin kein Beitrag

Energiebilanz: hineingesteckte Arbeit als elektrostatische Energie vorhanden

A = /d3rpf>/d3'p = - o [@rae@ e

- ;T/d%ﬁcp(f‘)-%(f) = ;T/d3rﬁ(v*)-ﬁ<F)

dabei endliche Ladungsverteilung vorausgesetzt — kein Oberflichenterm bei part. Int.

’ Energiedichte des elektrostatischen Feldes ‘

n7) = B

wird auch fiir allgemeine zeitabhéngige elektrische Felder gelten

II.2 Randwertprobleme

typischer Fall: Volumen mit Ladungsverteilung, begrenzt durch (elektrische) Leiter

Leiter: frei bewegliche Elektronen (Metall), reagieren auf angelegtes Feld, erzeugen Gegenfeld,
bis insgesamt (Gleichgewichtsbedingung der Elektrostatik)

—

FEinnen =0 &~ Dinnen = konst.
— auch pinpen = 0 wegen AP = —47p
— Tonen und Elektronen kompensieren einander

Ladungen kénnen sich hochstens an Leiteroberfliche ansammeln:
Flachenladungsdichte o (7)

Ladung eines Flichenstiicks gp = / dF o(7) (dF = |dF))
F

—\

Problem: o(7) i.a. nicht von vornherein bekannt

17



Randbedingung an (Leiter-)Oberfliche

VxE=0 —  §$,di E=0

E = Fiangt + Enoma @, L-7=0, #=m?=1
(tatséchlich 2 orthogonale Tangentialvektoren)
d—0: §$df-E =1 (B — ginen) =

— Etang stetig an beliebiger Grenzfliche

—

Leiter: Eippen = 0 — Efiien = ( an Grenzfliche

s E immer normal auf Leiteroberfliiche
Gauflsches Gesetz fiir Quader d x I x b:

/ dF - E = dFii - (E*Ben — Fimneny — grq — dr / dF o(7)
ov F=Ixb F

Quader — Punkt (F — 0,d — 0):

. ( Fauben () _ Einnen(F)) = 4no(7)

Folgerung: Unstetigkeit in Enormal wird durch Flachenladungsdichte o bestimmt

Leiter:  E™mren — — 7 - Eaulen — yr5 — 7. VO

Losung des Problems mit Randbedingungen ‘

Poisson-Gleichung AP = —47p
inhomogene lineare partielle Diffgl. 2. Ordnung (elliptischer Typ)
allg. Losung:

() = Py(7) + p(r)
Ady, = —dmp, AP, =0

bei geg. spezieller Losung @, ist ®;, dann so zu wihlen, dass Gesamtlésung ® = &, + &, die
Randbedingungen erfiillt

aus der Theorie der elliptischen Diffgl.:

Laplace-Gleichung A® = 0 im Volumen V zu lésen mit
i. Dirichlet-Randbedingung: ®(7) = ®(7) vorgeg. auf 9V oder
ii. Neumann-Randbedingung: 1 - ﬁ@(f&) vorgeg. auf oV

Theorem: 3 eindeutige Losung der Laplace-Gleichung (und daher auch der urspriinglichen
Poisson-Gleichung) fiir entweder Dirichlet oder Neumann, aber i.a. nicht fiir beide zugleich

18



physikalische Wahl: Dirichlet, da Fldchenladungsdichte ¢ i.a. nicht bekannt (kann aber aus
der Losung des Dirichlet-Problems im nachhinein berechnet werden)

Existenz: diskutieren einige analytische Methoden, im Prinzip immer numerisch 16sbar
Eindeutigkeit:

ang., es 3 ®1(7), Po(7) als Losungen von AP = —4wp mit ®;(7)|sy = Po(7)

betrachten Differenz ~ U(7) = ®(7) — $o(7) — AU =0, Ulgy =0

1. Greenscher Satz (GauBscher Satz fir G = UV )

/d3r VU -V + T AT :/ dF - ¥ VU =0
1% \76" P% ~

=0
da  VU.-V¥ >0 — V¥ =0 — U(7) = konst. in ganz V
zusammen mit Randbedingung ¥|sy =0 — U(F)=0 inganz V qed

Anwendung: Faraday-Kéfig

ladungsfreier Raum, ganz von Leiter umschlossen
Innenraum: A® =0, am Rand ®|sy = konst.
—  ®(7) = konst. eindeutige Losung im Inneren

— E=0im Inneren, d.h. Innenraum feldfrei

Spitzenentladungen

2 leitende Kugeln
durch (leitenden) Draht verbunden

—  ® = konst. auf beiden Kugeln

andererseits auf Kugeloberflichen (Vor.: ,weit genug“ voneinander entfernt):

@Z:%, Ez—%ﬁi (i=1,2)
Q@ |Eo| @R} R
P1=P — —== — = = 5
! R Ry |E\| @R Ro

— sehr hohe Feldstérken an Spitzen (Ry < Ry)

Anwendung: Feldemissionsmikroskop (|E| bis 10° V/m erreicht)
— Feynman Lectures
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Methode der Bildladungen

Idee: scheinbare so genannte Bildladung im Leiter angesetzt, um Randbedingung ® = konst.
an Leiteroberfliche zu erreichen, nur fiir einfache Leitergeometrien verwendbar

einfachstes Beispiel: leitender Halbraum mit Punktladung im Auflenraum

nur im Auflenraum relevant

Leiter — FEinnen _ )

Ansatz: 7
O(r) = 5——= + Pn(r
(7) = iy + (7
Randbedingung: ®|Rang = P(z = 0) = &y = konst.
daher: Losung @5 der Laplace-Gleichung gesucht mit

q

Dp(z=0)=Qg— ——=
A ) =% Va4 y? + d?
Losung fiir &5, (7) (erfiillt alle Bedingungen):

q

da im Aufilenraum (z > 0) A®,(F) = 4wq5(3)(F+ 70) =0

Gesamtlosung (nur fiir z > 0 gemeint)

wm::qQ ! —ﬂlﬁ)+¢0

r—ro| |7+ 7ol
= ¥ — T 7+ 7
E(r) = —
(7) q(F—FO\?’ |F+F0\3)
— scheinbare negative Bildladung bei 7= —7{ (wo obige Formeln gar nicht gelten)

die auf der Oberfliche induzierte Fliachenladungsdichte iibt eine Kraft auf die Punktladung
bei 77 = 7 aus, die so genannte Bildkraft Kpjq(70) = ¢ Emfiuenz(70), wobei das

Influenzfeld durch die Bildladung ,,erzeugt® wird:

2

. 7+ 70 > - q
Elnﬂuenz(fj = —QW — KBild(TO) = _477“37“0
0

entspricht genau der (anziehenden) Coulombkraft, die die Bildladung auf die echte Ladung
ausiiben wiirde (Abstand 2ry zwischen den Ladungen)
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2qd

.. 1
Ubungen: Flidchenladungsdichte o(z = 0) = e
—_— T

— /dFO’(:B, y) = —q, Feldlinien zeichnen

Methode der Bildladungen funktioniert auch noch fiir den Fall von 2 Leiterebenen, die einen

Winkel o = — (n € N) einschlieflen, mit einer Ladung zwischen den Leiterebenen (Halb-
n

raum: n = 1)

auch fiir leitende Kugel mit einer Punktladung im Auflenraum anwendbar

2-dimensionale Probleme ‘

eine Dimension manchmal irrelevant, z.B. fiir (langen) leitenden Zylinder
— Analogie zwischen Elektrostatik und Potenzialstromung der
idealen Fliissigkeit (wirbelfrei, inkompressibel, stationér)

ideale Fliissigkeit Elektrostatik
Geschwindigkeitsfeld (7) clektrostatisches Feld E(7)
V X #(7) =0 wirbelfrei VxEF) =0
3 Potenzial ®(7)
7=Vo E=-Vo
V#(7) = 0 (inkompressibel) VE(7) =0 (ohne Ladungen)
AD =0
Stromlinien analog Aquipotenziallinien
(¢ parallel zur Oberfléche) (aber E L Oberfléiche)
I'=¢dr-v#0 (ia.) Zirkulation um Oberfléche $dr- E =0 (immer)

Hydrodynamik: 2-dimensionale Lésungen durch holomorphe (analytische) Funktionen

f(2) = fle+iy) = u(z,y) +iw(z,y)

Cauchy-Riemann Diffgl. — Au(z,y) = Aw(z,y) =0
Funktionentheorie: f(z) erzeugt konforme (winkeltreue) Abbildung (z,y) — (u,w)
—  wu(z,y) = konst. L w(x,y)= konst.

Zylinder mit Basisradius R

ideale Fliissigkeit Elektrostatik

f(Z):Uoo<z+}i2>—i2I7‘rlnz f(z):_Eoo<Z+Rz2>

Diskussion der elektrostatischen Losung

R2
f(z) = —FEx <x+iy+ M(w—zy))
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R2
u(r,y) = —Exx (1 + M) u(z,y) = konst.: Feldlinien

R? ;

w(z,y) = —Fsoy <1 - 2+2> = ®(x,y) w(x,y) = konst.: Aquipotenziallinien
Z Yy

mit 7% = 22 +

. - 2ryR? R? .
E(z,y) = —Vw(z,y) = Ex |:T4€a: + <1 - 74(962 - y2)> ey}

r— 00 E— Eéy Feld asymptotisch in y-Richtung
; R?
Aquipotenziallinien: Fe (1 — 2) = konst. —

r

z-Achse (y = 0) und Zylindermantel (r = R) sind Aquipotenziallinien mit ® = 0
r—00: y = konst. sind asymptotische Aquipotenziallinien
Interpretation: Lo&sung beschreibt leitenden Zylinder in einem asymptotisch homogenen

elektrischen Feld (in der y-Richtung)

.. E .
Ubungen: Flichenladungsdichte auf Zylinder o(x,y) = Tlg mit Gesamtladung ¢ = 0
—_— T

’ allgemeine Losung der Laplace-Gleichung ‘

Laplace-Operator in Kugelkoordinaten r, ©, ¢

0> 20 1 o (. 0 1 0?
AR(r,©,¢) = [Eﬁ’rz T or T Psme 00 <sm@> * r2 Sin2@8902:| ®

— 1872( q))_{_i Li si @ag +;627(I)
= roreV 2 |sm@ a0 \" " 90 sin? © 0p?
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Separationsansatz (Einschriankung?)
1
(P(Tv @, SO) = ; C(T) Y(@, 90)

Kugelfunktionen Y},,(0,¢): vollstindiges Orthonormalsystem auf Kugeloberfliche
1=0,1,2,..., m=—-1,—-l+1,...,1

erfiillen Diffgl.

1 Y; 1 0%
: 8<sin@a “">+ 0 I 114 1)Y =0

sin © 9O 00 sin? @ Op?

explizite Form

20+1(1—|mhN\V*_ ~

Yim(0,¢) = < I (U m|) P/ (cos ©)e"¥
mit assoziierten (zugeordneten) Legendre-Funktionen
m _ =™ a7 [m|/2_d-T™ I
d™ p(x)
—_ (_1\m(1 _ »2yIm|/2 l

(11— a2

und Legendre-Polynomen
1 d
P(z) = QT“@(J/‘Q - 1)

Legendre-Polynome bilden ein vollsténdiges Orthogonalsystem auf dem Intervall [—1,1]:

1
2

Orthonormalitédt der Kugelfunktionen:
[ d9¥5(0.0)¥im(©.6) = Gudr . d = sinGaOU

Vollstindigkeit: jede auf der Kugeloberfliche quadratintegrable Funktion f(0,¢) (d.h.
/ dQ|£(©, ¢)|* < o0) kann eindeutig nach Kugelfunktionen entwickelt werden:

9] l
f(@a(p) = Z Z aszlm(@#P)

[=0 m=—1
T / d0f(0, )Y (O, 9)

Vollstandigkeit kann auch ausgedriickt werden als

00 !

S Vi (@,¢)Yim(0, 9) = 6(cos© — cos©)5(p — )
=0 m=—1
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daher kann jede (auf der Kugel quadratintegrable) Funktion ®(r, ©, ¢) nach Kugelfunktionen
entwickelt werden (urspriinglicher Separationsansatz daher keine Einschréinkung)

Clm( )
D(r,0,¢p) = E ———Y (6,
(7", ) QD) - r l ( SD)
aus Laplace-Gleichung A® = 0 folgt dann die (gewohnliche) Diffgl. fiir die C,,(r):

2Chn 11+ 1)
- Cin=0
dr? 72 !

mit der allg. Losung (mit Konstanten ayy,, byy,)

z+1+%

Cim(r) = ammr o

und daher insgesamt

allgemeine Losung der Laplace-Gleichung A® =0

509 = 3 Y (s’ + 1525 ) Yin (.9

=0 m=-—1

Randbedingungen — Koeffizienten a;y,, bim

Anwendungsbeispiel: geladener Ring (symmetrisch um z-Achse)

Zylinderkoordinate p = /2?2 + y2, daher
Ladungsdichte hier als p,(7) bezeichnet

pulF) = 5=0(p— a)d(z—b)  —

/d?’?"pq(??) = ;/dzdsopdw(p—a)c%z—b) =q
a

keine ¢-Abhéingigkeit — m =0 —

o0

O(r,0) =) (alr + f’H) Py(cos©)

=0

zur Bestimmung der Koeffizienten: # auf z-Achse — © =0, PB(1)=

da 7 jetzt auf z-Achse (r% =a? +b%, tana = a/b)
r—7r|=|F—1r| = (7”2—1—1"8 —2rr0cosa)1/2
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Nenner des Integrals unabhéngig von p, ¢, z
trivial zu integrieren in Zylinderkoordinaten

L]

®(r,0) ~ erzeugende Funktion der Legendre-Polynome

q
O(r,0) = S qz lmJ:?P (cos )
(T + 1§ — 2rrocos a —o "max

mit 7min = min(r, 79), rmax = max(r, ro)

Koeflizientenvergleich — ar, b

vollstandige Losung : (r,®)=gq Z lmﬁ‘ Py(cos o) P(cos ©)

=0 max

Entwicklung wird unbrauchbar fiir r ~ r¢, aber fiir r > r¢ (mit P (z) = )
2
O(r,0) = 1 [1 + 2 cosacos® + O(Tg)]
r r T
— Beispiel fiir

I1.3 Multipolentwicklung

geg.: Ladungsverteilung p(7) in endlichem Volumen
gesucht: ®(7), E(7) in groBer Entfernung von der Ladungsverteilung

Randbedg.: ®(7) ;520 0
N @ ,,:‘) / 3 / 10

IT—TI

=/

Entwicklung des Nenners nach Potenzen von 7//r  (fiir 7 > ) mit Hilfe von (kart. Koord.)

1/2
7 =r(1+ :”;x; _ 2mirf) Y
,
1 1 n;’ 34nmj$§$} xha! 33
|7 — 7| B 7“<1+ 7"2+§ r2 _2r21+0[x /]
1 n; T 1
= <1 + lr L+ — 5,2 (Snanxli — 2l ) + O[x/3/r3]>
Multipolentwicklung : (1) :g t- t 12;52” +0(1/rh

——
Dipol Quadrupol
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kartesische Multipolmomente

Ladung q= /d3r p(7)
Dipolmoment d= /d3r 7 p(7)
Quadrupolmomenttensor Qij = /d r p(7)(3ziz; — r2(5ij) , Qiu=0, Qj = Qyj

Anzahl der unabhéingigen Kenngrofien:

q 1 =0
d 3 I =

Qij 5 =2
allgemein 2041 l

direkt zu sehen in der sphirischen Darstellung mit Additionstheorem fiir Kugelfunktionen

l
a7 .
P(cosa) = > V(0,9 (O, )

20+ 1
m=—I
r>r
1 4
— |7~ —7 ‘ = Z T—H’FH'I Yém(@/a @l)}/}m(ga ‘P)
lm

4 qim
e = 2 Y A (0, )
=0 m=—1

sphérische Multipolmomente: Qim = / & p('F)rl (0, ¢)

m

offensichtlich 21 + 1 Kenngroéfien

Dimension: [gp,] =ecm!

Anwendung: in grofler Entfernung von der Ladungsverteilung meist wenige Terme in der
Multipolentwicklung bereits gute Naherung

kugelsymmetrische Ladungsverteilung p(r)

i / Prp(r)rY(0, o) = /0 dr v p(r) / QY7 (0, 0) Yoov/am
1

= 0100moV 47T/0 drr? p(r) = 5[067710\/%

q
Varr

s B[ =4dn Yoo = &
.
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Multipolmomente fiir [ > 0: Ma#f fiir Abweichung von der Rotationssymmetrie

q /3 /3 4 «
= T = 7dz: =—4/—(dgy —1id PR -m — Yim
qoo i 410 e q11 87r( idy) q, q

Abhéngigkeit vom Bezugssystem

Multipolmomente i.a. abhingig vom Bezugssystem

Dipolmoment
7=r+ad
d= [ &7 7) = /d37“(r +a@)p (T +a)
= /d37“ 7p(7) + c—i/ drp(7)
= (f +qa
— nur fiir insgesamt neutrales Objekt ist Dipolmoment unabhéngig von Wahl

des Ursprungs

allgemein (ohne Beweis): das niedrigste nicht verschwindende Multipolmoment ist
unabhéngig von Wahl des Bezugssystems

Ladung ¢ # 0 — i.a. nur Ladung unabhéngig vom Bezugssystem

Beispiele fiir elektrische Dipolmomente von Molekiilen

|d| in ecm
Hy O Wasser 0.4-1078
N Hjy Ammoniak 0.3-10°8

elektrischer Dipol (fiir ¢ = 0) ‘

d= / d*r 7 p()  —  zeigt in Richtung des positiven Ladungsiiberschusses

L fi-d F-d
Cp(f) =5 =35

St

welche Ladungsverteilung ergibt ein reines Dipolfeld?
4 15607 — azy) — 6O (7 + a
p(r) = 5 |07 (7 — ae3) — 87 ( + ags)
d = 2aqq

— q¢q=q—q=0, d=des
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betrachten Limes a — 0:

: d — — — — a < N - =
p(r) = ilg(l) % {5(3) (7 — aés) — 6O (F+ aeg)} = —daé(s) (7) = —d - V¥ (7)
_ [ P _/ 3,0 V'3 (i)
O e e K
- /d3 637 - V' = —d- V/d3’ (™)
|7‘—r’| |7 — 7’
L1 7
= —d-V-=_2
vr r3

Punktmultipole: Ladungsdichte enthélt Ableitungen der J-Funktion

natiirlich genauso Idealisierung wie Punktladung selbst

elektrisches Dipolfeld:

) L7 37
Bp(i) = —Vop(M)=-V—-"=-242Tr 4

_ r% (3¢ dy—r2d)  (r#0)

’ Quadrupolmoment ‘

symmetrischer Tensor: Qj; = Q;; — durch Hauptachsentransformation auf
Diagonalform (stets angenommen, insbesondere fiir g # 0)

wegen Q; =tr@Q =0 — durch 2 Diagonalelemente charakterisiert

Spezialfall: Ladungsdichte zylindersymmetrisch p=p(z,2% +y?)

— nur eine unabhéingige Kenngrofle = das Quadrupolmoment

am besten in sphérischer Basis:

Qim = /d?’rp(F)rlYf:n(@,@) = /drd@ dp ¥ sin © p(r cos ©, 12 sin? ©) Y* (0, )

da keine p-Abhéingigkeit des Integranden

2041
Qim = Ompo 2T / dr d© sin © 2™ p(r cos ©, 7% sin? ©)4 / l4+ Py(cos ©)
s

— qo ist das [-te Multipolmoment

1=2: G0 = \/ /d3rp V12 Py(cos ©) ”16 /dgrp 7)r?(3cos? © — 1)
A T U N S N
— Ve [ @2 -t =\ o-om
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fiir positiven Ladungsiiberschuss

q20 >0 q20 <0

Energie einer Ladungsverteilung im dufleren Feld

elektrostatische potenzielle Energie

Punktladung U(7q) = qPext(7y)

[ ol

allgemein U

Vor.:  p(7) sei um 7 konzentriert
F=ro+E&

Entwicklung in &:

. — 2 8@ X a (I) X
(I)ext(r) = éext(r 6) = (I)ext( ) + fz oxt |§ o+ 515]8 5 ! |£ o+

8<I>ext ) a q>ext

= Py 7 7 57, .. o &=

{(70) + &7 2o+ (35@ E05) g le=o

. . 82q)ext .
dabei beniitzt: 0ij = Ad,; =0 im betrachteten Volumen
8$i8$j

— —

v o— / @7 p(7) Dot (7) = / 036 pl7o + &) Bexs (70 + 6

- ex =1 82q)ex
= o)+ [P/ o+ [ PeIE 368 - Ea) g o+

mit 5%
a;:t le=0 = —FEext,i(T0)
- i - 1 OFE xt,] /-
— U = q®ext(70) — d - Eext(70) — = Qij—r? ()
Bem.: ci; Qij, - - - sind Multipolmomente mit Ursprung des Koordinatensystems bei 79

Kraft des d&ufleren Feldes auf Ladungsverteilung:
K(F) = =VU(7) = qBext(F) + (d V) Eex (7) + . ..
wegen (die letzten 3 Terme verschwinden alle)

V(d-E)=(d-V)E+ (E-V)d+dxrot E + E x rotd



Dipolpotenzial Up = —d- Eext hangt auch vom Winkel zwischen d und Eext ab

Up = —d Eeyxt cos ©

_ou
96

verallgem. Kraft

—  Drehmoment ]]\7] = |d Eext sin ©|

N L Ee, d

explizite Rechnung;: N =dx Eext

Drehmoment versucht, Dipol in energetisch giinstigste Lage zu drehen, wo d I Eoxt

Grund: Eext zeigt von + nach —
d in Richtung positiver Ladungsiiberschuss

—  Dipol stellt sich parallel zum duBleren Feld ein
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IIT Magnetostatik

keine Statik im engeren Sinn: Magnetfeld hingt mit Bewegung geladener Teilchen zusammen

Vor.: stationire Stromdichte (7

zusammen mit zeitunabhéingigem Magnetfeld B (7)

Maxwell-Gleichungen der Magnetostatik

.. L . 4o
VE=0 VxB=""]
c
Lorentz-Kraft: K = /dST [p(F)E(F) + —j(7) x B(F)
integrale Form der Maxwell-G.:
Zirkulation Zp = § dr- B magnetischer Fluss
. LY Lo Lo ..

ZB:/dF.rotB:”/dF.j @B_/ dF-B_/d3rVB—O

F ¢ JF ov 1%
7. an 7 keine magnetischen Ladungen —

B = c F gleich viele B-Feldlinien in und aus V. —

Satz von Ampere magnetische Feldlinien stets geschlossen
III.1 Vektorpotenzial und Magnetfeld
VB=0  —  JA() mit B(F) =rot A(7)
Vektorpotenzial ~A(7) (analog zum skalaren Potenzial ®(7))

nicht eindeutig bestimmt bei geg. Magnetfeld —

Eichtransformation mit beliebigem Skalarfeld A(7)
A7) = A7) + VAR
— VUxA = Vx4

Fichinvarianz: in klass. Elektrodynamik vor allem zur Vereinfachung der Gleichungen
durch giinstige Wahl von A(7)

QED: quantisiertes elektromagnetisches Feld ~  Potenziale @,ff
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— 47'('—_»

6><B:77 — VX (VxA)=V(VA) - Ad=—]
sinnvolle Wahl der Eichung:
Coulomb-Eichung;: VA=0 —

Bem.: ﬁj =0 vertrdglich mit Coulomb-Eichung

Losung der 3 Poisson-Gleichungen analog zur Elektrostatik (wenn Integral 3)

Ay =t [ I

c 7 —

—  spezielle Losung fiir B(7)

5o - L o 1) X (7= 1)

c |7 — 7|3
SIN(= 2
analog FE(F) = /d?’r'w

Randwertproblem der Magnetostatik

. L. T P
mit obiger spezieller Losung Bj erfiillt auch B = B; + VU die Maxwell-G. V x B = Sl J
c

aulerdem
VB =VB; +A¥ = AV =0

mathematisch vollig dquivalent zur Elektrostatik:
Laplace-Gleichung AW =0 mit geeigneten Randbedingungen

physikalisch komplexer: z.B. kann B i.a. in einen Leiter eindringen

Spezialfall Supraleiter: B tangential an Oberfliche — Neumannsche Randbedingung an ¥

stromfiihrender Draht

héufiger Fall:
vernachléssigharer Querschnitt Fy, Fo

Vor.: Stromstérke iiberall im Draht gleich grofl

I:/ dﬁ-]’:/ dF -j
Py Fy

Draht durch Kurve 7/(7) beschrieben — fiir beliebige Funktion f(7)

/ B = [ dF T / 47 () (7' ()

dr’

= 1 [ar ) =1 [ g )



speziell fiir Vektorpotenzial
- I !
dA(T) = - dr'(r)

= 7(7)

oder direkt fiir das von einem Draht erzeugte Magnetfeld

. I P — 7
B(r) = > /df"(T) % mﬂ Biot — Savart

Anwendung: (unendlich) langer gerader von Strom I durchflossener Draht

mogliche Parametrisierung (Zylinderkoord.):

7'(r) =¢&,ptant —>

. L dtanT o

dr’ = pée, T = 7p2 e, dr
dr cos? T

— — —/

€y x (r—r") —

B nur in p-Richtung: B= Be,

Berechnung des Integrals —  Ubungen
Symmetrieiiberlegung mit Satz von Ampere:

keine z, p-Abhéngigkeit von B —  B(7) = B(p) €y

Zirkulation um Kreis mit Radius p

Zp = }[ dF-B—/ pdpé, - B =27 p B(p)
Kreis 0
_ /dﬁ.wxg):z —  B="4g,

Feldlinien: konzentrische Kreise

Rechte-Hand-Regel:
Daumen in Stromrichtung

B in Fingerrichtung

Strom von unten nach oben

Kraft zwischen zwei parallelen (unendlich langen) Drihten

Kraft auf Drahtstiick dl; :
kein Beitrag von Draht 1 (Biot-Savart)
nur Magnetfeld von Draht 2 relevant
_ R N _
AR, = d3r1 -7y x B = —2di; x B
c c

2L »

ARy = =5 2di < &

(&
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dEi|  2|LIy
Betrag |dl1 | = |02d |

LI, > 0 (< 0): Anziehung (AbstoBung)

— Io =
Gc4ﬂ'

Ig\/kca = Isi\/kc,s1

SI-System:
dE,|  2|LI
daher im SI-System: dlll‘ = | cll 2| Z—i
Definition des Ampere: 2 parallele Stréme mit Iy = Is = 1 A in d = 1 m Entfernung {iben
eine Kraft/Linge von 2 - 1077 N/m aufeinander aus — legt pio fest:
Ho o7 N B _rkgm
— =10 Vi 10 o

47
Magnetfeld einer (unendlich langen) dicht gewickelten Spule

bel. Querschnitt, dichte Wicklung: N/l Windungen pro Lénge

Beh.: Losung der Maxwell-G.

B,=B,=0
AnIN .
e
B, = 7 innen
auflen

0
offenbar innen und auBen: VB = 0, VxB=0

Randbedingung an Oberfliche (vgl. Elektrostatik mit VE = 4x p):
Normalkomponente von B stetig an Oberfliiche (trivial erfiillt)

Satz von Ampere muss noch an der Oberfléche verifiziert werden

VB =0 —

= _ 4 -

VxB=—"] —
C

Strom in die (Papier-, Tafel-)Ebene hinein
geschlossener Weg im Uhrzeigersinn (dF || §)
4m

Zp=¢§di-B= — NI
ATIN

=1 (B;nnen _ Bguﬁen) =1 w

Zusammenfassung: Magnetfeld einer dicht gewickelten Spule verschwindet im Auflenraum

(aufler bei Spulenenden), B im Inneren zeigt in Richtung der Spulenachse
4nIN

(rechte-Hand-Regel!) mit konstantem B = l
c

I11.2 Multipolentwicklung

lokalisierte Stromverteilung

Sy

r>r ., n=
34



wie in der Elektrostatik:

1 1 n-r onn;
—_— {1+ —* : ](337237;—r’25ij)+0[w’3/r3]}

|F—F’|:T 2r2

Multipolentwicklung des Vektorpotenzials

L1 ) 1 - 1 i
A(f’):/d?’?“/ j(T) —/dBT'/j(F/)—Fcﬂ/d:g?"/(ﬁ'??/)j(??/)—i_"'

c |F— ' cr

Lo o .
Nebenrechnung: \Y (a;j j(f’)) =5 (xjji) = 6ijji +x; Vi =7j;
0

fiir bel. (differenzierbare) Funktion f(7):
[ % (w,300) 559 = [ s 569 == [ rasiie) - 959
im letzten Schritt part. Integration: kein Oberflichenterm wegen lokalisiertem j

i. f(r)=1 — / d3r j(7) = 0 — keine magnetischen Monopole

Grund: gleich viele positive und negative Beitrége (in jeder Richtung) fiir lokalisiertes j

ii. f(’r_") =Z;

/d?’mz'jj(?") = —/d?’mjjk(?#)akwi = —/dgmj Ji(7)

beschrianken uns ab jetzt auf Dipolanteil

Def.: magnetisches Dipolmoment der Stromdichte j (unabhéngig vom Bezugssystem!)

fi = Qic d*r @ x ()
Vergleich
magnetischer Dipol elektrischer
Ap() = 2 @p(r) = o7
Bo(f) =¥ x Ap = %5 [3( - 77 — r2f] (r > 0) B ji——d
ip = —cii x VB (7) Punktdipol pp = —d - VB (7)
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Folgerung: in grofler Entfernung von lokalisierter Stromverteilung ist Bin 1. Né&herung
ein Dipolfeld

Beispiele: Kompass, Drahtschleife, Erde, ...

Drahtschleife
1= oo [ X
= — T T
u 5 J
I

Rechtsschraube: ji|| €, fiir

j entgegen Uhrzeigersinn

1
mit Flachensatz dF = 5]7’" X dr]

I 1

Energie einer Stromverteilung im dufleren Magnetfeld

dhnlich wie im elektrischen Fall

Lorentz-Kraft auf Stromverteilung durch éext

Ry = = / € F(E) % Bue(io + &)

Da o 1 5 o oo
C/d3£j(§) xBext(Fg)Jrc/d?’gj( ) X (€ Vo)Bext (7o) + - ...
0

betrachten wieder nur Dipolanteil: nach einigen Umformungen

—

Ep() =V (it B (7))

und daher potenzielle Energie (gemeinsam mit elektrischem Anteil) einer Strom- und La-
dungsverteilung in der Dipolndherung

— - -

UD(F) = _/]: : Bext (7?) —d- Eext (F)
ebenfalls analog zur Elektrostatik
Drehmoment N = [i X Eext

dreht [ in Richtung von éext — Kompass
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Punktladungen mit Massen m,, Ladungen ¢,, Trajektorien 7, (t) (a=1,...,N) ‘

in diesem Abschnitt beliebige Zeitabhéngigkeit
Stromdichte  j(t,7) = > qata(t)6®) (7 - ()

Impulsdichte p(t,7) = Z maﬁa(t)é(g) (7= 74(t))

a

— Gesamtimpuls P= / Erp= Z MaTs
a

magnetisches (Dipol-)Moment Drehimpuls
1 - o
[j:/d?’rf’xj L:/d?’rf’xﬁ
2c

Spezialfall: alle Teilchen gleiches Verhéltnis g, /mg =: ¢/m —

7 _ 4 Sons(B3)(2 2 _ 4=
J mza:mara(t)é (7 — 7o (t)) mp

-

— h = L

7
2me

r=-21. gyromagnetisches Verhéltnis
2me

QM, QFT: selbst fiir einzelnes Teilchen Relation modifiziert
fiir freies Teilchen mit Spin-Vektor(-Operator) §

fi=g-—L§ (Landé — Faktor g)
2mc

Elektron: Spin 1/2 (in Einheiten von k)

h
— e = %u B (up = ¢ Bohrsches Magneton)
2 2mec
Dirac-Gleichung: g, =2 (wie fiir alle Fermionen, also Teilchen mit halbzahligem Spin)
QFT (QED): weitere Korrekturen
Schwinger (1948): Je 14+ 24 O(a?)
2 2

Korrekturen bis zur Ordnung o bekannt
eine der am genauesten gemessenen und berechneten Groflen der Physik
wird heute zur Bestimmung der Feinstrukturkonstante a herangezogen

’ Bewegung im konstanten Magnetfeld ‘

Lagrangefunktion eines geladenen Punktteilchens im dufleren elektromagnetischen Feld

L= %?(t)Q — q®(t,7(t)) + %/I(t, (1)) - 7(t)
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gilt allgemein, hier fiir Potenziale ®(7), A'(F) ohne explizite Zeitabhéngigkeit betrachtet

d oL OL
Euler-Lagrange: q 0%~ oz
d . q 0P qOA; .
- i *Ai) = - =—2Lg;
dt (m:n + c qé?a:i + c 0x; i
_— 0® q (0A; . 0A; .\ od ¢ (; - _,)
= q@xi c(@xix] 8xjxj>_ qa:ci+c X (Vx 4) i
. - . | .
— mi = —qV®+ %{}' x B=gq <E + EU X B) Lorentz — Kraft

betrachten jetzt mehrere geladene Teilchen im konstanten Magnetfeld

Bxft

N

Beh.: geeignetes Vektorpotenzial fiir konstantes Magnetfeld /T(F) =

1 1 B,
Bew.: EijkvjAk = ieijkaklmBlexm = §5kij€kljBl = 7 (52‘15]']' - 5ij5lj) = Bi
— relevanter Term in L

1 o ;) 3 7). 5 — B Pox i, =il-B
Ly = Y aud(Fu(t) - 7alt) = D 52B x7) 7o = B i x o = i B
a

2c 2c
a a

nicht iiberraschend: Lp=j- B=-U D
1 .
mit magnetischem Dipolmoment fiir N Punktteilchen ji = % E GaTa X Tgy
c
a

andere Situation:

geladene Punktteilchen in einem kugelsymmetrischen Potenzial ohne Magnetfeld

Mq .
L:ZTTg—U(Ta)

Ubergang zu gleichformig rotierendem System mit Drehachse durch Zentrum des kugelsym-
metrischen Potenzials

Bewegung im Nichtinertialsystem (T1):
(0,7) — (0,&()) (i =1,2,3)

— F=0+Qxb
mit 7= b= b;(t)&;(t),
Winkelgeschwindigkeit €2 : & =0x¢

I <y
I
S
=
o~
SN—
DL
—~
o~
SN—

1= X U~ L (s ) UG

Vor.: da/ma = q/m gleich fiir alle Teilchen
Wahl der (konstanten) Winkelgeschwindigkeit: 3 =
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fiir geniigend kleine Magnetfelder (d.h. B2 vernachlissigbar) —

Ma L ST Y 2]
L = E (7’02 + MgV - (Q X ba)> - U(ba) + 0(32)
1 o q Z 5. (% b
~ 5 mqV, + TH"LC mqB (ba X Ua) - U(ba)

1 -
wobei [ = % g Ga by X U, magnetisches Dipolmoment im rotierenden System
c
a

’ Satz von Larmor ‘

System von Ladungen mit gleichem Verhéltnis ¢,/m, im rotationssymmetrischen Potenzi-
al und konstantem Magnetfeld verhilt sich annihernd wie ein System im selben Potenzial

(ohne Magnetfeld) in einem Koordinatensystem, das mit Winkelgeschwindigkeit ) = %B’
me
gleichméfig um das Zentrum rotiert.

Larmor-Frequenz: = a
2me
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IV  Zeitabhingige elektromagnetische Felder

Elektrizitdt und Magnetismus: 2. grofle Vereinheitlichung der Physik durch Maxwell

VE(t,7) = 47 p(t, 7) VB(t,7) =0
S o 10B(t,7) S 1OE(t, ) 4 -
VX B(t,7) + - —5 = =0 Vx B(t,7) - - =2 = (.7

Idee: Potenziale ®(t,7), /T(t, ) so eingefiihrt, dass homogene MG identisch erfiillt sind

VB(t,7) =0 YD Bt ) =V x AL, 7)

- - 10B - = 1= 0A - [~ 104
VxE+:V><E+CV><:V><<E+ >:0

c ot t c ot
— 3 e,M): BT = -V, i) — 18’45()1’7“)
C

damit Problem von 6 Feldern E , B auf 4 Felder P, A reduziert

Eichinvarianz: fiir beliebiges (differenzierbares) Skalarfeld A(¢,7) mit

A(t,7) = At,7) + VA, 7) & (1,7) = Bt 7) 18Aét;r)
C
gilt
B=VxA = VxA=B8B
= 19A" L 120N 10 - .
E,—— (b,—f = E — - :E
v c Ot + cvﬁt c@tv

Folgerung: physikalische (messbare) Felder E, B bleiben bei Eichtransformationen ungeéndert

kann zur Vereinfachung der MG verwendet werden —
tatsachlich nur mehr 3 unabhéngige Felder zu bestimmen

IV.1 Energie- und Impulsbilanz

betrachten System von Ladungen (Ladungs-, Stromdichten) und elektromagnetische Felder

Vermutung:

Bewegungsenergie (Impuls) der Materie & Feldenergie (-impuls)
2 o S =, 1o =) 4 5=
dEMat(erie) = ZKL(T(L) dry = an <E =+ E"”a X B> “Tadt = ZQa 7o - B dt
a a a

dEMat

— fiir allg. Stromdichte: T / &rjt,7) - E(t,7)
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R 1 - OE
= ——V(ExB)—--—B- - —F —
47rv( x B) 4 t 47 t
:—if@xm—if(ﬁ+ﬁ)
4 8w Ot
dEMat 1 / 3 a —‘2 —'2 C / 3 = — —
— | d’r— |E B — [ d ExB)=0
— dt +87r Tat( * )+47r rV(E x B)

1 (o = .
Energiedichte: Uem = o <E2 + BQ> (Verallgemeinerung von n = 8—E2)
™ i

Energiestromdichte (Poynting-Vektor): S 4£E x B
T

Energiebilanz (bei festgehaltenem V')

dByii(t)  d 2 g
M“)+/$mm@a+/dFﬁ@m:0
dt dt Jy oV

Dimensionen:

—

[S] = Energie/(Fliche x Zeit)
[S/c?] = Impuls/Volumen  (Impulsdichte des elm. Feldes — niichste Seite)

Vor.: alle Ladungen und Felder in V' (z.B. gesamter Raum) —

Energieerhaltung im abgeschlossenen System

d
—(E a Eem -
g (Phtat & Bem) =0

Een(t) = / d3r Uem (£, T) Gesamtenergie des elm. Feldes

Materie im endlichen Volumen:

Energiednderung i.a. durch Energiefluss des Feldes (Poynting-Vektor) kompensiert

analoge Uberlegung fiir Impulsbilanz:

Pyta a
dﬁf”:/fr[@ﬂﬂmm+ymﬁx3@ﬁ
) 1 - j 1 - = 1 OE
. Ei = VE L= VX B- o
Uhlﬂ msetzen von p 47TV ' 47rv X Ame Ot
dP; at.g d [ j_;'
Mt,_’_/dBT,S:/dgraJ
dt dt Jy ¢ )y Oxj



Maxwellscher Spannungstensor (analog Spannungstensor der Kontinuumsmechanik):
1 .
Ty =Ti= [Ez‘Ej“‘Bz‘Bj_(Sij (E2+B2) /2} —  Tii = ~Uem
Impuls des elm. Feldes:

P = / &érS /c? (,,Licht bewegt sich mit Lichtgeschwindigkeit*)

Impulsbilanz

d
E(PMat+Pem)i: dF]T’z]
t ov

rechte Seite: Kraft auf Oberfliche des Volumens (s. Kontinuumsmechanik)

fiir abgeschlossenes System:

d /- .
Impulserhaltung T (PMat + Pem) =0

Energie- und Impulsbilanz: Hinweis auf Eigenstandigkeit von E, B

nicht offensichtlich in klassischer Elektrodynamik

QFT: Materie und Strahlung durch Quantenfelder beschrieben, allerdings
Materie = massive Quarks und Leptonen (Spin 1/2)

Strahlung = masselose Photonen (Spin 1)

IV.2 Induktionsgesetz

unabhéingig von Ladungs- und Stromdichten

.- 10B(t,7)
V x E(t -——F——==0
X ( ,T_‘) + c 8t
Drahtschleife im Magnetfeld
magnetischer Fluss
Bi(t) = / dF - B¢,
F(¢)
Anderung von ®p(t):
)] dF
Veranschaulichung in einer Raumdimension:
d 92 2 Jf(t,x . .
S s = [ e 2L ga0) 10 02(0) - 010 S0 1 (0)
dt Jg, ®) a1(1) ot
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fiir aktuellen Fall

dq)B(t) — lim i / dﬁ-é(t—i—At,F)—/ dﬁé(t,f)
dt At=0 At | Jprar F(t)

- OB(t,7)

= dF - =22 4 lim — dF - B(t,7
/F(t) ot At=0 At Jp(eqan)—F(t) (&7

Volumen zwischen 2 Fliachen (Gauf}):

:/dwé —
1%

/ dﬁ-é—/ dﬁ-§+7{(dmmw.1§
F(t+At) F(¢)

1 — — —
Folgerung: lim / dF - B = —7{ dr'- (¥ x B)
At=0 At Jpqan—F) OF
o - 0B .
dep(t) / dF-a—f di- (¥ x B)
dt F(t) ot Jor
D S B .o
= —cf dF~<E+v><B) mit a—:—chE
oF Cc 8t

elektromotorische Kraft (EMK) = induzierte Spannung:  § dr - (E + Y B)
c

N.B.: weder p noch j kommen vor — EMK auch im Vakuum erzeugt
wenn Leiter vorhanden — Strom induziert

in meisten Féllen gute Naherung (~ Reibungskraft auf Ladungstréger im Festkorper)

j: o <E + Y X E) Ohmsches Gesetz
c

mit Leitfahigkeit o

1 [? - IL
EMK_VH—/ di-j = —
o) oQ

wobei L die Linge und @ der (kleine) Querschnitt des Leiters sind

Folgerung:

EMK =1R mit R = Ié Ohmscher Widerstand
o

Leitfdhigkeit stark temperaturabhéngig
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Material Ag Cu Fe Si Glas

1

= (in Q m) 1.6-107% 1.7-107% 9.7-10°8% 20 1010+14
o
bei 20°C Leiter Halbleiter Isolator
. : . e 1 Q
spezifischer elektrischer Widerstand (Resistivitét): S=1 R
o

SI-Einheiten: 1Q2=1V/1A

Lenzsche Regel (+— Energieerhaltung)

rr—-14 [47. 5
cdt

—

Schleife festgehalten, 88? >0

— I <0 (math. neg. Sinn) —

erzeugt Binq nach unten (Rechtsschraube!)

— wirkt 0B /0t entgegen

Folgerung: durch Induktion erzeugte Kraft, bzw. Magnetfeld versucht, verursachende

Bewegung zu hemmen (— Wirbelstrombremse), bzw. verursachendes Magnetfeld
zu schwéchen (— Diamagnetismus)

IV.3 Allgemeine Losung der Maxwell-Gleichungen

Aufgabe: E(t,f’), g(t,F‘) zu berechnen bei geg. p(t,7), j(t,f')

beniitzen dazu die Potenziale ®(t,7), A(t, 7)

F--vo- 124 B=VxA
c Ot
homogene MG automatisch erfiillt — nur mehr inhomogene MG zu 16sen
. 10 = -
E=14 —AP - ——(VA) =4
\Y TP — Cat(v ) =dmp
mit V x (Vx A) = —AA+V(VA)
- - 10E 4r- s oo 1500 1024 4An.
VXB—-~-—=— —AA+V(VA)+-V—+ -— = '
x c Ot ¢’ - +V(VA) + ot 2 ot? ¢’
1824 - oo~ 100\ 4r-
—— —AA A+-——)=—j
2 ot? —|—V<V +cat> ¢’

4 gekoppelte lineare partielle Diffgl. 2. Ordnung fiir @, A
Vereinfachung durch geschickte Wahl der Eichung

Beh. (— Ubungen): bei geg. ®, A kann Eichfunktion A(,7) stets so gewiihlt werden, dass
nach einer Eichtransformation

10A

A'/:/T _’A @lZ(P_*i
TV c Ot
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- o 109
VA + Lo =0 Lorenz — Eichung
c ot

Verallgemeinerung der Coulomb-Eichung im zeitabhéngigen Fall —

inhomogene Wellengleichungen

1 62 1024 o 4mo
L _ADP=14 S AA=""
c2 Ot? L c2 Ot? c J
L drs
0 = drp oA="7
C

— 4 entkoppelte lineare part. Diffgl. fiir ®, A (durch Lorenz-Eichung verbunden!)

allg. Losung einer inhomogenen linearen Diffgl.:

O(t,7) = O (t,7) + Pp(t,7)
0®, = 47p , 0®), =0

—,

bekanntes Rezept (vollig analog fiir A):
eine spezielle Losung @, plus allgemeine Losung &y,
Standardmethode: ®; mit Greenfunktion berechnen

Berechnung der Greenfunktion: Fourier-Transformation fir ®(¢,7), p(¢,7) in ¢
(Vor.: @, pe Li(—o0,0))

@@m_/ o B(w, Pt ,mﬂ_/ du e, )it

—0o0

o 2 B . oo .
Od® = 4mp — / dw <—L;2 - A) @(w,f’)ewt = 471/ dw ﬁ(w,F')eMt

—00 —0o0

Umkehrung der Fourier-T.

2 ~
(A + cu2> O (w, ) = —4rp(w,7) Helmholtz — Gleichung
c

Greenfunktion der Helmholtz-G. (+— Ubungen)

ezkr

(A + k?) = —476B) (7) k=+w/c

r

— d(w,7) = /d?’r’GH(F—F”;w) pw, ™)
i | —
e C

2 _ . —
e

45



daher spezielle Losung fiir (skalares) Potenzial

W (t:|:|77—77/|/0) - 1
q)(t,f) — /dw/d3rlﬁ(w7fl)e :/dST/ p(t:l:|7“ r |/C7T)

=7 7]

Paln) = /dt/dgr/Gf:t(t—t’,F—f”)p(t’,f”)

avancierte, bzw. retardierte Greenfunktion der inhomogenen Wellengleichung

_ > =2
G (t =1, F—7") = ot —t £ —r|/c) , OGaw (t,7) = 476 (£)63) (7)

ret |F—F,‘

Interpretation:

zur Berechnung des Potenzials ®(¢,7) fiir geg. Raum-Zeit-Punkt (¢, 7)
Ladungsdichte p(t',7") V (¢',7") benétigt mit

t'=t+|F—7"|/c t >t avancierte Greenfunktion G,y

t'=t—|F—7"|/c t <t retardierte Greenfunktion Gyet

retardiertes Potenzial

Dot (t,7) = /dgr' plt = |7 = "|/e, )
re bl -

7
O Pret (t, 'F) = 47Tp(ta 7?)

—  Ladungsdichte p nur am

sog. Riickwarts-Lichtkegel relevant:

alle (¢/,7") mit t/ =t — |7 —7'|/c

vollstandige Losung:
(I)(t’ 7:&) = (I)ret(ta T_‘) + (bein(ta F) ) o q)ein(ta 77) =0

fiir zeitlich lokalisierte Ladungsdichte, d.h. insbesondere p =0 fiir t < T —

fiir t < T nur einlaufendes Feld (Potenzial): O(t,7) = Pein(t, 7)

mathematisch vollig dquivalent: avanciertes Potenzial @,y (¢, 7) mit vollstéindiger Losung
(1, 7) = oy (£, 7) + Paus(t, ™), O Puus(t,7) =0

physikalisch haufiger @yt + Pein, anwendbar:

Préaparation der Ladungsdichte vor Messung des Feldes
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Huygenssches Prinzip

betrachten Punktquelle in Raum und Zeit: p(t,7) = 5(t) 6©) (7)
t—r/c
ret( F) — ( / )
"
Storung pflanzt sich konzentrisch vom Ursprung mit Geschwindigkeit ¢ fort —

jeder Punkt 7 empfingt zur Zeit t = r/c ein ,scharfes® Signal, vorher und nachher nichts

nur scheinbar offensichtlich: Huygenssches Prinzip gilt nur in ungeraden Raumdimensionen
(d > 3), in geraden gibt es einen Nachhall — Problematik der
Wellenwanne fiir Demonstration von Wellenph&nomenen im Raum

retardierte Potenziale

P PO S W P S S

|7 — 7| |7 — 7|

speziell fiir Punktteilchen

p(t,7) = q 8@ (7 = 7y (1), J(t,7) = q7y(t) 8P (7 — 7 (t)

Berechnung fiir skalares Potenzial:

SO — 7, (e @B) (2 =
ret( —‘) — q/d?;rl (T_’ 71]/(| t)) _ q/dT d37", 5(7_ —t4 |T_‘)7 F/‘/C)(s (|T_’ _7:;(]|(T))
T T—7T

-

_ q/dT(S(T—t—f—F—Fq(T)\/C)

et =t — |77 —7']/c

|77 = 7g(7)] ’
Integration iiber 7: wenn iiberhaupt Losung existiert —
eindeutige Losung von 7 —t + |7 — i (7)|/c = 0 — T = tret

—  R(tret) = |7 — Tg(tret)| = c(t — tret)
Auswertung der §—Funktion:

da eindeutige (und einfache) Nullstelle

sy = AT )

Fltey) mit F(r)=7—t+ R(1)/c —

Dyt (t,7) = SN
R(tret) |F(tret)‘
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F(t) =14 R(1)/c — R(7) zu berechnen
R(r)?=R(r)> —  2RR=2R-R=-2R-7(r) = —2R-Ty(7)
und daher (unter Vorwegnahme, dass stets F(t.e) > 0)

R(tret) |F(tret)| = R(tret) + R(tret) R(tret)/c = R(tret) - ﬁ(tret) : 77q(tret)/c

Liénard-Wiechert-Potenziale

(I)(t’f) = 1 5 A'(LF) = (i

(tret) : 77q(tret)/c

=
—~~
S+
a8
N—

\
javT]

IV.4 Elektromagnetische Wellen

Maxwell-G. im Vakuum — Wellengleichungen O E(t,7) = O B(t,7) = 0
allerdings mehr Information in MG

jedes ,verniinftige* Vektorfeld E(t,7) (jede Komponente € Li(—00,00) in jeder Variable)
durch 4-dim. Fouriertransformation darstellbar

Umkehrung der Fourier-T. (eindeutig!) — w?=c2k? = 2k? (fiir E(w, k) # 0)

daher allgemeine Losung als 3-dim. Fourier-Transformierte
Et,7) = /d3k Ey(Ry et (F- 7= wt)

kénnen uns auf w = +ck beschriinken (E(k) i.a. komplexe Vektorfunktion)

analog

Bt = /d% By(Ry i (k7= wt)

Maxwell-G.

- o 19B = - W= -
VXE:—EE ’Lk;XEO(k) :ZEBO(}C)
— —. C - — —. — —
— Bo(k‘) = ;k‘ X o(k) — |E0| = |B0|



— VB = 0, V x B=-"" automatisch erfiillt

mit E . Eo(E) =0

Folgerung: allg. Losung ist (Linearitéit der MG!)

oi (k- 7 — wt)

Uberlagerung von monochromatischen ebenen Wellen

monochromatisch: durch einzigen Wellenzahlvektor k gekennzeichnet

zur Erinnerung: warum als ebene Wellen bezeichnet?

physikalisch realisierbare Wellen: Reel (k-7 —wt) [oder Im ¢ (k-7 — "‘Jt)]
Fortpflanzung in Richtung & /k — speziell fiir k = k &,

cos(kx —wt) =cosk (x — ct)
Welle nach rechts mit Geschw. ¢
Wellen nach links: k = —k €y

allg.: Ebenen k - 7 =konst. pflanzen sich mit Geschwindigkeit w/k = ¢ in Richtung k /k fort
Welle zerfliefit nicht s w linear in k
andere Ausdrucksweise: Welle zeigt keine Dispersion (gilt nicht mehr in Materie, s. Kap. V)

Notation: k: Wellen(zahl)vektor, k = |k|: Wellenzahl

Abstand zwischen benachbarten Maxima bei festem t: kAx = 2w —
2 -
Wellenléange: A= % Phase der Welle: o=k -7—wt
2
Kreisfrequenz: w =ck = e Frequenz: y=S-2
A A 27
Lichtgeschwindigkeit ¢ =  Phasengeschwindigkeit: Geschwindigkeit, mit der sich

Ebenen ¢ =konst. fortpflanzen

monochromatische ebene elektromagnetische Wellen (in komplexer Notation)

!

s
I
)

E(t,f):Re{Eoei(k'F—wt)} 7 g(tjf):Re{:XE*Oei(hF—wt)} 7

— Elk, BLlk, ELB, |E|=|B|
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— E und B sind transversal polarisiert, d.h. orthogonal auf Ausbreitungsrichtung

Energie- und Impulsdichte

fiir festes :  Felder oszillieren in ¢ —

betrachten zeitgemittelte GroéBen iiber eine Periode T'= 1/v = 27 /w

1 [T
Def.: (A) = T/ dt A(t,7) Zeitmittel der GroBle A
0

—

— (E) =(B)=0

Energie- und Impulsdichten sind aber quadratisch in den Feldern

E(t,7) = Re {EO et (k7= wt)} = Re {(qu,r + iﬁo7i)(cos¢ + ¢sin go)}

= Eo,r cosp — Eo,i sin (p = k-7— wt)
E? = quﬂ, cos® ¢ + Egz sin? o — QEOW . Eo,i sin ¢ cos ¢
72 L (= 72 Lz =
— (B7) = 3 (Eo,r + Eo,z) = §E0 - Ey
Lo 1~ a1 -
analog (F-B) = iRe (Eo- By) = §Re (Eq - Bo)

mittlere Energiedichte (mit |Ey| = |Bo))
(tem) = o (B2 + B%) = —— (Bo- By + By - B) = -~ Bo- B
T 8w 16m \707 70T T0TR0) T gm0 TR0

mittlere Energiestromdichte (Poynting-Vektor)

_ _ c
= —(ExBY=—Re(Eyx B}
(S) = A x B) = _Re(Ey x Bj)
N ",
Eyx By = k N = — .
0 X Dy 0 % (k x O)k 0o
” <> = ngﬂo O—CE<uem>

— Welle transportiert Energie mit Lichtgeschwindigkeit ¢ in Richtung k

. ,S_"‘ E (Uem>
I Isdichte: =)=
mpulsdichte <c2> P

Energie-Impuls-Beziehung fiir masselose Teilchen (Photonen):

—

E
Ipl = — — spezielle Relativitétstheorie (Kap. VI)
c
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Polarisation

wieder monochromatische ebene Welle betrachtet:

k= ke, — E, B oszillieren in (z,y)—Ebene
beschrinken uns auf E, da B = % x E
allg. Polarzerlegung (Ej i.a. komplex!): Eg = \Eg| e2ia
analoge Zerlegung: Eoe 1 =) +iby , bi reell, b; L k
_'g 6_2ia = B? — Z_)g -+ 2i51 . 52 = ‘E‘g|
— biby=0, b} >0
b by . I
Wahl der Achsen: €y = m , €y = iﬁ (wenn by =0: €, =¢€, X €y)
1 2

E(t,7) = Re {EO et (k'F—wt)} = Re {(b1 &, £ by e;,)ei%@}

= by cosp e, Fby sinpeéy, p=kz—wt+a, bi:]l;i|
—_——  N————
Ex (t,7) By (t,7)
2 R2
Polarisationsellipse: b—; b—;’ =1
1 2
rechts polarisiert links polarisiert
d .
mit df =—w<0, k=ke, (ausder Zeichenebene heraus)
allg. Fall: E (und damit E) elliptisch polarisiert
Spezialfille
by =0: E (B) linear polarisiert
by =ba: E (B) zirkular polarisiert

Linearitéit der MG: allg. Fall als Superposition zweier orthogonal linear pol. oder
zweier entgegengesetzt zirkular pol. Wellen darstellbar
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N.B.: monochromatische ebene Welle ist eine Idealisierung, da
(Uem) = konst. — Energie = /d?’r (Uem) = 00

physikalisch realisierbar sind nur

Wellenpakete =  Uberlagerung von monochromatischen ebenen Wellen

typisches Wellenpaket (fiir festes t)

rdumliche Ausdehnung Az ~ [

Theorie der Fourier-T. —
Wellenzahlbereich Ak 2 1/I notwendig ——
klassische Unschérferelation: Az Ak 2> 1

Ubungen: GaufBsches Wellenpaket
bis jetzt Wellen im gesamten Raum betrachtet; wesentlich kompliziertere Situation:

Wellen in durch Metallwénde begrenztem Volumen

endliches Volumen — Hohlraumresonator

Volumen in einer Richtung unbegrenzt — Wellenleiter (z.B. Koaxialkabel)
Randbedingungen an Metalloberfléche ?

Vor.: Frequenzen nicht zu grof}, d.h. Zeitabhéngigkeit des Feldes nicht zu stark —
Idealisierung des perfekten Leiters wie in der Elektrostatik

— Etang|8\/ =0 ¢+ @nx E\av = 0 mit Normalenvektor 7 auf Metalloberfliche

Magnetfeld
B= -V xE — ﬁ~§:—c(§xﬁ)‘ﬁ:—cﬁ(ﬁxﬁ)
daher insgesamt Randbedingungen an Metalloberfliche 0V
iix Elgy =0, i Bloy =0

gute Niherung fiir Radiofrequenzen (v < 109 Hz), sicher nicht fiir UV-Frequenzen oder héher
(v 2 10'® Hz); Metalle kénnen fiir sehr grofie Frequenzen transparent werden

’ rechteckiger Wellenleiter

in z—Richtung offen
rechteckiger Querschnitt:
0<z<L,0<y<1Lsy

im Inneren Vakuum: OE =08 =0
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Rechteckquerschnitt erlaubt Losung mit Separationsansatz:

Ei = fi(x) gi(y) hi(2) T;(¢) (i =1,2,3)

1 gl h 1Tl
—0OF, =0 — CAUNTE & S Sk S
E fi 9 b AT,
Folgerung: mit w? = ¢ (k2 + k%, + k2.)
i —k3, 9 _ —k3, hi _ — k2, T _ 2
fi g oy T i

— Losung ist Produkt ebener Wellen, z.B. f;(x) = fi(O)eiiklix

E1: muss verschwinden fiir y = 0 und y = Ly (Tangentialkomponente)

— gl(y)msinnﬂ (np=0,1,2,...), d.h. }’<:21::|:nz—7r
2
analog fiir Fo: fa(x) oc sin mne (Vorzeichen egal)
1
FEj3: tangential fiir x =0, Ly und y = 0, Lo — FE5  sin mzﬂw sin niﬂy
1 2
E; = (i fi(x) sin Lgry ci(k1z —wit)
2
By = Cysin 22 92(y) eilkoz — wat) (k3i = ki)
Es = (3sin ML i 271 i(ksz — wst)
Ly Lo
mit i.a. komplexen Koeffizienten C;: am Ende immer Realteil zu nehmen
jede Komponente erfiillt Wellengleichung, auflerdem muss gelten VE =0 —
0 = O f{(x) sin n1L7ry ei(klz — wit) + (5 sin mne gé(y) ei(k2z ~ wat)
2
Fiky Oy sin 12T g 11278 et (k32 — wst)
Ly Ly
gilt Vi — Wi =Wy =w3 =:w
gilt YV z — k1:k2:k3:: ]Cz
auBerdem: mi1=mo =mund ny =ngy =:n und
f1(x) o sin mry — fi(x) o cos e
Ly Ly
gh(y) o sin nry — 92(y) o cos nry
Ly Ly
2,2 2.2
~ mem nem
Losung fiir £ (mit w? = ¢? (7 + 72 +k2)):
1 2
FE1 = (Cf cos mre sin nry ei(kzz — wt)
Ly Ly
Ey = (Cysin ’I’fZZIL‘ cos nL—zy ei(krzz — wt)
FE3 = (j5sin mme sin nry ei(kzz - wi)
Ly Lo

53



zusitzlich VE = 0 zu erfiillen —

mm nm
—C1— —Cy—+1ik,C3=0
' T, t1k.C3
— 2 unabhéngige Amplituden = 2 unabhéngige Polarisationen

Magnetfeld B bereits bestimmt wegen
B=—-cVxE=—iwB

. 19E

erfiillt automatisch VB = 0 , VxB-— - 0 und Randbedingung
z.B.:

By — _ig (C’QLW:W B C};m) cos nzrlx cos nL7r2y (ko2 —wt)
fir m=n=0 — E=B=0 triviale Losung —

untere Schranke fiir mogliche Frequenzen (Filter!)

S . 1 1

min [ —, —
w>cm o' L,
ohne Beweis: wenn F3 = B3 =0 — E=B=0

daher: allgemeine Losung ist Uberlagerung von

transversale elektrische Wellen TE Es=0, B #0
transversale magnetische Wellen ™ E3#0, Bs=0

Ubungen: TE- und TM-Wellen minimaler Frequenz
Koaxialkabel: konzentrische Kreiszylinder — 3 auch TEM-Wellen mit EF3 = B3 =0

Hohlraumresonator (endliches Volumen): auch k, quantisiert
— rein diskretes Frequenzspektrum, stehende Wellen analog schwingender Saite

reale Systeme: E, B dringen in Metall ein —  Ohmsche Verluste, geddmpfte Wellen

IV.5 Langsam verdnderliche Felder in der Nahzone

Vor.:

@ p, j # 0 in Gebiet mit Durchmesser ~ d

- E, B nur in der Nihe von p, j # 0 berechnet
— |7 =7 <d

- E, B dndern sich langsam:
durch maximale Frequenz v = 1/T charakterisiert
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Anderung langsam im Vergleich womit, d.h. v < ?

= - — d << A\

v_1_1
c A d

Beispiel: UKW-Empfinger mit d ~ 1 cm, v ~ 100 MHz=10% s~* (03)

>
I
[

c
=300cm > d

v

retardierte Zeit:

tet = t—|F—7|/c=t [1 - T_r’]
C

t[l%—O(C;)]:t firt 2T (dad<cl)
c

daher Retardierung in 1. N#herung ignoriert (instantane N#herung):

_ _ ! =/
ret /d3 /p t ”r r ’/C 7’ ) ~ /d37‘/ pjt7r )
r

=7 =7
L 1 t—|F—7" 1 i(t, 7!
Aret(tam— /d3 /.7( ’T r |/C T ) ~ /dST'/ ]_g 77”_’)
¢ |7 — | c |7 — 7|
0 (t, )
— = 1 N t 2N (= =2 1
E(tﬂ?) = _vq)ret - *Aret =~ /d?’?"/ w Y /dST, _,ait_,
c |7 — 7|3 c |7 — 7|
1nst( 4) 1nd( 4)
Sr) - x A o L [y AT X P
B(taf):vXAret = C/d |7"—T"|3 . lnst( F)
ﬁ X E = 6 X (Einst + Eind) = 6 X Elnd
95 (t, ) }
_ 1 d37‘/ v x ot _ _} OBinst
2 |77 — 7] c_ 0Ot
Interpretation:
instantan: p— Einst ) j — ginst
. 97 0B, .
zeitliche Anderung: 6—‘; — 5 st Fing Wechselstrom
Schaltkreise

aufgebaut aus so genannten elementaren Schaltkreisen:
beschréinken uns auf einige (idealisierte) Elemente
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2 bel. Punkte betrachtet
Strom flieft von 1 — 2

Spannungsabfall: ~ da V x Einst =0

2
— V12:/ dr' - Finsy = @1 — ®o
1

z.B.: Generator im E-Werk

EMK Vie =€ unabhéngig vom Strom [
Vig=RI
, 1o
Ohmscher Widerstand B = —J
o

)= [ a1, wn=-a0

—0o0

Kondensator Vie = %1 mit Kapazitit C

I erzeugt éinst ox I

dI OBt 4 dI
bl E bl
o rmd Xy

Spule (Leiterschleife)

da in idealer Schleife kein Widerstand (o — o) —

Ladungen bauen entgegengesetztes Einst x yr auf, so dass Einst + Emd ~0:

dl
Selbstinduktion  Vio = LE
Einheit der Induktivitit L (Selbstinduktionskoeffizient: hingt nur von Leitergeometrie ab)

im SI-System: [L] = H(enry) = Vs/A

Stromverlauf in beliebiger Schaltung bestimmt durch

Kirchhoffsche Regeln

1. ﬁ X Einst =0 — fdf Einst =0:

in jedem Schaltkreis 1 — 2 — ... — N — 1 gilt
Vig+Vag +---4+ VN1 =0

Summe der Spannungsabfiille verschwindet

2. Ladungen konnen sich nur in einem Kondensator ansammeln —

Summe der in einen Verdrahtungspunkt einflieBenden Strome verschwindet
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einfachstes (idealisiertes) Beispiel: ungeddmpfter Schwingkreis

— L dt' T
£+ +C/

dq d’q 1
I(t) = — L— +—qg=¢&
=G az ¢
Analogie zum ungeddmpften harmonischen Oszillator
dt2+mw0n_K — Lva n=q, K=
— Thomson-Formel W = 1
"7 Lo
homogene Losung (£ = 0): ungedampfte Schwingung mit Frequenz wy =

realistischeres Anwendungsbeispiel

— L I
E+ —I-C/ dt' In(t

dl
&+ L t—i—Rh—O

d
I=05L+1
—C’dg+LC£+I = 0
dt aez T T
£ Ldl
“RTgath =0

Summe beider Gleichungen: (wenn I bekannt — I, I berechenbar)

Lo ldl 11 1dE
dt2 RCdt LC RLC L dt

harmonischer Oszillator mit Reibung und duflerer Kraft

d*n 49 dn n K
Win =
az P T oy
& FEi f 1 Th
igenfrequenz ~ wp = — omson
VLC
1
@  Reibung = Dampfung 2p = RO

Vor.: EMK periodische Wechselspannung — £(t) = & coswt =

allg. Losung: I(t) = Is(t) + In(t)

o7

EoRe W

t

£

I

1

VLC

E >0



homogene Losung  Ij,(t) oc e Pt = et/ (2RC) Einschwingvorgang
fiir ¢ > RC bleibt nur erzwungene Schwingung iibrig:
I(t) ~ Is(t) = Ip cos (wt + ) = IoReei(wt +9) , Ip>0

Einsetzen in Diffgl. (komplexe Notation, am Ende Realteil nehmen)

Iy et0 (—w2 by 1) Wt — g (RéC + zzu) et

nach Vor.: & >0,1y>0 —

Ipe® 7z =&, 7 = ¢ |7
Impedanz (Wechselstromwiderstand) Z frequenzabhéngig!
1 iw 9 . L 9
—t+t 55w 1 +iw— —w’LC 1
z=LC _RC___ _ B = iwL +
1 n w 1 L iwC 1 L iwC

— + — — +iw — +iw
RLC L R R

Serie

parallel

fiir unsere idealen Elemente:

1
" iwC
. . 1 . 1
daher in unserem Beispiel: Z =71+ T 1 = wl +
=4 — 4 iwC
7 + 7 R + w
. L
1 W0 E
Resonanz: Ww—wy = — J——"=3+— 50
A/ ’ 1 — 00
LC -+ inC "
R
&
R — oco: 2. Kreis blockiert —— 1. Kreis in Resonanz — Iy = ﬁ — 00
— sehr grofler Strom fiir w — wy

Impedanz: grole Vereinfachung komplizierter Schaltungen durch komplexe Notation
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IV.6 Elektromagnetische Strahlung (Fernzone)

Vor.: kleine Quelle, d.h. d< A
d ~r < A: Nahzone — Schaltkreise
d < r, A\: Fernzone — Strahlung

welcher Anteil des Feldes ist fiir » > d relevant?

- 1 jt—|F=7"/c, 7 S o1
Aret(t,f) = C/dBTI ( ’|F_F/||/ ’ ) > Aret(t,F) r—00 ;
. . . - - - 1
scheint zu implizieren: B =V X At + 500 - 77
r

= c = , 1
wiirde bedeuten, dass Poynting-Vektor S = 4—E X B ;5o mind. wie — 77
7 r

2
abgestrahlte Leistung P = /dF .S~ % 15 0
r

widerspricht offensichtlich der Erfahrung

Lo 1
— muss Anteile von £, B =0 <> geben: Strahlungsfelder
r

kann nur an Retardierung liegen, die bei obiger Uberlegung ignoriert wurde

betrachten zunéchst Punktteilchen (Liénard-Wiechert)

q e q U (tret)
(br t(taf‘) = = N ) Ar t(t,f‘) = = -
© R(tret) - R(tret) Vg (tret)/c ¢ CR(tret) - R(tret> : Uq(tret)

Lo 104 B} ;
E=—-Vd, — -
\Y ret c 8t )

wobei

—

R(t) =7 — Fq(t) R R(tret) = "f_"— Fq(tret)’ = C(t — tret) — tret (t, ’f'_‘)

Problem fiir Ableitungen: ¢, 7 stecken in ., und zwar in R und Ug

nach eher langwieriger Ableitung (z.B.: FlieBbach, Kap. 23)

. 7—B)(1— B2 1 Y . .
E(t,F)Zq{(n . ﬁ)+m3Rﬁx[<ﬁ—5>xﬁ}}, B(e,7) = i x (e,
mit
ﬁ:%) g:gqv k=1-1 5

alle Groflen 17, 5 , Kk, R sind Funktionen von ¢,
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Folgerungen:

@& fiir gleichférmig bewegtes Teilchen (5 =0)

q(it — B)(1 - B?)

E: =

K3 R2

<1> keine Strahlung

Q

r2

@ Strahlungsfeld ist prop. Beschleunigung E

) aii x [ = ) x f] L
EStr(ta T‘_‘) = cR(l s B»)S |ret s Bgiy = 1t X Egyy
— radiale Komponente der Energiestromdichte
. c . = — c ., = c =
S-n = En : (EStr X BStr) - E (TL X Str) BStr - E ’BStr|2
¢ o @ 1Ex|@-Bx5|P
= In ‘ Str’ ArcR2 (1 _ 5 B»)G ret
in Raumwinkel d2 abgestrahlte Leistung: dP = dF-§ =5 -7 R%d
differenzielle Strahlungsleistung
ap g ix [=F)x 8] P
PT e
nichtrelativistischer Fall: g <1
- ogax(ix 7)
Bow = Tap
ix(Ax0) = (A-0)Ai—70
= |7 cosOi —|U]cosOii — T, , U= |t]cosOii+v, , @A-UL=0
= G
— Egy >~ —Zz—R 1L n
nichtrelativistische Strahlungsformel
dPnrel q2 -2 q2 2, 2 . 9
iQ  dnd LT andd Ultret)” sin” 6
maximale Abstrahlung orthogonal auf Beschleunigung
keine Abstrahlung in Richtung Beschleunigung

relativistischer Fall — Kap. VI
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allgemeine Ladungs- und Stromverteilung p, j

nur Potenziale und Felder der O(1/r) fiir » — oo sind fiir Strahlung relevant

> ! = 2! 1
Multipolentwicklung: t— =] =1— r + ner +0 <> ; i =7/r
c c c r
1 r  n-r o 1 o r  n-r
Ogy, (t,7) = /d3r'p(t — -+ ) Asir(t,7) = — /dgrlj(t ——+ )
r c c cr c c
-7 d A 1
| | S—-x—-—=T=- (groBle Wellenléngen : A > d)
c c c v
= —/
7] gibt unterschiedliche Verzégerungen der Quellpunkte 7/ am Aufpunkt 7 an
c
- fiir A > d ,,Verzogerungseffekte“ klein
- Entwicklung von p, j um ¢ — r/c nach 7 - 7' /c
- je grofer Frequenz v, desto mehr Terme miissen in dieser Multipolentwicklung

beriicksichtigt werden: E1,M1,E2, M2, ...

beschranken uns auf den fithrenden Term:

elektrische Dipol- oder E1-Strahlung

- 1 - r
Agee(t,7) = — [ &' jt—=,7)+...
St(vr) or 7’]( er)—i_
=/
1 ” 1 i Op(t — =, 7)
Pgir(t,7) = — | & pt — -, 7 /d3’ ¢
sult?) = 3 [t -y far BRIty
1. Term in ®gy, ist q/r — kein Beitrag zur Strahlung
iop o et = ) dedit=T)
Qg (t,7) = — [ d* 7 ‘ = “
B (t:7) cr nr ot cr
r
ap(t_fv"?,) _,
/ P — = - / a7 V(- 2 PR / ' jt— =) —
Ap (t R N O d(t_g)
E1(t,7) = e 7’](—577)—7

. 5 T o r 1 T; o r
mit &d(t_E) =d (t—g) <_c) Oir=——d (t— c)
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differenzielle Strahlungsleistung

dP, - o .
dSl :1"2 ﬁeriﬁ (EEl XBEl)
o B ‘2—‘d(t E)|251n29
4 El A

gesamte abgestrahlte Leistung

o r o r
d(t—-)f 21d (t—-))?
dPg; | .
Pg1 = | dQ = & dQ sin’f= ——_ ¢
Bl / d§) 4med / i 3c3
- T
2| i (t— )P
M1-Strahlung;: Py = ¢

3c3

Ubungen: nichtrelativistisches Punktteilchen strahlt nur E1-Strahlung ab
Spezialfall

Hertzscher Dipol

monochromatisch schwingender Dipol: cf(t) = dy coswt = dy Re [e_iwt}

r
- - —iw(t ) o .
in komplexer Notation: d (t - C) =dye ( ¢/ =dy e—i(wt — kr)

. . o o—i(wt —kr)
Bup(t,7) = — 2 d'x it = k> x dp

- Eup(t.7) = Bup(t.7) x i
rc 0 " ; up (£, 7) up (£, 7) X 1

— auslaufende Kugelwelle

zeitgemittelte abgestrahlte Leistung:

dPup ¢ 5 = . . cr? . L
< a0 > = E T n<EHD(t,F) X BHD(t,T)> = 87 n Re EHD(F) X BHD(T)
cr? o 4

. ck* ., -
. |BHD(7“)\2 = §|n X d0|2

Polardiagramm
|7 x dy| = d sin

<dPHD> . w4d% SiIl2 0
aQ ' 8re3

gesamte abgestrahlte Leistung:

4 12
wrd§

P =
(Fip) 3c3

62



IV.7 Streuung

typisches Streuexperiment

gestreute Welle

einfallende Welle Ladungen beschleunigt

Vor.:

i. einfallende monochromatische ebene Welle

x E

| 7y

E(t,7) = Re [E)oei(k'F_Wt)} , B=

ii. Punktladung sei in einem Oszillatorpotenzial gebunden (Modell fiir im Atom gebunde-
nes Elektron): Ladung ¢, Frequenz wp, Dampfung T’
iii. Bewegung nichtrelativistisch (v < ¢) —> @ x B vernachléssigbar

iv. Wellenlénge der einfallenden Welle gro: A > |r|

Bewegungsgleichung fiir Punktladung mit Trajektorie 7(t):

m .?q +mF7'7’q + mwg Ty = qEO ei(k Tg — wi) +O(v/e)

Reibungskraft —mI’ 7'_”q: verursacht durch verschiedene Prozesse, die dem Punktteilchen
Energie entziehen (Abstrahlung, Stofiprozesse, ...)

Dipolnéherung: mit kry = 27y, /A < 1

R Te = 14 0(rg/\)

allg. Losung:  74(t) = 7g,s(t) + 7g,n(t) (7n Klingt mit eL1/2 ab)
Ansatz: Tq,s(t) =70 e~iwt
— (—w? —iTw + wi) 7y = gE_"o
m
— zeitabhéngiges Dipolmoment
o . 2 /m )
d(t) = qiye Wt — L Z0MM_ —iwt
()= a7 wi —w? —ilw
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—

Vor.: einfallende Welle linear polarisiert — Ey = ei5507r mit reellem Vektor E’Of
zeitgemittelte Dipolstrahlung

dP,  w'q*|io|? sin?0 ¢ o @\’ wisin? 6
(w§

N = — — |Eql?
<dQ> 8mc3 877’ o 6 — w?)? + w?I?

mc?

strikt elastische Streuung:
keine Frequenzénderung in

der gestreuten Welle

Def.: differenzieller Wirkungsquerschnitt

dP
di _ abgestrahlte Leistung pro Raumwinkel ds2 _ <E>
Q einfallende Leistung pro Fléiche B (|S])

: = c =
mit  (|S]) = e{uem) = o[ Eo[*

diff. Wirkungsquerschnitt fiir Streuung von linear polarisierter Welle an gebundener Ladung

dﬁ B q> 2 w?sin? 0
d  \mc?) (W —w?)?+ w2l?

integrierter Wirkungsquerschnitt:

do
= [ dQ)—
g / a0

_ 8£ q2 2 w4
3 \me?) (Wi —w?)? + w22

2

Elektronen: =28 1fm = ry

MeC2

klassischer Elektronenradius

Rayleigh-Streuung: w < wy

relevant fiir Streuung von Sonnenlicht an Molekiilen in der Atmosphére

81 wt
o= ?rklw—é
— blaues Sonnenlicht stirker gestreut als rotes
Oblan _ Whlau _ Aot <700 nm>4 10
Orot wie  Afan  \400nm /)
- Erklarung von Himmelsblau und Abendréte
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Resonanzstreuung: w =~ wy

starke Energieabhéngigkeit — Instrument zur Strukturuntersuchung
8T o wi
o(w=wp) = ORes = 3 TaT2
wo ist o(w) = ORes/27
wenn (wg — w?)? ~ WiT? (fir T < wp)
Losung (fiir I' < wp):
r
w=uwpy=*x 3
— I' = Gesamtbreite bei halbem Maximum

h
QM, QFT: Energieunschirfe des (Resonanz-)Zustands ~ Al' = —
-

(7 = Lebensdauer des Zustands)

Thomson-Streuung: w > wp, I'

insbesondere fiir freie Elektronen (wy = 0)

S

0T (homson) = 3 Tkl

bisher immer linear polarisiertes Licht betrachtet

fiir Praxis noch wichtiger: Streuung von unpolarisiertem Licht

unpolarisiertes Licht: statistisches Gemisch aller moglichen Polarisationen

Resultat (ohne Rechnung; 6 = Streuwinkel zwischen ein- und auslaufender Welle):

dUT,unpol . q2 2 1 sin® 0
dQ  \me? 2
integrierter Querschnitt:

doT unpol 7 2l 14+cos’  8m [ ¢? 2
ramn = [0t <ox (5 ) [ dteos 0 = T (0

— selbes Ergebnis wie vorher fiir o1, da im integrierten Querschnitt natiirlich keine
Richtung (der Polarisation) ausgezeichnet

QFT: Compton-Streuung ~vye~ — ye~

Frequenz (~ Energie) des Photons reduziert («+ Riickstof des gestreuten Elektrons)

w’_ 1

w 2hw . 50

Frequenzverminderung ist ein Quanteneffekt:

w—=sw fir h—0
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Klein-Nishina-Formel fiir Streuung unpolarisierter Photonen

dowpel [ €2 2 W' 2 1/ LY sin? 6
dQ  \mec? w 2\w W 2

bisherige Betrachtung fiir ein einzelnes Streuzentrum:

i.

ii.

wie sieht der Wirkungsquerschnitt fiir N Streuzentren (Atome, Elektronen, ...) aus?

inkoh#rente Streuung

wenn Streuzentren unabhéngig voneinander abstrahlen —
oNn=No

Bsp.: Rayleigh-Streuung von sichtbarem Licht in Atmosphidre —
Luftmolekiile statistisch verteilt: inkohérente Streuung

kohérente Streuung

konstruktive Interferenz der einzelnen Streuwellen —
oy =N 25

Bsp.: Wasserdampf in der Atmosphére; Wassertropfchen mit Durchmesser d ~ 2 -+ 500
nm bestehen aus N Molekiilen ~—  fiir sichtbares Licht (400 = 700 nm) schwingen
induzierte Dipolmomente in Phase — cfrﬁapfchen =N JMolekﬁ] —

Wolken weitgehend undurchsichtig, da Licht stark gestreut wird

andererseits: homogenes Wasser hat d > A —  Molekiile in verschiedenen Teilen
der Wassertropfen nicht mehr in Phase ——  homogenes Wasser relativ durchsichtig
(inkohérente Streuung)

allg.:

koh#irente Streuung <+  Interferenz (konstruktiv oder destruktiv)

Paradebeispiel: Beugung von Réntgenstrahlen an Kristallen (Laue-Bedingungen)
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V Elektrodynamik in kontinuierlichen Medien

Vorgangsweise analog zur Kontinuumsmechanik:

unméglich (und unnétig), elm. Felder fiir 1023 Ladungen zu berechnen  —

Mittelung iiber mikroskopische Bereiche

Mittelungsfunktion f(7)
Vor.: f(7) rotationssymmetrisch

typische Form —
/ dPrf() =1

—

(Boi) = / B! F(7) B (7 + ) = B(t,7)

gemitteltes Feld wieder mit E bezeichnet, obwohl jetzt andere Bedeutung als das urspriingliche
Feld Emikr
zur Erinnerung: Molekiilgrofe etwa 1 A=0.1 nm, Apjene ~ 600 nm —

gemittelte Felder sinnvoll im optischen Bereich, nicht im Rontgenbereich
(A ~ A) und natiirlich erst recht nicht fiir y—Strahlung

wichtig: es gibt keine neue Elektrodynamik in Materie!

Maxwell-G. sind die fundamentalen Feldgleichungen auch in kontinuierlichen Medien
makroskopische Maxwell-G. sind phidnomenologische Niherungen, die in der Praxis von
groflem Nutzen sind

V.1 Polarisierung und Magnetisierung

makroskopische MG schauen zunéchst wie die fundamentalen MG aus, ausgenommen

P, j — gemittelte Groflen (p), <j>

Grund: partielle Ableitungen kommutieren mit Mittelung der Felder

—

0 = _ 3,0 (= 0 = =
atE(t,r) = /dr (7 )atEmlkr(t,r—i—r)

9 = _ 3,0 (=l 9 i S !
&riE(t’F) = /d r f(7 )axi Epiie (8, 7+ 77)

wie sind (p), (j) zu verstehen?

mittlere Ladungsdichte (p)

Materie besteht aus Atomen, Molekiilen (elektrisch neutral) und ,freien“ Ladungstrigern
(Ionen, Elektronen) —
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Aufspaltung: P = Pirei + Pgeb Mit

/ d*r Ptrei = qV / d*r Pgeb = 0
\% 14

pfrei(ta F) = Z Qad(g) (7?_ Fa(t)) 5 pgeb(ta 77) = pa(t7 T — To (t))

wobei die atomaren (molekularen) Ladungsdichten p, bei 7 = 7, lokalisiert sind (d ~ A)

Mittelung der gebundenen Ladungsdichte

(Peen(t 7)) = / 1 () pat, 7 — Pl

— Zf(F_Fa(t)) /dST//pa —»// va /d3 //—»//pa(t 7;»//)_1_”‘

da (1)

/d37"//f T_‘W—F’l"a( ) )pa(t T_‘w)

=0 (neutrale Einheiten)

dabei wurde die Mittelungsfunktion in der Dipolndherung um 7 — 7, (t) entwickelt:

=/

f(F//'i_"”a()_F) = f(F_Fa(t)_r)
= f(F=Ta(t)) = 7" - VI = 7alt)) + O("?)

!

daher
<pgeb(t7 r) = ~V Zda(t) f(7—Ta(t))

= V[ @ Y08 ~ a(0) £ ) = =P = ppa(t,7)

Def.: Polarisierung
P(t,7) = (Y da(t)sP (7 —7a(t)))

lektrisches Dipol t
CORITISCRes TIponoment _ Dipoldichte der neutralen Einheiten
Volumen

da es bei Punktladungen nichts zu mitteln gibt —

(p(t, 7)) = (prei(t, 7)) + ppoi(t,7)
= preilt,7) — VP(t,7)

—  Kontinuitéatsgleichung o+ 6; =0

Ladungserhaltung
=0

muss separat fiir die freien Ladungen gelten: pg.e; + ﬁjﬁ-ei

analoge Analyse fiir die Stromdichte

.;(tv F) - jfrei(tv ’F) + jgeb(ta ’F)
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integrierte Polarisierung
/ d*r P(t,7) = > da(
acV
analoge Definition der magnetischen Dipoldichte M (t,7) (Magnetisierung) der gebundenen
(neutralen) Objekte
Pr=" [ia(t)

acdsr

diese Magnetisierung fiithrt auf einen gemittelten Strom (alles in Dipolnéherung!)
Jmag(t,7) = ¢V x M(t,F)

kann allerdings noch nicht alles sein: auch Polarisierung trigt zum gemittelten Strom bei

<p(t, F)> = pfrei(ta F) + Ppol(ta 'F)
<;(t7f>> = jfrei(ta F) "‘jmag(tam +jp01(t7f>
Kontinuitatsgleichung —

ppol = _vfmag - vjpol = _vjpol =-VP
— konsistente (und richtige) Wahl:

- OP(t,7)
ool = g
homogene Maxwell-G. bleiben bei der Mittelung unveréndert

. 10B - o
VxE+-2" =0, VB =
c Ot

Mittelung betrifft nur die inhomogenen MG:
ﬁE_’ = 47T<p> =4 (Pfrei + ppol) = AT prei — 471'613

Def.: D-Feld (elektrisches Hilfsfeld, dielektrische Verschiebung, elektrische Induktion, elek-
trische Erregung, ...) o .
D=FE+4nP
daher
VD = 47 pprei
letzte Maxwell-G.:

. - 10E dm (-
V x B — Ea = (]frm +.7mag +JP01>
4 dr 5
= Tr]fre1+47TVXM+ 7TP
C
L. N 10 4 o A
¥ x (B—47TM) _ 73 (E+47TP> = ijfrei
’ cot ¢

Def.: H-Feld (magnetisches Hilfsfeld, magnetische Feldstéirke, magnetische Erregung, ...)

—

H =158 —4rM
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Maxwell-Gleichungen in Materie (Dipolnidherung) ‘

VD =4 AT Ptrei VB =0

. . 10B . . 18D 4An-
E+=-—=0 H_-—=_ =7

VX +06t VX c Ot c Jirei

Lorentz-Kraft: nach wie vor durch die (jetzt gemittelten) Felder E B bestimmt

1-

allerdings mit pee;, jfrei: /d r |:pfrel f')E(t ) + ]frel(t ) X g(t,f')]

Problem: pgei, jfrei legen i.a. E, D, B, H noch nicht fest

]3, M normalerweise nicht vorgegeben, sondern stellen sich erst in Abhéngigkeit

von E/, Bein — weitere phinomenologische Annahmen notwendig

’ atomistische Erklarung von Polarisierung und Magnetisierung ‘

a. induzierte P, M

Atome, Molekiile besitzen zunéchst keine Dipolmomente, durch dufleres Feld werden sie
aber induziert (Deformation der Elektronenhiille) — P || E, M antiparallel B
(Lenzsche Regel, Diamagnetismus)

Orientierungspolarisierung, -magnetisierung

Atome, Molekiile besitzen Dipolmomente, die aber zunéchst zufallsverteilt sind; wer-
den im duBeren Feld ausgerichtet — P || E, M || B (Paramagnetismus) wegen
Drehmoment der dufleren Felder auf Dipolmomente

spontane ]3, M

benachbarte Dipole wechselwirken miteinander =~ —  Dipoldichte # 0 auch ohne
duBere Felder; starke Temperaturabhéngigkeit (nur fiir kleine 7'; Phaseniibergang bei
T = T,) und nur in geordneten Medien: Ferroelektrizitéit, Ferromagnetismus —
komplizierter Zusammenhang zwischen D und E, bzw. H und B (Hysterese) —
Physik der kondensierten Materie

Energiebilanz

frither: 5 E durch E, B ausgedriickt
jetzt: da Lorentz-Kraft ungeéndert (allerdings fiir jﬁ-ei)

mit

dFE - -
dl\t/lat = /dgrjfrei -E

c = = = 1 - 0B 1 - oD

_"ri~E’ = ——VExH -—H -— - —F - —
Jive 4 (E'x H) 47 ot 47 ot
> = OUem
= VST
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mit

Ex H

.
S =—
47 ’ Ot A7

haufiger Fall (s. néchster Abschnitt): D =konst. E, H = konst. B —
vew = o (E- D+ - B)

Randbedingungen zwischen 2 Medien

analog wie im statischen Fall
(fiir zeitlich wenig verénderliche Felder):
Oberflichenladungsdichte oy

zur Vereinfachung: keine Oberflichenstromdichte

VD = 47 piyes — (511 - 51) ST = AT Ofrei
Gauf} (Normalkomponenten)
ﬁg — (é[]—B})”fiZO
- - 10D A4r- " _
VXH—*i—j.]frei — ﬁX(H[]—H[>:0
c Ot c
Stokes (Tangentialkomponenten)
. 18B _, _,
VXE—F*E:O — ﬁX(E[]-E[)ZO
c

diese Randbedingungen werden im letzten Abschnitt gebraucht

V.2 Isotrope Medien

phénomenologische Ndherungen zur Losung der Maxwell-G. in Medien eingefiihrt
fiir schwache Felder: PxE, MxB (oder H )

sicher nicht richtig fiir Ferroelektrizitit, -magnetismus
Beispiel (s. Abschnitt iiber Streuung):

induziertes Dipolmoment im zeitabhéngigen dufleren Feld

.
- E -
i= TEMm __ . §

wi —w? —ilw

mit Polarisierbarkeit o (komplex, frequenzabhéngig in der Fourierdarstellung)

— ngéd)r—rg = Z(S (7" —1773) =nyaE
B




wenn alle dg gleich: no= Dichte der Atome (Molekiile)
Def.: elektrische Suszeptibilitit .

P=x.E
— D = E+4rP=¢E
e = 14+4mx. Permittivitat (Dielektrizitatskonstante)
analog: magnetische Suszeptibilitit yp,
M = xm H

—

— B = H+4rM = ,u,I:_i
pw = l4+47xm Permeabilitat

Bem.: ¢ = 1, p — 1 ergeben MG im Vakuum, aber Achtung: makroskopische MG
ableitbar durch Mittelung der fundamentalen MG, aber natiirlich nicht umgekehrt

selbst bei angenommenem linearen Zusammenhang verschiedene Méoglichkeiten:
€, p i.a. zeit- und ortsabhéngig

in Kristallen Tensoren statt Skalare
Ferromagnetismus: keine Linearitéit mehr (Hysterese) —» gleich B(H) angeben
fiir weitere Diskussion: rdumliche Homogenitdt —— ¢, p ortsunabhéngig
zunichst auch Zeitunabhéngigkeit vorausgesetzt — ¢, p tatséchlich Konstante
groBe Vereinfachung;: D(t,7) =eE(t,7), B(t,7) = pH(t,7)

— MG im wesentlichen wie im Vakuum zu losen

Kondensator mit Medium (Dielektrikum)

ﬁﬁzémpfrei,ﬁxﬁ:()
e=konst. — VxD=0
— 5:471%@255

Potenzial hingt mit Kraft und daher

mit E zusammen: E = —V®
- dmqgd ¢
S : V=0¢(z2=0)—-P(z=d) =d|E|= ==
panmung (- =0)~@(: = d) =d| | = 7L 1
— Kapazitidt wird durch Dielektrikum erhoht (immer € > 1):
_¢eF
 4rmd

typische Werte von € (bei 20° C)
Luft: 1.0006, Glas: 4 +~ 10, Wasser: 80
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Spule mit para(ferro-)magnetischem Medium (x> 1)

u = konst. —» VH =0
daher frithere Losung fiir B jetzt fiir H:

- 4nIN
H = ﬂ-l €3 innen
c

=0 aullen

~ - 4nIN
und daher: B = pH = s

P (innen)

—  grofie Verstirkung von B (relevant fiir Lorentzkraft, Induktion, ...) durch Eisenkern

’ zeitabhéngige Felder ‘

beschrénken uns auf elektrisches Feld; Polarisierung jetzt nicht mehr instantan —

Ansatz (Dimension der Suszeptibilitit jetzt [ye] =s™!): zeitliche Faltung
— o0 —
P(t,7) = / dt' xe(t)E(t —t',7)
—0oQ

Kausalitiit: ~ P(t,7) kann nur von E(t — ¢/, 7) fiir ¢/ > 0 (d.h. aus fritheren Zeiten)
beeinflusst werden

—  xe(t)=0 fir t<0

Fouriertransformation:

f(w) = /oo dt f(t) elwt fir f=P, E, xe

—00

Theorie der FT (leicht zu verifizieren): Faltung — Produkt, d.h.
P(w,) = Xe(w) E(w, )
—  fouriertransformierte Suszeptibilitéit x.(w) wieder dimensionslos
D(w,7) = &(w) E(w,7) = [1 + 47 X(w)] E (w, 7)

im Oszillatormodell: 2/

- 4mngq®/m

5 =14 — -
() + wg — w? —iwl

Bem.: ¢(t) immer reell, £(w) i.a. komplex (wie im Oszillatormodell)

untersuchen £(w) als Funktion der komplexen Variable w
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Pole von &(w), wenn  w? + iwl — w? =0
Vor.: wo>T1/2 —
wl,gz—%i wg—rj
beide Pole in der unteren Halbebene
wegen I' > 0 (Dampfung)
Beh.: kein Zufall, sondern folgt ganz allgemein aus der Kausalitét

Bew.: da x.(t)=0 fir t<0

o

E(w) =14+47 Xe(w) = 1+47r/

—00

. e °] .
dt xe(t) Wt =14 477/ dt xe(t) et
0
zerlegen w in Real- und Imaginérteil: w = w, + iw; —
o0 .
W) =1+ 4r / i o (1) efort = wit
0

—  Integral 3 stets fiir w; > 0 wegen £ > 0 — £(w) ist analytisch in der oberen
Halbebene (und hat dort insbesondere keine Pole) ged

Wegintegral in der komplexen w—Ebene

f dw/(&j(wl) — 1
C w —w

Integral iiber Halbkreis:

verschwindet fiir R — oo

Cauchy:

[oofefomrf o ]=

o0 w—E& oo
mit Hauptwert(integral) P / = lim ( / + / )
—o0 e=0 —0o0 w+te

andererseits folgt aus dem Residuensatz

p/:+/:2m[g<w)_1]

d d
leicht nachzupriifen: / i / 9 (hier z = W' — w)
z z
o0
Summe Cauchy und Residuensatz: P / =17 [é(w) — 1] und daher explizit
—0o0
Dispersionsrelation
; o0 =(, ) __ 1
E(w) = 1—ZP/ dw’%
T Jso W —w
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Dispersionsrelation verbindet Re&(w) (Dispersion) und Im&(w) (Absorption)
Xe(t)* = xe(t) impliziert

Reé(—w) = Reé(w) , Imé(—w) = —Imé(w)
Zerlegung der Dispersionsrelation in Real- und Imaginérteil und Beniitzung von

/00 dwf(w) = /000 dw [f(w) + f(—w)] ergibt die

—00

Kramers-Kronig-Relationen

~ 2 w'Im &(w’) Rea
ReE(W): 1+7TP/0 d ,TLUQ N Im€ P/ d ! _w2

diese Relationen folgen einzig und allein aus der Kausalitit

Konsequenzen: i. im statischen Limes (w = 0) ist £(0) immer reell (da Im£(0) = 0)
ii. £(0): Dielektrizitéitskonstante im engeren Sinn
£(0) = Reé&(0) > 1 fiir Imé(w) > 0 (néchster Abschnitt)

Dispersionsrelationen kommen in vielen Bereichen der Physik zur Anwendung,
z.B. auch in der Quantenfeldtheorie:
Kausalitit — analytische Struktur von (Streu-)Amplituden — Dispersionsrelationen
V.3 Elektromagnetische Wellen in kontinuierlichen Medien
Vor.:
i. isotropes und homogenes Medium: ¢, p ortsunabhéngig

ii. Zeit-, bzw. Frequenzabhéngigkeit zugelassen: nicht zu grofie Frequenzen
(Wellenlédnge A\ > Mittelungsbereich notwendig)

iii. pprei = 0, Jirei = 0

Ansatz: monochromatische Welle (e(w), ete. jetzt ohne Tilde geschrieben)
E(t,7) = Re {E(f) e*l’wt} , D(t,7) = Re {E(w) E(7) e*m}

B(t,7) = Re {B(F) e_i“’t} , H(t,7) = Re { E(F) e—iwt}

w reell vorausgesetzt (sonst exp. Anwachsen oder Abfall in der Zeit)

£(w), p(w) i.a. komplex (s. Oszillatormodell)
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Maxwell-G. im Medium:

VE([) =0, 6xE“(f)_?B(f):o
VB([) =0, ¥ x B+ =E E() =0

§X(§XE)—Z—§><B?:—AE—W§”E:0
c c
w2€/’6 = WQEM —
— At — | EM=0, A+ =5 ) B =
Losung durch ebene Wellen:
E(u T?) — Re {EO ei(ﬂ-f’fwt)} ’ E(t, f") — Re {BO ei(E-Ffwt)}
mit
R S T 7 -
WZQk:ﬁk =cky , k= \/euko

da w und c reell, ey i.a. komplex — k i.a. komplex (zur Vereinfachung: ko reell)

Def.: Brechungsindex n = ,/n (i.a. komplexe Funktion von w)

-

n:‘/su:nr—i—m:]n\eié, E:(nr+iﬁ)k0
zusitzliche Konsequenzen der Maxwell-G. (vollig analog zum Vakuumfall)

EO'EOZO, E()XE"O:EB’O
cn
EO-EOZO, ongoz—yﬁo
c

Folgerungen:

wie im Vakuum E L ky, Blky, E LB, aber |E|#|B| (wemn |n|#1)

Polarisation ebenfalls wie im Vakuum: i.a. elliptische Polarisation

betrachten Spezialfall der linearen Polarisation: EO reell

-

E(t,7) = EoRe{ei(k'F_Wt)} — By cos (noko - 7 — wt) e ko - T

- -

—

ko = sko -
Bo = TL*OXEQ:|’I”L|6Z(5]€*0XE0
0

ko
3 - ko oz P —kky - T
B(t,7) = |n| T X Fy cos (nyko -7 —wt+0)e
0
— geddmpfte ebene Wellen in Richtung Eo; Bzu E phasenverschoben
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Phasengeschwindigkeit

Maximum der ebenen Welle bewegt sich mit Geschwindigkeit

w c
v = = —
P nrkg Ny
in Richtung ko: vp(w) ist i.a. frequenzabhingig — Dispersion (s. weiter unten)
2 A
Wellenldnge: n, koA =27 — P -
nrko Ny
wenn k> ( — Dampfung der Amplituden in Ausbreitungsrichtung ko
explizite Form im Oszillatormodell:
4mnog®/m
cw)=14—— 22717 =1
@ =1+ Fr ()
n=.\/ep — n2:5u:nf—ﬂ2+2inrn, Ime =2n,x
4rnoq?wl /m
Ime = >0
o (wE — w?)? + w22
da n, > 0 in allen realistischen Féllen (n,: Brechungsindex im engeren Sinn) —
I
tatsdchlich Dédmpfung in Richtung der Wellenausbreitung: K= 21115 >0
s
Folgerung: z.B. exponentielle Abnahme der Energiedichte
q ko - 7
1 o B2 —2kko
uem:<5E2+> ~ e ko
8T o
kol
Absorptionskoeffizient = 2xkg = ome
s
1
— Intensitat der Welle fillt auf einer Absorptionslinge I4 = ok auf e-ten Teil ab
KRO

Energieverlust: Strahlung, Streuung an Atomen, Erwéirmung des Mediums, etc.

K
weitere Konsequenz der Dampfung:  Phasenverschiebung § = arctan — und
n’/‘

) . ,
Ble+ 2,0 =l B 7, Il #1 ia

typische Frequenzabhéngigkeit von n = \/en

betrachten wieder Oszillatormodell:
a

elw)=1+ -
() wg — w? —iwl
a=4mne?/m >0, u=1, n?=¢(w)

a(wd — w?)
(w2 — w?)? 4 wT?

Ree(w) =1+

7



awI’
(wg _ w2)2 + W22

dhnlicher Verlauf fiir

Ime(w) =

Brechungsindex n,(w) ~ y/Ree(w)
(bei kleiner Ddmpfung)
)

Ime(w

und fiir kK(w) =

2n, (w)
bei kleiner Dampfung:
d dRee
n2:5,u:n$—n2—l—2inrn — 2n, for :ei(w)
dw dw
man unterscheidet daher
normale Dispersion anomale Dispersion
dn, dn,
>0 <0
dw dw
wenig Absorption starke Absorption
weit weg von Resonanz Né&he einer Resonanz

’ Dispersion ‘
beschrinken uns auf normale Dispersion (k ~ 0) — n, k = n ko annihernd reell
— ebene Wellen fast wie im Vakuum
allerdings: w(k) i.a. nicht mehr linear in k, da

9 c2k?
W= —o——
n?(w(k))

Bem.: n ~ n, im weiteren nicht unterschieden

physikalisch realisierbar sind Wellenpakete
E(t,7) = /d3k E(F) itk -7 = w(k))

zur Vereinfachung Beschréinkung auf eine Raumdimension (f: Komponente von E, é)

8} .

f(t,z) :/ dk f(k)e! (ke — w(k)t)
—0o0

verschiedene Wellenzahlen ——  verschiedene Phasengeschwindigkeiten vp(k) = w(k)/k

betrachten jetzt ein fast monochromatisches Wellenpaket

Spektrum der Welle: | f (k)2

entwickeln w(k) um ko, wo

Spektrum ausgepriagtes Maximum hat
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) ot (5 = o) 0 [(k — ko))

——
vG

flt,x) =~ /dkz F(k)ei (ke = w(ko)t —vG(k = ko)t)

w(k) = w(ko)+

ett(vako = wlko)) /dk f (k) etklz —vat) — cit(vaho = wko)) f(0, & — vgt)

Folgerung;:
‘f(t,l‘” = |f(05$ - th)|
wenn hohere Terme in Entwicklung

von w(k) um ko vernachlissigbar

— Welle pflanzt sich fort mit
dw(k
Gruppengeschwindigkeit wvg = szgg ) |le=ko
Elektrodynamik
dw(k
Vakuum: ep=1 — w(k) = ke — vG = c;?{; ) =c=uvp
Wellenleiter (dhnlich fiir Plasmawellen): andere Dispersionsrelation
k) — 2 212 _w(k) 1 Winin
w(k) = Jwiy, + ¢ — wp=— o =c +C2?>c
R dw(k) Ak 1 -
dk 2
\/wr2nin + C2k2 \/1 + (';)2111];;1
interessante Frage: gilt immer vg < c¢?
Wellen im Medium:
ke &
k = = —
w(k) n(w) P
leiten die Gleichung n(w)w = ck nach k ab
dn dw N dw R dw(k) c c
——w+n—==c vg = = =
dw dk dk “T T dk dn w dn
nt+w— n|l4+——
dw n dw
: : dn
normale Dispersion: o >0,n>1 —
w

vg < vp < ¢C
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anomale Dispersion: Imn nicht vernachléssigbar

— vg keine aussagekriftige Grofie

Gruppengeschwindigkeit  vg:

bei Spektrum mit scharfem Maximum

Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Zentrums des Wellenpakets

Phasen- und Gruppengeschwindigkeit sind zu unterscheiden von der

Front(oder Signal)geschwindigkeit eines im Ortsraum lokalisierten Wellenpakets

Theorie der Fourier-T.:

vp = k]im w(k)/k

— 00

Hochfrequenzlimes:

Mittelung der Kontinuumselektrodynamik
nicht mehr sinnvoll —  Hochfrequenzwelle ,sieht* kornige (atomare) Struktur
zwischen den Atomen ist aber Vakuum —  vp = ¢ (Plausibilitédtsargument, kein Beweis)

tatséchlich erfordern hohe Frequenzen Behandlung mit Quantenfeldtheorie:
relativistische QFT  —  vp =c¢ (Kausalitét)

eigentliche Bedeutung der

Dispersion = ZerflieBen von Wellenpaketen

in der Ndherung
w(k) ~ w(ko) +va(k — ko) — Vg ~ Up

wenn vg # vp: Wellenpaket zerfliefit, weil verschiedene Fourierkomponenten
versch. Phasengeschwindigkeiten haben ——
offenbar hohere Terme in der Entwicklung von w(k) ausschlaggebend

einfaches Modell: Gaufisches Wellenpaket mit quadratischem Term in w(k)

, Pk
fk) = Norh

22 dw(k
w(k:) = Wy (1 + CL2 > — Vg = U:ig{; )‘ko = CL2WQ/€0

Konstante a,b: Léngen, die Wellenpaket und Dispersion charakterisieren

. _M tkx — 1w 1 a’k?
f(t,z) = / dkf<k>el<’ffﬂ—W<k>t>:\/‘;? / dke 2 e °t< 2 )
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Nebenrechnung fiir Exponenten:

2 21.2
g(t,z, k) = f%(k: — ko)? + ikx — iwot — iwot%
b2 2k2
= -3 d(t)?(k — ko)* + ik(x — vat) — iwot <1 _ g 5 0>
b2
= -3 d(t)2(k — ko) + i(k — ko)(x — vat) + ikox — iw(ko)t
mit
9 iwoa? 9
dt)* =1+ 2 t, va = a“woko
mit neuer Integrationsvariable k' = k — ky und dem Integral
L2k? 22

1 e 1 1 ——
B dk 2 WWE = Z 2L2
o /Oo e e Le

ergibt sich als explizite Form des Wellenpakets

) ) (x —vgt)?
cikor — iw(ko)t TR
fltw) = = (*)
t=0:
72
FO,) =e 207
t>0:
(z — vgt)?
e 222dO)"
f(t,2)| = T

Interpretation der Zeitabhéngigkeit:

Maximum des Wellenpakets bewegt sich mit Gruppengeschwindigkeit vg

4N 1/2
Breite ~ bld(t)]? = b (1 + w3t224> wiichst mit ¢
Breite wiichst umso rascher, je kleiner b/a — schmilere Wellenpakete zerfliefen

rascher (Maximum wird dabei kleiner mit wachsendem )
Grund: klassische Unschérferelation Az Ak 21
@ kleines b <> breites Spektrum |f(k)[?

@& groflerer Bereich von verschiedenen Phasengeschwindigkeiten

V.4 Reflexion und Brechung

experimentelle Situation: 2 verschiedene Medien I, IT mit Brechungsindizes

nr=Er (pr=1), nip=en (ur=1)
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Vor.: Medien durch (x,y)-Ebene getrennt, ny reell, n;r =nr, +ikr

einfallende elektromagnetische Welle in I fallt auf Trennfliche

einfallende Welle (z < 0)

(komplexe Notation)
B(t,7) = B, ik -7 — wt)
B=Fx B/ko. F= ko k- Bo =0
Randbedg.:
an Grenzfliche pge = 0, jfrei =0
N.B.: Zeichnung nur fiir
reelle Ej, Eé, Eg, nrr sinnvoll
Randbedingung an die Felder (s. Abschnitt V.1):
Tangentialkomponenten von E, H = B (wegen pu = 1) stetig bei z =0

Normalkomponenten von ﬁ, B stetig bei z =0

— muss i.a. auch eine Welle in II geben: gebrochene Welle
oy nll z(l;l 7 — w/t) Bl 7 T
E'(t,7) = Eye , B' =k x E'/k (z>0)
damit sind die Randbedingungen i.a. noch nicht zu erfiillen
— 3 i.a. auch eine reflektierte Welle
AT il i(/;;" 7 — w”t) BIl T T
E"(t,7)=Eje , B"=k"x E" kg (2<0)
i2 2
dabei gilt natiirlich — = k3 = W—Q, etc.
ny c

beginnen mit Tangentialkomponenten von E

z=0: & x |Eyellk-T=wh) gy G ) Ej (K T —w't)
muss fiir alle Zeiten gelten — w=uw =u"
2 2 2 2
K _KE_F w 2 7

2 2 = 9
ny ny Ny ¢

legen k in die (x,z)-Ebene: E etk + kyz —wt)
Randbedg. (z =0) Vy — kh=Fk] =0 —

k, k', k" liegen in einer Ebene

Va (z=0) — ki =k, =k
k1 Tk

. _ . [/_
sing = —, singp" =

1
k K"k
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Z

Reflexionsgesetz (Einfallswinkel=Ausfallswinkel): ¢ = ¢

Vor.: wkrr < nyrr — schwach geddmpfte Welle in 11

o . o o P
K T _ giRek -7 —Imk" - T

Re k' definiert Richtung der gebrochenen Welle —

, ko k1 B k1 _ konrsing
Rek!|  |[Re(Kynr)|  kolRe(nrry +ikm)|  kongry

ing

Brechungsgesetz (Snellsches Gesetz): npsing = nyy,sing’

damit sind Exponentialfaktoren in allen Wellen gleich (fiir z = 0)

verbleibende Randbedg. setzen Ey, Ej, EY/ (i.a. komplex) in Beziehung zueinander

Normalkomponenten von 5, B

i er( _'0+E_’(’]’)~é’z:511£_7’6-é’z

i (B e 7 ) = () -
Tangentialkomponenten von E , H=B

. (Eo+ E) x & = E} x &,

iv. (EXEO+E”XE6’) X €, = <E’><E6) X €,

bel. einfallende Welle ist Uberlagerung zweier orthogonal aufeinander linear pol. Wellen;
beschrénken uns hier auf den Fall, dass Ey in der Einfallsebene liegt, d.h. Ep-¢é, =0

Randbedg. — Eo,ﬁé,ﬁé’ alle in Einfallsebene

N.B.: Ep= \/Eg, El = \/Eé’z, e = n? alle reell; Ej = \/562, er7 = n3; i.a. komplex

i — n3 (Eo + E(’)’) sing = n?;E)sing
dabei ist die i.a. (fiir k77 # 0) komplexe Grofe sing’ def. durch
Ky = K sinyp (K reell, k" komplex)

Relation ii ist identisch erfiillt, da kx E o €y

iii — (Eo - E(’)’) cos p = Ejcos@ sin? @ +cos’@ =1
ivi da kx E €y — resultierender Vektor in z-Richtung

dak-E=0 — Produkt der Betrége k£ E geht ein; mit

k2 k” 2 9 k‘/ 2

2
— = =5 =N -5 =N —
2 2 I» 2 II
kO k(] kO

nr (EO + E(l)/) = ’I?,[[E6
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i+iv — allg. Form des Brechungsgesetzes fiir komplexes nj;
nrsing = nrrsin®@

lii+1iv: 2 Gleichungen fiir E)), E{] (¢’ mit Hilfe des Brechungsgesetzes eliminiert)

Fresnelsche Formeln (fiir Ey in Einfallsebene)

2 2 2 in2
E} 2nm17 Cos El  TpCos@ —nry/ngp —nysin® e

Ey 2 2 22 Ey 2 2 2 win2
N7y COSY + nry /Ny — Ny SN @ nyyCcosp + nyy/ny; —nysin® @
: S0 . /2 2402, —y
i.a. komplexe Groflen; wenn ny; komplex: ny; —nysin® @ = njyrcose

zeitgemittelte Energiestromdichte

- c oo c - - c - =
<§> = —<E><H>:—Re(E xH*) b=t CRe (E xB*)
4 8w 0 0 8w 0 0
¢ pe L (M Rx Bo) V= Crednfos, gl = ¢ ppfog
= —Re — = —Re{n—F- = — — Ren
8w 0 k‘() 0 0 s k‘() 0 0 s 0 ]{30
Reflexionskoeffizient R (fiir E in Einfallsebene)
1< > | B oy b=l (nure = i)+
I <S> B> = |nar+nil® (nure+n0)? + k3
Transmissionskoeflizient TH
T — | < g’ > | . |E6|2Ren[1 =0 dniRengs . 471]7&[[77,
I | <S> | \Eol>nr  ~ |nmr 42 (npry +np)?+ K%
Energieerhaltung: R +T) =1
flir sichtbares Licht: Medium I = Luft, n;y ~ 1
Wasser:  nyr, ~1.33, ki < nrryp  — RH ~ 0.02
—  Wasser ist transparent: 7} ~ 0.98
Metall:  nj; ~iksr — TH ~0 — RH ~1
Metallspiegel!
im weiteren angenommen: njy reell
E{): 2ny cos ¢ Ei(’)’ _ nyrcos o — nycos ¢’
Ey nrrcosp+mnycosy’ ’ FEy nprcosp+mnyrcose’
Folgerung: E{ = 0 fiir nyy cos pp = nycos¢’
zusammen mit Brechungsgesetz nysin g = nyysin ¢’ kann ¢’ eliminiert werden —
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Ergebnis

nir r_a !
tanpp = — — tanp = — = cot pp — $YB+ ¢ ==
ny nrr

NN

wp: Brewsterscher Winkel

bei ¢ = pp: kein reflektierter Strahl
wenn E in Einfallsebene

—  bei einfallender unpolarisierter
Strahlung ist reflektierte Welle
vollsténdig polarisiert mit £” L Ebene
Herstellung von polarisiertem Licht

(orth. polar. Komp. immer # 0)

Symmetrierelation fiir allgemeine Winkel:

| Eo|
|E|
Wellen, die von I nach II unter Winkel ¢ einfallen wie fiir Wellen, die von II nach I unter

Winkel ¢’ einfallen, wobei ny sin ¢ = njysin ¢’

ungeéndert bei ¢ <> ¢’ und ny <> nyy — Reflexionskoeffizient gleich grof fiir

Totalreflexion
Einfall vom optisch dichteren ins optisch diinnere Medium: nj;; < ny (beide reell)
n n n
singozlsin<p'§£<1 — gogngR:arcsinl
nr nr nr
— Totalreflexion fiir ¢ > TR

Anwendungen: Glasfaser als Lichtleiter, Rontgenlinsen
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VI Relativistische Formulierung der Elektrodynamik

Mechanik: ausgezeichnete Rolle der Inertialsysteme

Relativitatsprinzip: alle Inertialsysteme gleichberechtigt —
Forminvarianz der Newtonschen Gleichungen unter Galilei-Transformationen

Elektrodynamik: offenbar nicht invariant unter Galilei-Transformationen,
da Lichtgeschwindigkeit ausgezeichnet

von Maxwell bis 1905: MG gelten in einem bevorzugten Bezugssystem, in dem der Triager
der elektromagnetischen Wellen ruht (Ather)

Michelson und Morley (1887): Lichtgeschwindigkeit in allen Richtungen gleich, obwohl Erde
sicher keine ausgezeichnete Position im Universum
(Bewegung der Erde im Sonnensystem, in der Milchstrafle, gegeniiber Fixsternen)

Einstein (,,Zur Elektrodynamik bewegter Koérper” , 1905): wenn c in allen Inertialsystemen
den gleichen Wert hat —— Modifikation der Galilei-Transformationen notwendig
kein Ather, aber gravierende Anderung des Zeitbegriffs —

Relativitidt der Gleichzeitigkeit

Galilei-Transformationen — Lorentz-Transformationen

wichtiger Unterschied:

(Maxwellsche) Elektrodynamik ist bereits eine lorentzinvariante Theorie
(Newtonsche) Mechanik muss dagegen modifiziert werden, um Invarianz unter
Lorentz-Transformationen zu erreichen

VI.1 Relativititsprinzip und Lorentz-Transformationen

IS: ¢, 7 IS: 7
(spezielle) Galilei-Transformation:
t'=t (universelle Zeit)

7 =7 —Ut

dF'didF

—

N = = _
ar  dt  dt "
d2 —/ d2 e

— r_ar — Galilei-Invarianz der Mechanik
dt'? dt?

angenommen, Elektrodynamik wére galileiinvariant:

IS: Lichtgeschwindigkeit=c — IS: ¢ = ¢— v (in Richtung v)

Widerspruch zum Experiment — Relation zwischen (¢, 7) und (¢, 7") muss geéindert werden
welche Kriterien sind mafigebend?

verlangen nach wie vor das

Relativitédtsprinzip: kein Inertialsystem ist vor einem anderen ausgezeichnet
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— sehr starke FEinschrénkung an mogliche Transformationen

stellen 3 Forderungen an erlaubte Transformationen zwischen Inertialsystemen

A. Eigenschaft der kréiftefreien Bewegung

geradlinig, gleichférmig in IS & geradlinig, gleichformig in IS’

Folgerung: lineare Transformation zwischen (¢, 7) und (¢, 7")

Figenschaft unter rdumlichen Drehungen:

t, t' Skalare, 7, 7’ Vektoren —

allgemeiner Ansatz:
t = at+bv-7
= dr+ed(-7)+ fUt
a(?v), ..., f(¥) drehinvariant — nur von v = |¢] abhéngig

Festlegung: 7’ = 0 soll ¥ = ¥/t entsprechen

—  dtevi+f=0

B. Inverse Transformation: s -5 Iy = I =% 18
sehr starke Einschrankung — nur mehr einzige unbestimmte Funktion a(v)
, 1—a?_
t = at+ 5= U T
av
—/ — - 1 - —
7= 4 0(U-F) —att
v
C. Gruppeneigenschaft
s 5 o1 %1 = IS % IS selbe Struktur mit (7, @)

Forderung legt a(v) bis auf eine Konstante K fest:

auflerdem folgt aus der Gruppeneigenschaft das Geschwindigkeitsadditionstheorem:

- L U+
wenn U || 0 — U= 7w
1+ —
K2
Geschwindigkeitsadditionstheorem fiir allg. ¢/, W — Ubungen
legen ¥/ in die z-Richtung:
’ v ’
=) vy
¥ = vy(z—vt) 2=z
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was ist die Bedeutung der Konstanten K (Dimension einer Geschwindigkeit)?

2,2
o2 KA = 72<x2—2th+vzt2—K2t2+2th—UKJ;)

_21.2 1_U2 _ K242 1_U2 — 22 K242
=7 e x2)|=°

Folgerung;:

K ist eine invariante Geschwindigkeit

==Kt > ¥ =+Kt

i. Galilei, Newton: es gibt keine (endliche) invariante Geschwindigkeit — K = o0

Galilei — Transformation (y =1) : t =t Yy =y

= x—vt zZ =z

ii. Einstein: K = ¢ = 299792458 ms~!  Lichtgeschwindigkeit

r v ’
t = v t—c—Qac Yy =y
¥ = y(z—vt) Z =z

spezielle (eigentliche, orthochrone) Lorentz-Transformation mit

1 L U+W ,
V= —— U= —5 (fir o || @)
v 1+ —
1-—— c2
c

betrachten massives Teilchen in IS mit Geschwindigkeit w < c:

Lorentz-Transformation (in Richtung von —f): immer v < ¢, damit v < oo

. v+ w
m IS/ . ’U)/ = j
Tz
fiir festes w ist w’ streng monoton wachsend in v
. vtw / v+ w
da lim ——5 = ¢ — w=——7p <C
v—C

c c

Folgerung: c ist eine Grenzgeschwindigkeit — massive Teilchen haben immer v < ¢
(s. Abschnitt VI.4: Relativistische Mechanik)

andererseits:

V4w
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— masselose Teilchen (wie Photonen, s. relativistische Mechanik) haben in allen IS
Lichtgeschwindigkeit ¢ («+ Invarianz von c)

allgemeine Form einer speziellen (eigentlichen, orthochronen) Lorentz-Transformation
IR 2\ —1/2
;o VT B v
Coa(E) ()

wichtigste Konsequenz:

da Raum- und Zeitkoordinaten gemischt ——  keine universelle Zeit mehr —
Begriff der Gleichzeitigkeit nicht mehr unabhingig vom IS
—  Ursache aller begrifflichen Schwierigkeiten der speziellen Relativitéitstheorie (SRT)

Raum und Zeit zur Beschreibung von Ereignissen notwendig

Raum-Zeit-Diagramm

auf 1 Raumdimension beschrankt
t'-Achse: 2’ =0

v
— x=wvt, tana=-—

c

z/-Achse: t' =0

VT 2
t——2:0 — xr=—t
c v

ct v
tanf = — = —— = —
b At c

v

— a=0

bereits abgeleitet: = = +ct <« ' = tct’ Lichtkegel
Lichtkegel fiir 3 Raumdimensionen: 7% = c%¢?

Grenzgeschwindigkeit ¢ — Tangente der Weltlinie (Trajektorie in der Raum-Zeit)
eines massiven Teilchens immer innerhalb des Lichtkegels

Relativitéat der Gleichzeitigkeit

Raum-Zeit-Punkte A,B: bei t = 0 (gleichzeitig in IS) Lichtblitz nach rechts, bzw. links
IS: A und B gleichzeitig

IS”: B war vor A!

unausweichliche Konsequenz der

Invarianz von ¢

Zeitordnung verschiedene Bedeutung

bei Galilei- und Lorentz-Transformationen
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Newton (Galilei) Einstein (Lorentz)

Zukunft Zukunft
Vergangenheit Vergangenheit
Gegenwart: t' =t =0 Ereignisse G, G
universelle Zeit potenzielle Gegenwart

Abstand zweier Raum-Zeit-Punkte (Ereignisse) definiert einen Vierervektor (ct,7)

lorentzinvariante Klassifizierung (da c?t? — 2 unabhiingig vom IS)

At2—r2>0 t>0 zeitartiger Abstand Zukunft

— 77— t<0 — 77— Vergangenheit
At —r?=0 lichtartiger Abstand
A2 —r2 <0 raumartiger Abstand potenzielle Gegenwart

potenzielle Gegenwart: 3 IS, so dass Ereignisse gleichzeitig in diesem IS

Grenzgeschwindigkeit ¢: nur zeitartig oder lichtartig getrennte Ereignisse kénnen
kausal miteinander verbunden sein

Konsequenzen der Relativitédt der Gleichzeitigkeit

A. Zeitdilatation (Motto: Laufen erhilt jung!)
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Uhren synchronisiert UhrinIS: t=T, =0

t=0,2=0 UhrinIS: 2/ =0 (z=vT)
T—oT "
=0 2 =0 e _ 1L
v? c
1 - —
2

2
Zeitdilatation: ' =4/1— % T <T — Dbewegte Uhren gehen langsamer
c

Relativitéitsprinzip: von IS’ aus betrachtet, geht die in IS ruhende Uhr langsamer !

Veranschaulichung mit spezieller Uhr in IS’ :

L.-T. 1 auf Lichtweg

— Abstand d ungeéndert

2
_C

18" t

von IS aus betrachtet:

misst Zeit t =T

unausweichliche Konsequenz der Invarianz der Lichtgeschwindigkeit

Realitat der Zeitdilatation

Myonen: instabile Geschwister der Elektronen, mittlere Lebensdauer im Ruhsystem: 7, =

2.2-107% s (zerfallen fast ausschliefilich in Elektronen und Neutrinos: = — e~ + v, + 7¢)

werden in Atmosphére durch Hohenstrahlung erzeugt ~——  sollten nach einer Strecke

cTy=3- 108 ms™!2.2-1076 s = 660 m zerfallen sein (genauer: urspriingliche Zahl auf e-ten

Teil abgesunken)

tatsdchlich erreichen auch Myonen die Erde, die in 30 km Hohe erzeugt wurden

Grund: wegen Zeitdilatation fliegen Myonen im Mittel eine Strecke vy c7, > 660 m fiir v Se
da im IS(Erde): t =~t' =y71, > 7,

Zeiten t,t’ offensichtlich

keine invariante Bedeutung

beliebig bewegte Uhr (kein IS i.a.)

infinitesimaler lorentzinvarianter Abstand:
ds? = 2 dt? — dx? — dy? — dz?
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im augenblicklichen Ruhsystem IS’ (Geschw. ¥(tg) relativ zu IS): d2’ = dy’ = dz' =0
1

— ds?> = 2 dt'? — dt' = —ds : infinitesimale Eigenzeit dr
p migenzeit ar

fiir endliches Wegstiick:

T2 1 to d
To—T1 = / dT:C/ d—idt
_ 2 ! 2
= dt dt /

FEigenzeit 7 ist unabhéngig vom Inertialsystem und fiir beliebige Weltlinien berechenbar

offenbar gilt (fiir Zeiten t1,t2 in beliebigem IS)

|72 — 11| < |t2 — t1]

Messung des anomalen magnetischen Moments des Myons

Myon-Speicherring (Brookhaven National Laboratories):
Myonen durch Magnetfeld auf Kreisbahn gehalten

v>~0.99942 ¢ - v=129.3
vTy, >~ c7y = 660 m
naive Erwartung:

Myonen im Mittel nach

n = 6607m = 7.5 Runden zerfallen

2Rm

tatsdchlich zerfallen die Myonen im Mittel erst nach 220 Runden
— sehr genaue Bestitigung des ~-Faktors

T ;) 2
[ T(t) [ v T 220
= dt =T\l-— — —=7v=—-—=293
T /0 c? c? Ty 7= 75

Bem.: v = 0.999 ¢ wiirde n = 168 Runden ergeben =~ —  sehr préziser Test fiir SRT

biologisch unbedenkliche Version des Zwillingsparadoxons:

Vergleichsprobe von Myonen in Ruhe sind im Mittel bereits nach 7, zerfallen, wéhrend die
beschleunigten Myonen 7, leben, also 29.3 mal lénger

N.B.: kein Paradoxon, da kreisende Myonen kein Inertialsystem definieren!

B. Lorentzkontraktion=Langenkontraktion (Motto: Laufen macht schlank!)

Ubereinkunft: Lingen immer zu gleichen Zeiten in geg. IS gemessen
da Gleichzeitigkeit vom IS abhéngt, auch Lingenmessung abhéngig vom IS
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Stab der Linge L soll in IS’ ruhen
Messung in IS zur Zeit t = 0: Az = AB
Messung in IS": Az’ = AB' =L

¥=L: —=zxz-—vt
Y
L A7
t=0: zrzp=AQAzx=—= m
Y Y

2
— Az = 1——2Ax'
c

Folgerung: bewegte Maflstabe sind , kiirzer* —
Konsequenz aus Def. der Langenmessung und Relativitéit der Gleichzeitigkeit

V1.2 Minkowski-Raum und Lorentz-Gruppe

L.-T. mischen raumliche und zeitliche Komponenten ——
(ct,7) zu Vierervektor zusammengefasst, Koordinaten parametrisieren Ereignisse = Punkte
in der Raum-Zeit (Minkowski-Raum M*)

Skalarprodukt in M4

Ziel: c®t? — 72 lorentzinvariante GroBe (im Gegensatz zu c? t2 + 772)

Basis in M*: ¢, (1 =0,1,2,3)

Konvention: griechische Indizes fiir Vierervektoren (u = 0,1, 2, 3), keine Vektorpfeile
lateinische Indizes fiir Dreiervektoren (i = 1,2, 3), Vektorpfeile

Def. des Skalarprodukts in M4:

1 0 0 0
0 -1 0 0
e =Tw =19 0 -1 0
00 0 -1

Nw: metrischer Tensor (pseudo-euklidische Metrik)

x e M*%: x=zle, Summenkonvention!

ot = (20, 2!, 22 23) kontravariante Komponenten
0 2

P =ctial =x,22 =y, 23 =2 des Vierervektors x
—  lorentzinvariantes (aber nicht positiv definites) Skalarprodukt

:Ey = xueu.yyeyzxuyueu.eyzxu:yurr’uy
3
— mOyO_E ::L‘zyz:l,oyo_j:.g
i=1

22 = pox=2"2 -7 =022
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bis jetzt: spezielle L.-T. betrachtet (Boosts)

suchen jetzt allgemeine lineare Transformationen x — 2/, y — 3/ der Form
N z=ux,y

mit reeller 4x4-Matrix L und reellem Vierervektor a, die den lorentzinvarianten Abstand

2 -\ 2

(z—y)? =nulz—y)Ha—y)"=a"—y")’ - (@F-7)

ungeéndert lassen
Komponenten a*: zeitliche (1 = 0) und rdumliche (@ =i = 1,2, 3) Translationen

homogener Anteil (zur Vereinfachung y = 0 gesetzt):

12

/ / A 2 A
x = nua'ta’V = nMVL“/\L”pm 2P =2 =,

2P
-
— I\ LY, =m,=L"nuL", — L'nL=n
mit der transponierten Matrix: LI“ =L

Analogie zu orthogonalen Transformationen: O'10 =1

— Lorentz-Transformationen sind pseudo-orthogonale Transformationen

spezielle L.-T. in z-Richtung:

’ v v
ct = 7<ct—gw) vy ——v 00

C

v
¥ = ’y(:r—gct> LM = —Ev v 00
;o ¢ 0 0 10
oY 0 0 01
z = Zz

Def.: v =: cosh — Rapiditét ¢

1—-1+0%/c*  v?
— sinh” ¢ = cosh” ¥ ¥ BT YR 72 =2 %

im (2%, #!) Unterraum

I_ < cosh 1 —sinth)

_sinh¢  cosh pseudo — orthogonale Transformation

Menge aller L.-T. bilden die Lorentz-Gruppe:
LinLi=n (i=1,2) — (L1Ly) nLiLy=LyL{nLiLy=LonLy=n

bekannte Untergruppe:

10 0 O
L= 8 D — D'(-1)D=-1 - D'D=1
0 orthogonale Gruppe O(3)

zur Erinnerung: orthogonale Gruppe O(3) zerfillt in 2 Teile
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det D=1 Drehungen SO(3)
det D = —1 Drehspiegelungen keine Gruppe

Lorentz-Gruppe O(3,1): 4 Zusammenhangskomponenten

L'nL=n — detL" detn detL = detn
—— \,1./
—1 —

(detL)? =1 — detL =+1

3
(LTn L)oo =m0 =1 =nw L L = (L%)* =D (Lg)* —  (L%)">1

i=1
daher: LO0 entweder >1 oder < -1
det L sen LY,
ch 1 1
ch 1 1 P
ck 1 -1 PT
Jd 1 -1 T

/Jl: Untergruppe SO(3,1) der eigentlichen orthochronen L.T.
El uct: Untergruppe der orthochronen L.T.
spezielle L.T. (Boost) in z-Richtung:

coshyy —sinh det L = cosh? ¢ — sinh?¢) = 1
I = —sinht  cosh) . coshy) >1 — sgn L% =1
1 eigentlich, orthochron

Raumspiegelung P (aritét)

20 =20 2/t = 2t — det L = —1, sgn L% =1
Zeitumkehr T
20 =20, 2/t =gt — det L = —1, sgn L% = —1

N.B.: nur eigentliche orthochrone L.T. sind stetig mit der Einheit verbunden

fundamentale Wechselwirkungen:

Naturgesetze sind nach derzeitigem Stand invariant beziiglich El (plus Translationen)
aber nicht beziiglich P und T' (verletzt durch schwache Wechselwirkungen)

starke und elektromagnetische Wechselwirkungen invariant unter der gesamten
Poincaré-Gruppe (semi-direktes Produkt von Lorentz-Gruppe und Translationen)
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0.B.: jede eigentliche orthochrone L.T. kann als Produkt einer Drehung um den Winkel ¢
um eine Achse ¢ = ¢ 7 und einer speziellen L.T. (Boost) mit Geschwindigkeit ¢/
dargestellt werden

&' = Lrot(6) Lpoost (T) = + a (VL1)
Folgerung: Lorentz-Gruppe hat 6 Parameter (gz_S’7 0)
Poincaré-Gruppe hat 10  Parameter (qg, v, at)
Poincaré-Invarianz — 10 Erhaltungsgrofien

(selbe Anzahl wie bei Galilei-Invarianz)

Tensoren und Tensorfelder auf dem Minkowski-Raum

Def.: 4 GroBen V# = (VO V1 V2 V3) bilden die kontravarianten Komponenten eines
Vierervektors V = V*# e, wenn sie sich unter Poincaré-T. wie die Differenziale

dz# transformieren
da't = LM de¥ — VP =LrVY (L™nL=n)
—  Transformation der Basisvektoren: e, = eL LY, (passive Transformation)
V=VVe, = V”eLL"U = L“l,V'jeL = V/“eL

Tensoren:
n-stufiger Lorentz-Tensor 1T =THiFrne, ®---®e,, mit

kontravarianten Komponenten: — T'H1-#n = [} L7 TVi-vn

Basisvektoren e* des Dualraums von M*:
et e, =0 = =0/

Beh.: e, =mn,, et

Bew.: €€y = €y Ty et = Tox €u et = DN 5HA = Nvp = Nuv

wie im Euklidischen: M?* kann mit seinem Dualraum identifiziert werden
V=Vte, =V, e =V,e"

Def.: V, =nu, V¥ =mn,, V! kovariante Komponenten des Vierervektors V'

— Vu = (%7%7‘6;‘/&) - (Voa _Vla _V27 _Vg)

Transformationsverhalten der kovarianten Komponenten (leicht nachzupriifen): Vl: Lk, =V,

analog fiir beliebige Tensoren (“Indexziehen” mit metrischem Tensor):

o V1.V

TMI---Mn - T]MlVl st T]Mn”n T "
_ / H1 1

Tlll...l/n - Tul,,,un L 12 B L Vnn
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metrischer Tensor ist ein invarianter Tensor 2. Stufe mit kovarianten Komp. 7,,:

Nuv LH)\LVp =T — 77;1/ = Nuv
kontravariante Komponenten:

Nuv = 77,u>\77up77)\p — = Nuv

daher Indexziehen auch mit n*": VE =9V,
auch gemischte Tensorkomponenten méoglich, z.B.
8", gemischte Komponenten des metrischen Tensors: 6%, = n#*ny, = nan™ = 6,/

~

N.B.: 6,, = diag(1,1,1,1) sind nicht die (kovarianten) Komponenten
eines invarianten Tensors

einfachster Tensor: Skalar = Tensor nullter Stufe (invariant unter L.T.)
wichtiges Beispiel: elektrische Ladung ¢ ist ein Skalar

auBerdem: Skalarprodukt zweier Vierervektoren ist ein Skalar
V-W=n, VEW" =gV, W, =VFW, =V, W

weitere wichtige (Lorentz-)Skalare:

— 4-dimensionales Volumselement

d*z = dalde'dz?dz® = edtdx dydz
' H

0

d4 I
x | det oy
~—~—

",

|d*z = d*x (wegen |detL|=1)

— invariantes Linienelement —ds® = (cdt)? — (dif)? = n, daetdz” = datdz,,

4-dimensionaler e-Tensor (Levi-Civita-Symbol):

Def . kovariante Komponenten
1 (uvpo) gerade Perm. von (0123)
Euvpe = —1 (uvpo) ungerade Perm. von (0123)
0 sonst

e-Tensor ist ein invarianter Pseudo-Tensor:
Euvpo L”aLVBLPWLU =det L EaBys

dreht bei uneigentlichen L.T. das Vorzeichen um
(wie 3-dimensionaler e-Tensor bei Drehspiegelungen)

Relativitatsprinzip: Naturgesetze haben in jedem IS dieselbe Form —

Tensorgleichungen 77 =Ty  (beide Seiten gleiches Verhalten bei IS — IS')

Feldtheorie (im Gegensatz zur Punktmechanik):

Tensorfelder 7T'(x) mit (kontravarianten) Komponenten T#!#n (x)
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Lorentz-Transformation fiir Tensorfelder:
T'H1--bn (x') = L“l}l . L“;n TV ()

d.h.: Raum-Zeit-Argumente miissen ebenfalls transformiert werden!
skalares Feld: ' (2') = O(x)
Vektorfeld, Tensorfeld (z.B. elm. Feldstérke-Tensor), etc.:

ViE() = LA, VY (2),  F'M(a) = DALY, FM(2), ...

Feldgleichungen enthalten Ableitungen von Tensorfeldern; einfachstes Beispiel:

o0
4-Gradient eines skalaren Feldes mit Komponenten 3 (Zj)
x
Transformationsverhalten unter L.T.:
0P (x) _ o' (') _ o' (z") Ox' _ o' (') I
oxv oxv ox'*  Ozv ox'H v
— &, = sind die kovarianten Komponenten des Gradientenvektorfeldes V&

"~ Oat

analog fiir mehrfache Ableitungen, Indexziehen wie bei allen Tensoren

spezieller Differenzialoperator:

1 2 2 1 2
0 0 _wop,=00,=20 0 _ 10 ,_p

pv Lt 19
c20t?2  Ox;0x; 2 ot?

" Ozt Oz =7

— d’Alembert-Operator ist ein lorentzinvarianter Differenzialoperator
konkret: ist T'(z) ein Tensorfeld n-ter Stufe, dann ist auch
OT(x) - 4=
Kontraktion (analog wie fiir euklidische Tensoren):
sind T#1-#» die (kontravarianten) Komponenten eines Tensors n-ter Stufe, dann sind

Tﬂln-#i—QV Vﬂiﬁ—l-u/‘n T fi—2 i — L i fhi4 1o

= n#i—l#i

die (kontravarianten) Komponenten eines Tensors der Stufe n-2

VI.3 Elektrodynamik

Ziel: MG in lorentzkovariante Form bringen (Tensorgleichungen im Minkowski-Raum)
— Elektrodynamik erfiillt Relativitdtsprinzip fiir L.-T.

Ladungs- und Stromdichte als Felder in IM?*:

p(x) = p(t,7) jla) =4t

betrachten stromfiithrenden Draht in 2 verschiedenen IS (alle Ladungen haben gleiche Ge-
schwindigkeit)
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IS Is’

alle Ladungen Geschw. U mitbewegtes System (ruhende Ladungen)

Ladungserhaltung: Gesamtladung ¢ unabhingig vom IS (g ist ein Skalar)
da Querschnitt F' bei L.T. nicht gedndert

q=LFp(x)=LFp ()

Lorentz-Kontraktion: L =~~!L’ (bewegter Draht kiirzer) —
10 L -1 - 5
p’) = 5plz) =7""p(2) , j(@) = p(x) v

-

Beh.: p und j transformieren unter L.T. wie t und # —  jH(z) = <cp($), (9:))

kontravariante Komponenten der Viererstrom(dichte) j(x) (Vektorfeld)

-,

Bew. (da # || )
Ja) = (o) - 5 T@) =t (1- 13

J@) = 3 (=Fpa) +i@) =0 qed

Kontinuitatsgleichung;:

=~ J(cp) R
pVi= d(ct) +;8x’ ©Oxh
ajt . :
da prvri uJ" =1 ", skalares Feld —

Kontinuitétsgleichung (Stromerhaltung) lorentzinvariante Aussage: 0,j* =0

Viererstrom fiir Punktteilchen

Weltlinie z#(s) mit Weglénge s
(invariante Weglénge s = ¢7)

. dz dz ds
Geschw.: ¥(s) = ¢ 5 =C7-75
fiir geg. 20,7: 2 = 20(s) — 5(20)

p,j nur dann # 0, wenn 7 = Z(5(z°))
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— P = ¢sV (- 23)
) = q¥() 80— 26))
Ziel: Viererstrom j(z) in manifest kovariante Form bringen

fiir jede stetige Funktion f(z%) gilt offenbar

/ T 40820 — 20 £(0) = F(a?)

—0o0

parametrisieren z° mit Weglinge s —

dz° 0 0 0 0
/ ds L2520 — 20(8)) £(2%(s)) = f(2°)

ds N’ N——"
g(s) 9(s)
und daher fiir g(s) = 6®)(F — Z(s)), baw. g(s) = dZds 5@ (7 — Z(s)):
’ ds dz9

ZO
e / ds %5(950 _20(5)) 6B (7 — (s)) = cqd®) (7 — 2(5)) = ¢ pla)

cq/ds %5(1‘0 — ZO(S)) 5(3)(77— 5(8)) = q{;‘(g) 5(3)(F_ 5(5)) = j(x)

—  endgiiltige Form

-,

(@) = (ep.]) = cq / ds & 50 (@ — 2(s))

mit 4-dimensionaler §—Funktion 6®)(z) = 6(2°) §®) (%)

leicht nachzupriifen: §—Funktion ist eine lorentzinvariante Distribution
W (z) = 6W () fiir a'# = LM z¥
damit folgt sofort das richtige Transformationsverhalten
jH(@’) = L5 (x)

Def.: Vierergeschwindigkeit u(s) eines Punktteilchens mit kontravarianten Komponenten

ut(s) = c— )70

o d i (|
ds  dz0 ds ds

mit ds? = dz02% — (d2)?:

ds dz\? 72 .
_— — 1 — _— — 1 EEa—E
dz0 <d20> 27

—  uf(s) = (e, U(s)) — w'uy, = (P —v?) =



— u(s) ist ein zeitartiger Vierervektor
Vierervektorfeld des Stromes:  j*(z) = ¢ / dsu(s) 6W (z — 2(s))

inhomogene MG:

- 471 -
0®(z) = 4mp(x) ,  DA() = — j(a)
c
1 02 L . .
da d’Alembert-Operator O = i A = 0"0,, lorentzinvarianter Differenzialoperator
c
47 .
—  BA(z) = —j(2)

e
inhomogene MG fiir das Viererpotenzial A(z) mit Komponenten A*(z) = (@(m), ff(x))

gilt allerdings nur in der Lorenz-Eichung

3 .
100 - - 09 0A* 0AH
-—+4+VA=_— —=—=0,Ar=A" =0
c ot + 00 + —~ Ox' Ot . M
— Lorenz-Eichung ebenfalls lorentzinvariante Aussage

Bem.: Lorentzinvarianz hier von Vorteil, aber nicht unbedingt notwendig,
da Potenziale keine unmittelbare physikalische Bedeutung
(auch nichtlorentzinvariante Eichungen mdoglich)

Eichtransformation:
o = a0 10 gy O
X(z) = A@)+VA@) — Ai(z) = Ai(z) + agi? — Ai(z) - agg)
s AM(z) = AM(z) - ag;j) = AM(z) — 9" A(z)

Def.: elektromagnetischer Feldstéirketensor F'(x) (2-stufiges Tensorfeld)

_ 0A*(x) B 0AY (x)

(o
F() oz, oz,

= OV AM(z) — DAY (z) = —F""(z)

Eichtransformation:
F'W =gV ATl — gF A’ = 9V AP — OF AV — 9" (O"A) + 0" (0"AN) = FH

— F(z) ist ein eichinvariantes Tensorfeld
¥ = —FvH — 6 unabhéingige Komponenten
0AY  9AT  9A°  BA

0i _ 940 _ 90 gi _ B
o= 04 =04 Ox;  Oxo ozt cOt

0P 104 , - 10A
R T (E=-Ve-_5)
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Achtung: E; (und B;) sind nicht die (kovarianten) Komponenten eines Vierervektors,
sondern Komponenten eines 2-stufigen Tensors!

dA" QA 0A" QA

Fii = JA 9N = — = - =i B
Ox;j o0x; oxd + ox’ “ijk Dk
0O E. E, E.
—-F 0 -B
wo_ x z y
— ~E, -B. 0 B,
~E. B, -B, 0
in der Lorenz-Eichung;:
oFH 4
9, F" = = 9,(QV A" — 9" AY) = DA — (9, A) = — jt
or” c
Folgerung: 0,0, F" =0 = 0,j" Stromerhaltung (Kontinuitétsgleichung)

eichinvariante, manifest lorentzkovariante Form der inhomogenen MG:

o,Fm = L jn
C

Def.: dualer Feldstérketensor F' mit kovarianten Komponenten

0 -B, -By, —-B.
B, 0 E. -E,
B, -E. 0 E,
B, E, —-E; 0

~ 1
Fl“’ = iguyngp

loa

o

.. 1 ~
homogene MG (Ubungen): st,pgapro =0"F, =0

manifest lorentzkovariante Form der Maxwell-Gleichungen

4 -
&,F“”:—ﬂj“ , Oy FM =0
c
Bem.:
& [ ist ein Pseudotensor 2. Stufe mit F=F (Involution)

@ Asymmetrie zwischen F, F (E < B bis auf Vorzeichen) wegen Abwesenheit magneti-
scher Monopole: 0,F* =0

@ Lorentz-Kraft nicht in lorentzkovarianter Form ——  zuerst relativistische Mechanik
formulieren
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lorentzinvariante Kombinationen von E, B

F(z) 2-stufiges Tensorfeld — F", skalares Feld, allerdings F";, =0

— skalare Kombinationen mindestens quadratisch in E , B

F“VFW, = 2F0iF()Z' + FijFij =2 (éQ — Ez> Skalar
Eupe FHFP7 = 450iij0iij = 4eiij0iij =8E-B Pseudoskalar
Folgerungen:

e rein elektrisches Feld E in IS kann nicht zu einem rein magnetischen Feld B’ in I8
werden

e £ L B gilt in allen IS, da E - B = 0 lorentzinvariante Aussage (Strahlungsfeld!)

Lorentz-Transformation der Felder E , B

L.T.. a#=Lla2"
F(z) 2-stufiges Tensorfeld — F'iv(g!) = LM LY, FP(x)

fiir spezielle L.T. in z-Richtung (Boost: v = v &;)

Y =2 000
. c
LY== 7 00 L=1L" in diesem Fall
0 0 10
0 0 01

explizite Berechnung von  F'#(2') = L“AFAP(:E)L;”:

Eya) = Ex(2) . Ey(@) =7 (E(2)— ZB.(x)) , ELa) =7 (E:(x) + - B, ()
B(a) = Bu(x) , By(a') =7 (By(@)+ ZE.(a)) . BL") =7 (Bi(x) - =B, (@)

Notation: E = Ejé;+ EJ_, analog fiir B
E| () = Ey(2) , B)\(') = B)(x)

—

E (") =~ (EL(:E) + - ég@) , Bl(@)=~ <§L(x) - g X EL(:,;)>

Feld einer gleichformig bewegten Ladung

Ladung ¢ soll im Ursprung von IS’ ruhen:
E'(2) = ar’
)= r'3
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Trajektorie des Teilchens:

IS’ : 20%s)=s, Z'(s)=0
— IS: Ds)=vs, 2 (s)=rvslc, 22=22=0
22(s) = ct — t=vys/c — 2 =uvt

Berechnung von E(z), B(z) aus E'(2'), B'(2') = 0 —

in fritheren Transformationsgleichungen v — — v, mit d? = y? + 22

B = B = b = e
E,(z) = vEé(x’):%, Ez(x):,yE;(x/):[W?m
Buls) = B)=0. )= L) - -1

betrachten jetzt Momentaufnahme von E zur Zeit t = 0, wo Ladung gerade im Ursprung von
IS ist (Z=0)

L D 7 _ (1 -2/
E(t=0,7)= 761[72332 + P -7 22 + y-2a22 - q(r2 — 022 /)32
d— ) ~ qF U2
=0: E=-—3(1-75)
|E| < |E]y=o
D E:q (1—1)2/02)f’
[d?(1 —1)2/02]3/2
N L
N
|E_:‘ > |E_:‘v=0
Konsequenz:

Tonisationsdichte eines geladenen
Teilchens in Materie
v < ¢: Abnahme mit v, da
weniger Zeit zum Ionisieren
v S ¢ Feld um Ladung breiter —

mehr Atome im Umgebung ionisiert
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Bremsstrahlung

sehr schnelles Teilchen nur in diinner Scheibe um augenblicklichen Ort E # 0, B # 0; wenn
Teilchen plétzlich abgebremst oder gestoppt — Feld kann nicht instantan folgen,
sondern fliegt in Vorwirtsrichtung gebiindelt weiter (s. VI.5: Synchrotronstrahlung)

Dopplereffekt und Aberration

Sternenlicht fillt auf Erde: als ebene Welle mit Wellenvektor & genéhert

IS: Stern ruht IS": Ruhsystem Erde
(L.T. in z-Richtung)

E, B aus Viererpotenzial berechnen: ~A#(z) = A¥ (k) etk -7 —wt)
Def.:  Vierervektor k mit k* = (w/c, k) — k-x=mnukta? =kte, =wt — k-7
Ay = LAY (@) = LAAY(k) etk o = arng) etk 2!
k-x=K -2 < Kt=L"K

nicht iiberraschend: k ist ein lichtartiger Vektor <— k% = w?/c® — k2=0

!/

kH = g(1,(308(9,Si1r19,0), k’“zﬂ(l,cose’,sine',O)
c c

1 07 —yv/e 0 0 1

W feost | _w | —yv/e v 00 cos 6

¢ | sind | ¢ 0 0 10 sin 6
0 0 0 0 1 0

!/ v / / v ! o / :
— w :w’y(l—fcosﬁ) , w'cos® :w7<—7+c050) , w'sinf =w sinf
c c

v
o — sin 6 w/:w(l—cc089> :w\/l—v2/02
’Y(COSH—B) V1—v?/c? 1+ Zcosd
c c
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Dopplereffekt

/1 — v2/c2 1—
=0 v>0 = wy1-v?/c? = w1 U;C < w Rotverschiebung (Stern entfernt sich)
V v/c

142
c
1
O =m, v>0 w=w 1 + v?c > w Blauverschiebung (Stern nihert sich)
—v/c
0 =m/2: W =w/1—v?/c? transversaler Dopplereffekt

charakteristisch fiir L.T. (Zeitdilatation), erstmals 1938 expt. bestétigt
fiir kleine Geschwindigkeiten Frequenziinderung O(v?/c?)
fiir ' # m/2 dominieren fiir kleine v i.a. Terme der O(v/c)

Bem.: systematische Rotverschiebung durch Expansion des Weltalls (v = H d , Hubble-
Konstante H , H=! ~ 1.4 -10'° Jahre), relativ dazu auch Blauverschiebung moglich
(z.B. in Doppelsternen)

aulerdem Gravitationsrotverschiebung: Photonen verlieren Energie, wenn sie sich
aus Gravitationsfeld des Sterns entfernen (Arbeit notwendig, um Gravitations-
anziehung zu iiberwinden)

Schallwellen: elastisches Medium ausgezeichnetes System — Dopplerverschiebung abhéngig
davon, ob Quelle oder Empfinger sich bewegt; auflerdem natiirlich keine Zeitdilatation

Aberration
. / 1
tan&’:Lgv — tang—: /e tang
’y(cos@—f> 2 \/ 1—wv/c 2
c
Folgerung: fiir v >0, 0<6 <7 — 0 >0

Interpretation: zur O(v/c) Regenschirmeffekt (endliche Laufzeit des Lichts im Fernrohr)

Galilei-Transformation: ¢ — ¢+ v

sinf = —

cT

a+vT
cT

c¢T sin6 sin @

h
tanf = — , cosf =
a

t 0,: =
an cT cos@ —vT cos@—g

Bradley 1728

Einfluss von + fiir Sternenlicht gering —

Effekt der O(v?/c?) meist vernachlissighar

Konsequenz: scheinbare Anderung von Sternpositionen durch Erdbewegung
IS:  Ruhsystem der Sonne

IS”: mit Erde mitbewegtes System (vgede ~ 30 km/s — v/c~ 107%)
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z.B. fiir Stern orthogonal auf Umlaufbahn (6 = 7/2):

tanf = -~  — @ —q/2~"~107
vy c

. 1
—  Stern beschreibt in einem Jahr Kreis mit Offnungswinkel 104 180 3600” ~ 20"
T

VI.4 Relativistische Mechanik

Newton:
27 dp
—_— = = K
a2 T

offensichtlich nicht lorentzinvariant, da galileiinvariant (fiir entsprechendes K )

Hauptgrund: a% kein Vierervektor
d

naheliegende Modifikation: ¢ — Eigenzeit 7 <d7’ e N / c2>
c

Vierergeschwindigkeit des Teilchens (zeitartiger Vektor)
dzt(T) dzt(s)

dT dS ( ) ) FY( ) )
dxt dx
zur Erinnerung: utu, = 2——E = 2
& H ds ds
— Viererimpuls (relativistische Verallgemeinerung des Newtonschen Impulses)
p=mu

puzmy(c,ﬁ):m<\/lc_62,\/1U_ﬂ2> ﬁQ;:UQ/CQ

—

muv

N o -
b= v&e PNewton = M7V ,
V152

Wirkung des freien Teilchens in der relativistischen Mechanik

Bedeutung von p° ?

freies Teilchen: Gerade
Extremum der Wirkung sollte
als Losung Gerade ergeben
Forderung: Wirkung .S soll

lorentzinvariant sein
2 2
S = —a/ ds = —ac/ dr a >0 Konstante
1 1
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2
Wirkung S minimal, da / ds maximal fiir Gerade (Geodiite in M*)
1

daher in beliebigem IS:

to _‘Qt —‘Qt
S:—ac/ dt\/l—U—(Q) — L=—-ac 1_2}(2)
t c c

N.B.: Lagrangefunktion L keine lorentzinvariante Grofie!

nichtrelativistischer Limes:

-2 4 -2
0] v av
L:—ac<1—202—|—0(c4)>:—ac—|—2C+... — a=mec
2 =)
t
S——mc/ ds , L=—-mc 1—U(2)
1 C

kanonischer Formalismus (immer noch fiir freies Teilchen)

Impuls (im gewihlten IS):
oL 5 —v;/c? mv

% _ 7

g - = — _':7 7
oo T T T SRV

Energie:
2 2 2/.2 2
mu mc*(l —v*/c mec
Bt L= 4 me /) _ .y
V1-— 2 V1— 2 V1 — 2
Folgerung;:
(E/c,p) = my (¢, V) = mut = pt Vierervektor des Impulses p
4
' B 9 m mu
v E= mc¢ + 5V + O( 02)
Ruhenergie M~~~
kinetische Energie
pr=mut — p?=pip, =miu? =m?c —

2

c2

Energie-Impuls-Relation: —p?=m?? —  E?=mict+p%P = A+ mP)

— Hamiltonfunktion des freien Teilchens: H = c\/p? + m2c

2 15’2 2 ﬁ? 2 ﬁ2
m # 0: Impuls und Energie divergieren fiir v — ¢ —

massives Teilchen kann sich nicht mit Lichtgeschwindigkeit bewegen
m = 0: Photonen, Gluonen, etc. haben E = ¢|p] (entspricht w = ck)
da allgemein gilt (freies Teilchen): p'= =Y — v=c

Teilchen mit Wechselwirkung

p Vierervektor — auch =m— =m——  Vierervektor
T

— relativistische Verallgemeinerung des Newtonschen Gesetzes

108



d? d
md—:; = % = K  Viererkraft

Einschriankungen an die Komponenten K*:

d dut
T —_— —u?2=0=2u,—
® " ar

— mu#?:uuK“zo

Beh.: K* sind die kontravarianten Komponenten eines raumartigen Vierervektors

Bew.: u zeitartig — 3 IS, in dem zu einem gegebenen Zeitpunkt u# = (¢, 0)
(momentanes Ruhsystem des Teilchens)

u, KH =0 — cK’=0 — K%=0 in diesem IS
—  KF=(0,K) — K?=—-K?<0 raumartig (invariante Aussage)
— im momentanen Ruhsystem des Teilchens (7 = 0):
d2 0 d2 = d2 = .
md—f? =0, de-Z = md—t; = Ky Newtonsche Kraft
— in beliebigem IS (wo Teilchen Geschwindigkeit ¥)
Kt =IAKYL, K4 =(0,Ky)
— K transformiert wie 7, allerdings ist KE{ =0 —
7 Kn - —1 S
KH = (»y” N En+ 5 17(17-KN)>
c v
- dA
— K0'=2g Ky = T et , wobei — = Leistung der Kraft am Teilchen
c c dt dt
dp® 0 dp®  y dA dip’c) dA
dr Tat T et it dt
— Anderung der Energie E = p°c durch die von der Kraft am Teilchen geleistete Arbeit

Folgerung:  relativistischen Erhaltungsgrofien entsprechen die Komponenten p#  (folgt vor
allem auch aus Invarianz gegeniiber zeitlichen und raumlichen Translationen)

=2
— E = p°c und nicht etwa T = 5— ist erhalten (modulo potenzieller Energie)
m
— Umwandlung von Ruhenergie m c? in kinetische Energie moglich

téagliches Brot der Kern- und Teilchenphysik (Zerfille, Streuprozesse)

Zerfall eines massiven Teilchens in 2 andere Teilchen

Beispiele: 70 =2+, 77— pty,, Z°—efe | ete
Energie-Impuls-Erhaltung
P =pi+p2
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Gleichung fiir Vierervektoren
(E/e,P) = (E1/e,p1) + (Bafe, o)
E=+vM2c+ P22 | E,=m2ct+p22 (a=1,2)
gilt in jedem IS, insbesondere im Ruhsystem des zerfallenden Teilchens:
P=0 — pL=-—pr=:p

einzige verbleibende Gleichung;:

E/c=Mc=(E1+ Ey)/c= \/m%62+p2+\/m502+p2 > c(m1 + mg)

— Zerfall nur fiir M > my + ms moglich, Massendifferenz — kinetische Energie
Ruhsystem: Do P=FE, M —
2 2

C—(M2+m%—m%) ’ Es <

E: —
™ om oM

(M 24 m% — m%)
70 — 2~: Zerstrahlung neutraler m-Mesonen

1
Mo ~135MeV/c2, my =ma =0 — Ej=FEy,= 3 M ¢ ~ 67.5 MeV  ~-Strahlung
sichtbares Licht zum Vergleich: z.B. Ayiolett =~ 400 nm

2 2
E:h(,u:hV:thW:J2-1077 eVmT7r — FEiolett ~= 3.1 eV

Teilchenerzeugung

Beispiel: e™ +e~ — Z°  Speicherring L(arge)E(lectron)P (ositron)/CERN

warum Speicherring statt Positronen auf Materie (jede Menge Elektronen)?
Py =pr +pp — M3c® = 2m2c® + 2pg - pp

Labor-System (LS):  ruhende Elektronen

pE = (mec,0), pp = (EL5/c,pp) —  2pp-pp =2m EES = 2 (M3 — 2m2)

daher
c* (M —2m?) N MZct _m GeV)?

~<.106 —Q.103
B2 ~ e = 1 Mev ~8-10° GeV =8 -10° TeV

Eg® =

so hohe Energien werden noch lange nicht in Beschleunigern erzeugt werden kénnen

Schwerpunkt-System (SS): LEP

(MZC, 6) = (E&°/c, D) + (B fe, —p)

1
— B =FE38 = /m2ct + p2c? = 5MZc2 = 45.6 GeV
Vergleich LS mit SS — gewaltiger Vorteil der Speicherringe:
EES _ Myzc? 2m.c? m

e —6
= = =5.6-10
ELS 2 Mid z
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Streuprozesse

h+1T, — Xi+Xo+...X,
prL+p2 = qt+q+---+aqn

i.a. nur mit Quantenfeldtheorie zu behandeln (insbesondere fiir n > 2)

Schwellenbedingung (wie vorher):  (p1 +p2)? > (m1 + ma + - -+ + my )22
immer erfiillt fiir elastische Streuwung 77 + 1T — 11 + 15

Beispiel: Compton-Streuung  (q) + e~ (p1) = v(¢') + e (p2)

Labor-System: ruhendes Elektron-Target — p1; = (mec,0)

(B o)+ (mee.0) = (800 + (/i + i

Ey=ho, E,=h

2 _ 22 12 _ 2 2
ES=c"q°, EFf=cq

W' E 1
H _— = — =
2F 0
wo By 1 T sin? =
MeC2 2
geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld
: . dpn = = U =
nichtrelativistisch: T K,=q|E+-xB
c
. : dp
muss in kovariante Form gebracht werden: i K
T

Standardiiberlegung (Kovarianz): K muss Vierervektor sein, der

@ linear in E, é, d.h. in F' ist;

@  Vierergeschwindigkeit u enthélt;

@ im nichtrel. Limes (7 — 0) K* = (0,¢ E) ergibt
Ansatz: KHF =bFHy, mit Konstante b
NR-Limes (7 — 0): u, =v(c,—7) — (c,0)

Kt — bFH%¢ = K'= —bcE; — b= —q/c

relativistische Verallgemeinerung der Lorentz-Kraft

w4,
dr c
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daher in beliebigem IS:

dp® d mec q .0 q =

_ = —7:—7F g ,L:—fE -0

dr fydt V1 -2 c “ (=0hy
d mc? dE -

= —=qFE- U Leistung des Feldes an Ladung ¢

ﬂ«/1_52 dt

dp’ d : : ’
A o ng“’u,,:g[Eivch”uj]
c

dr 7%,/1_52: c

1 I
= 7q |:Ez - CEijkBk(_Uj)] =vq [E+ - % B] |

— Lorentz-Kraft ist rdumlicher Anteil von K/~
d mv - U 5 -
2 0 _y(E+2xB)=FK
dt 1= 3 7 q ( + c X ) L

einziger Unterschied zum nichtrelativistischen Fall:
m v
V1—v2/c?

fiir Punktteilchen im elektromagnetischen Feld (ohne Beweis):

Wirkung S = —/ds [mc + C%A“(:c(s)) uu(s)}

—

PN =mU — p=

_ -\ 2
Hamiltonfunktion H=c \/m202 + (P - gA) +q®
c

VI.5 Synchrotronstrahlung

Strahlungsfeld einer beschleunigten Ladung (Liénard-Wiechert)

_, —

) aiix |~ §) < o
EStr(ta F) = (1 —») |ret , Bsty = 1t X Egyr

implizite Gleichung fiir t,et (¢, 7)
pro Raumwinkel df2 abgestrahlte Leistung

ap g x| F) = A P
dQ ~ 4re (1—17i-B)S




Leistung P = Energie/Zeit — im relativistischen Fall wichtig: welche Zeit?

E
bis jetzt Felder zur Zeit ¢ des Beobachters betrachtet: P = ;ZT
B

dE dE

zu unterscheiden von P = =
dtTeilchen dtret

w o
dQ  dQ Otye
ot . L =
t = tret + R(tret)/c — 5 =14 R(tyet)/c=1—-7-F=kK
ret
. - S Ay Al 2
b g ix[=B) x4l
dQ  dme (1—7-B)>

differenzielle Strahlungsleistung = abgestrahlte Energie pro Zeit des Teilchens
im NR-Limes kein Unterschied: S —0, k — 1

relativistischer Fall: betrachten Spezialfall ¢ || 7 (Beschleunigung in Richtung Geschw.)

Sz 72 sin? 6 .
17 x [(ﬁ — ) % /3] 2= Y Sz,f 0 = Winkel (i, 7)
dP B q25’2 sin® 6
dQ  4nc3 (1 — Bcosh)?
Nenner x° modifiziert Winkelverteilung drastisch fiir 5 — 1 —

Strahlung ganz in Vorwirtsrichtung (kleine ) gebiindelt:

k=1—fcosh ~ 1—p(1—-6%/2)~ (1—62—1—92):%(1—ﬁ2)(1+7292):%7_2(1+v292)

N |

dP N qQ,LL)Q 32,)/1092 B 8(]252’)/8 7292
dQ T Ame3 (14426025 wcd (1 +9202)°

mit x = v6:

2
T 1 1 1
Maxi ————< bei z=+— — Omax = £— = £=+/1 — 32
aximum von a D el x 5 max 3 5

Winkelverteilung

starke Biindelung

in Vorwértsrichtung
maximale Intensitit oc 4
zB: v=09 — % =767

Gesamtleistung durch Integration iiber Raumwinkel (miihsam)
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stark vereinfachtes Argument:
(kovariante Form der Energie-Impuls-Erhaltung wesentlich — pp. 119):

N dE
P = T : Zé&hler und Nenner 0-te Komponente eines Vierervektors
T
— P ist ein Lorentz-Skalar, quadratisch in i

NR Grenzfall (von friiher)

J2) 2(12 ) 2(12 dpn 2
= —=0U = —_—
3¢c3 3m2c3 \ dt

naheliegende allgemeine Form (N.B.: dp/dr ist ein raumartiger Vierervektor)

allgemeine relativistische Strahlungsformel fiir beliebige Orientierung von 5 und E

Anwendung: kreisformige Beschleuniger (Speicherring, Synchrotron)

p _ 2q276 |:I§2 B B?B_'Q} _ 2q2,y4ﬁ_,2 _ 2q2 72 @» 2
3c 3c 3m2c3 dt
dabei beniitzt:
1 dp d(vB) & s s as 78 v v
D_d0D) i@ pi=] )
mec VB ULy
kreisformige Bewegung (Radius R, 2 = konstant ~ c?)
dp dyv dv v> ymce® B
— | = — 1 =m — | =myY— =~ = —
dt dt Tt "R R "R
. 9 2 4 9 2E4
L pert 2

3R?2  3mic"R?
Folgerung: Strahlungsverluste wachsen mit 4. Potenz der Energie —

Synchrotronstrahlung beschrinkt Verwendung von Kreisbeschleunigern
bei hohen Energien

Beispiel: LEP (R ~ 4.3 km, zuletzt E,- = E.+ ~ 100 GeV)
Energieverlust eines Elektrons pro Umlauf

.9 4 2.4
AR = P2 AT o Gev
v 3R
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gewaltige Verluste durch Synchrotronstrahlung: LEP hatte Energiebedarf einer Kleinstadt
Elektronbeschleuniger hoherer Energie nur mehr als Linearbeschleuniger moglich:
wesentlich geringere Strahlungsverluste, da

" 3m2a3 \ dt
Nachteil der Hochenergiephysik — Vorteil der Festkorperphysik —
Synchrotronstrahlung fiir Strukturforschung verwendet

N 202 [dp\? . | 2 -
P=_—— (-] indiesem Fall (Faktor v* weniger)

Frequenzspektrum der Synchrotronstrahlung

zum Unterschied zur Dipolstrahlung auch Vielfache der Grundfrequenz wy =

=v IS
=v ]

Fourierzerlegung fiihrt auf modifizierte Besselfunktionen

Abschéitzung mit Hilfe der klassischen Unschérferelation
scharfer Puls in der Zeit

des Beobachters (pro Teilchen):

At = HJAtret ~ i
C

5 (ohne Rechnung)
v

fiir relevanten Frequenzbereich

At Aw ~ 1

1 c
w Al R'Y woy

Fourieranalyse: Maximum des Frequenzspektrums tatsichlich bei w,, ~ wyy? —

praktisch kontinuierliches Spektrum fiir v3 > 1

c E \?
Wy = —
R \ m.c?

he ( E\® 2:107e¢Vm [/ E \° E(GeV)?
hom = - — 1.6 keV V)7
R <m602> R (mec2) 0 ke R(m)

ESFG: European Synchrotron Facility in Grenoble (Speicherring mit 0.2 A Stromstérke)
E,- =6 GeV, R=134m — hwn, = 2.6 keV (v = 6-10'7 Hz)
(stark gebiindelte) Rontgenstrahlung

VI.6 Lagrange-Formulierung der Elektrodynamik

nicht die zentrale Rolle wie in der Mechanik, da MG bereits vorgegeben sind

Vorteile: kompakte Darstellung, Symmetrien manifest, Ausgangspunkt fiir Quantisierung

4-dimensionale relativistische Feldtheorien

: 0%,
Felder ®,(z) und 1. Ableitungen 0, ®, = Tt D, . (a=1,...,n)
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Elektrodynamik: &, = A, Potenziale

Mechanik: Wirkung S = / dt L(g(t), g(1), )

relativistische Feldtheorie: ¢, 7, gleichberechtigt® —  Wirkung muss lorentzinvariant sein

S = i/d‘lxﬁ(@a(:c),@a,#(x),x)

mit Lagrangedichte £ (®q(z), Pq pu(x), z)

N.B.: fiir Ableitung der Feldgleichungen Indizes a unterdriickt

Integrationsmafl d*z Skalar: lorentzinv. Lagrangedichte — lorentzinv. Wirkung
Umkehrung nicht zwingend, trotzdem (fast) immer Lagrangedichte £ lorentzinvariant
Analogie zur Mechanik (Hamiltonsches Prinzip):

Felder ®(z9,7) und ®(x9, ) vorgegeben, ®(z) fiir 29 < 2 < 29 so zu wihlen, dass

Wirkung(sfunktional) S Extremum annimmt

Vor.: lim ®(2°,7) =0

r—00
Variation: ®(z) — ®(x) + n(x)
mit 77(1‘17 ) - 77(5‘327 ) 0
S extremal:

0S5 = 0 fiir infinit. n(z)

1
58S = C/ dxo/d3r (@ +n,P,+nu1)— L(D,D,,1)]
_ 1 o [ 23 oL
= c/ dx /dr[ 3‘1> ——Nu+ 0N )]
1 o [ s o oc o ([ oc )
- c/ da /‘”[ {acp o 90, |+ aan \0,1) | T O
mit
oL 9 (0L \ 9 oL
0%, "~ 9zn \03, ") "o 00,

zur Erinnerung: Gauflscher Satz in 3 Dimensionen

2-dim. Fliche in 3 Dim.:  #(u,v) — orientiertes Flichenelement
.  Jr Or ox; Oxy,
dF = — x — dud dF; = ¢ 1278 dud
ou a0 R gy gy
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Gauflscher Satz in 4 Dimensionen

/ d'z 0, A" = / doy, A"
G oG

3-dim. Hyperfliche in 4 Dim.:  z(u, v, w) — orientiertes Flichenelement
oz” OxP 0x°
100 = S 5 gy g MM

Rand dG in unserem Fall: {20 = 29} U {20 = 29} U {20 <2° < 29,7 — o0}

nach Vor.: n|sg =0, da n sonst beliebig in G —
o 0L oL
e o, 9% =0 Euler-Lagrange Feldgleichungen
. 47 | -
Maxwell-Gleichungen: o, FH = — ¢ o,F* =0
c

1. Ableitungen in den Feldern entsprechen 2. Ableitungen der Potenziale
weitere Forderung: Wirkung muss eichinvariant sein —

lasst fiir j = 0 nur £ o< F,, FH zu

Bem.: F,, F" ist eine totale Divergenz (aufierdem Pseudoskalar) ——
kein Beitrag zu den Feldgleichungen

inhomogener Term 4 j/c¢ nur durch £ « A, 7" zu erreichen
mit geeigneter Normierung (Gauf-System!)

1 1

[’M(axwell) (‘T) = _minuV(x)Fﬂy(x) - EJM(ZE)AM(SU) = Lpelq + LWechselwirkung

scheinbares Problem: Potenzial A tritt explizit in £y auf ——  Eichinvarianz?
AP — AP = AF — OHA
1 1 1
Ly — £M+EjH8“A:L‘M+Ea“(AjH)—EAa“jH

wegen Stromerhaltung 0/j, = 0 &ndert sich Lagrangedichte nur um eine totale Divergenz
0" (Aj,) —> Feldgleichungen ungedndert (analog Bewegungsgleichungen in Mechanik)

wichtige Erkenntnis: Eichinvarianz nur bei erhaltenem Strom

konnen jetzt auch Unabhéngigkeit der Ladung vom IS zeigen

qis = /d37"p(x°,f‘)
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wobei G = {2 = 0} U {2’ = 0} U {r — oo zwischen 2" = 0 und 2'% = 0}

fiir lokalisierte Stréme kein Beitrag von r — oo

Hyperebene z° = 0: parametrisiert durch v = ',v = 2%, w = 23 —
oz 0xf 0x° S
doy, = €pvpo—— 0 Do w (60123 dxt dz? dx® ,0,0 O) <d37“, 0)

orientierte Flichenelemente haben entgegengesetzte Richtung fiir 2° = 0 und 2/% = 0

GauBlscher Satz — Lorentzinvarianz der Ladung
Oz/g(ﬁdj“+/;Ommﬂ=i/fW#@U—/ﬁ%p@)=%g—ms
. . . 1 , L.
Feldgleichungen {iberpriifen: L=——F,F"——j,A!
167 c
L= —Lorar (9,4, —0,A,) — Sj,A"
= . vy niy C]l/
1 1
= - 1214 _ _ A 14
A (A = Avy) = LA
oL oL
Euler—Lagrange: ayaTW = 8714;1‘ —

1 1 4
_7811 (AH7V _ Ayvu‘) — _7]'/1‘ — 8UFMV — I]M
a7 c c

homogene MG automatisch erfiillt: FHy = AWV — AVH — d,FH =0

Wechselwirkungsterm fiir Punktteilchen:
@) = q [ dsur(s)50a - 2(5)
—  Swyw = /dmﬁww——/d4:ﬂj ()
:—é/ww@&w@whf/mwm&wm>
mit den bekannten Relationen dr = dt /1 —v2/c2 =y~ dt , ut = (c,7)
Sww = —% /'yldt’y [c O(t, 7 (t)) — 0(t) - A(t, 7 (t))

s Lyw = —q@(t,?(t))—i—%?(t)-ff(t,F(t))

—  bekannte (Wechselwirkungs-)Lagrangefunktion fiir Punktteilchen
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Struktur der elektromagnetischen Wechselwirkung

S = SMaterie T SFeld + Sww
allgemein giiltig, in klassischer Elektrodynamik wie in QED (mit Feldoperatoren):

1
SFeld = — /d433FuuFW ; Sww = —— /d%juA“
C

167 c

klassisches Punktteilchen:
SMateric = —mc/dﬂ/u/‘(T)uu(T) =—-m Cz/dt\/l — U2(t)/c?

beschrankter Anwendungsbereich: im atomaren und erst recht im subatomaren Bereich kann
Materie nicht durch klassische Punktteilchen beschrieben werden
—  Quantentheorie, Quantenfeldtheorie

in allen Bereichen der Physik (Mechanik, klassische Feldtheorie, QM, QFT)

Invarianz der Wirkung —  Erhaltungsgrofe

Noether-Theorem in der Feldtheorie —
1 1
Energie-Impuls-Tensor: TH = T"F = e <F’f\F)‘” + 17)‘“’ Fng”")

1 1
00 0 A0 o
T = — (F ,\F + 74}7/)an >

R 1 fm =
- E2 - BQ_EQ :7(E2 B2> —
e ( +2( )) oy + Uem

weiters: TY = S; Jeund T = —Ty 4j mit Poynting-Vektor S und

(3-dim.) Maxwellschem Spannungstensor T ;;

Uem S/e
™ =
g/C _TMij
berechnen 4-Divergenz von TH
QT = - |PEZFY + Fp0"FY + LE,00Fr
iz = 4r HA + Fux + D

1 1

E FV}\j)\ 2 Fpa [8P oV o Frv " FPO'}
1 .

E FV)\J/\

da der Ausdruck [ ] in 2. Gleichung identisch verschwindet (Bianchi-Identitét)
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Beh.: obiges Resultat ist die kovariante Formulierung der

Energie-Impuls-Erhaltung

betrachten hier den Fall j =0 — 9,7 =0

(keine Ladungen oder Strome im betrachteten Raum-Zeit-Gebiet)

Integration iiber 3-dimensionales Volumen V'

, 1d [ . ( .
0= / &Pro, T =~-— [ &rT% + / d*ro;T" =
v cdt Vv \4

1d

- d37’TOV+/ dETll/
cdt Jy ov

v =0: Energieerhaltung

1d ,
= | Br7% 4 dF; T? = 0
cdt Jy oV

— d/d3ruem—|— dﬁg = 0
dt Jy av

v =1: Impulserhaltung

fiir abgeschlossenes System (z.B. im gesamten 3-dim. Raum) und j =0

1
N PH = - /V d3r TP = konstant (v=0,1,2,3)

j # 0: Materiebeitrag muss beriicksichtigt werden (hdngt von Syiaterie ab)

Mechanik Feldtheorie
Lagrangefunktion L Lagrangedichte £
Bewegungsgleichungen Feldgleichungen
L 1 .
p:i, H=pi—L Pﬂ:/d%T“M
9q cJv
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