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Einleitung

Am 4. April 2021 wurde in der Osterreichischen Tageszeitung Der Standard ein Arti-
kel mit der Schlagzeile , Kiinstliche Intelligenz komponiert ;neuen‘ Nirvana-Song “([69])
verdffentlicht. Bei der dabei erwéihnten ,, Kiinstlichen Intelligenz “ handelt es sich um ein,
fiir diese Anwendung vermutlich sehr grofies, kiinstliches neuronales Netzwerk. Kiinstliche
neuronale Netze begegnen uns mittlerweile in den unterschiedlichsten Bereichen unseres
Alltags. Typische Beispiele sind die sogenannten Chatbots, die auf diversen Webseiten,
wie unter anderem bei Onlineshops, zu finden sind und in Echtzeit auf unsere Fragen
antworten konnen. Ebenso steckt auch hinter der Sprachsteuerung von Google Maps,
die beim Autofahren duflerst niitzlich ist, ein neuronales Netz.

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Frage, welche Funktionen durch kiinstliche neu-
ronale Netzwerke realisiert werden kénnen. Dazu wird das universelle Approximations-
theorem vorgestellt und bewiesen. Auflerdem werden weitere Varianten des Theorems
aufgezeigt und ein paar praktische Betrachtungen, die beim Aufbau und erfolgreichem
Training des Netzes helfen sollen, gegeben.

Im ersten Kapitel werden zun#chst die Begriffe kiinstliche Intelligenz, maschinelles
Lernen und Deep Learning definiert und im Anschluss erfolgt eine kurze Vorstellung
kiinstlicher neuronaler Netzwerke, gefolgt von einem historischen Riickblick. Im zweiten
Kapitel wird der Aufbau von Feedforward-Netzwerken betrachtet und welche Mathe-
matik dahintersteckt. Weiters wird das bekannte Gradientenabstiegsverfahren, das zum
Trainieren neuronaler Netze dient, vorgestellt sowie das Verfahren der Backprogagation
zum Berechnen des Gradienten erklirt. Kapitel 3, das Herzstiick der Arbeit, behandelt
das universelle Approximationstheorem fiir Feedforward-Netze. Zunéchst wird das Theo-
rem fiir Netzwerke mit einer verdeckten Schicht formuliert und bewiesen. Im Anschluss
gibt es eine kurze graphische Erklarung, gefolgt von weiteren Versionen des Theorems.
Danach werden ein paar, auch insbesondere fiir die Praxis relevante, Betrachtungen
beziiglich moéglicher Approximationsgrenzen bei der Tiefe beziehungsweise Weite von
Feedforward-Netzen, insbesondere solcher, die die ReLU-Aktivierungsfunktion aufwei-
sen, ausgefiihrt. Im letzten Abschnitt des Kapitels werden mogliche Trainingsprobleme
inklusive deren Losungsansitze thematisiert. Am Ende folgt ein Fazit mit einem kleinen
Ausblick beziiglich kiinftiger Entwicklungen.






1 Kunstliche Intelligenz und Deep Learning

1.1 Machine Learning, Representation Learning und Deep Learning

Unter kiinstlicher Intelligenz (KI), manchmal auch artifizieller Intelligenz (Artificial In-
telligence, AI), versteht man intelligentes Verhalten, das durch Computersysteme erzeugt
wird, bei dem also weder Mensch noch Tier involviert sind. Sie stellt ein Fachgebiet
der Informatik dar, ist interdisziplindr und umfasst viele Teilbereiche, wie unter an-
derem maschinelles Lernen (Maschine Learning). Bei diesem stehen Algorithmen, die
sich selbststéandig verdndern kénnen, im Fokus. Ein solches dynamisches Verhalten wird
durch das Sammeln von Erfahrungen erzielt. Hierbei werden der Maschine Datensétze
vorgesetzt, aus denen diese Gemeinsamkeiten und Zusammenhénge ableiten soll (vgl.
[34], S. 2-39).

Ein Segment des maschinellen Lernens, das Representation Learning, beschéftigt sich
mit der Frage nach einer geeigneten Darstellung der Daten. Die Grundidee beim Re-
presentation Learning ist, dass das Netzwerk selbst eine geeignete Aufbereitung der
Daten lernen soll, um diese im néchsten Schritt einfacher verarbeiten, wie beispielswei-
se klassifizieren, zu konnen. Dazu werden Trainingsdaten vorgesetzt, anhand derer das
Netzwerk wichtige Merkmale, auch Features genannt, identifizieren und davon ausgehend
eine geeignete Repréasentation der Daten wéhlen soll. Dies wird oft mit Hilfe kiinstlicher
neuronaler Netzwerke (KNNs) realisiert, deren Architektur und Funktionsweise sich von
biologischen Neuronen und deren Vernetzungen ableitet. Ein duflerst wichtiger Faktor
fiir einen erfolgreichen Lernprozess ist die Tiefe des Netzwerks. Ein vielschichtiges, also
tiefes, Netzwerk bringt ndmlich zwei Vorteile mit sich: Zum einen kénnen gewisse Merk-
male wiederverwendet werden, zum anderen kénnen in tieferen Schichten zunehmend
abstraktere Merkmale aus den Inputdaten abgeleitet werden (vgl. [I0], S. 1798-1801).

Das Fachgebiet, das sich mit Netzwerkstrukturen, die viele Zwischenschichten (Hidden
Layers) aufweisen, beschiftigt, heifit Deep Learning. Methoden in diesem Teilbereich des
maschinellen Lernens verwenden dementsprechend erweiterte Algorithmen des Represen-
tation Learnings, um mehrere Darstellungen in unterschiedlichen Komplexitéitsniveaus
zu ermoglichen. Abstrakte Merkmale und Représentationen werden dabei durch Kom-
bination einfacherer dargestellt. Sind die Inputdaten beispielsweise Bilder, so erhélt das
Netzwerk diese in Form eines Vektors mit den einzelnen Pixelwerten als Eintréage. In der
ersten Schicht werden nun primitive Merkmale, wie Kanten, gesucht und lokalisiert. Dar-
aus werden in der darauffolgenden Schicht Motive abgeleitet, die wiederum in spéteren
Schichten zu Objekten, beispielsweise Autos oder Tieren, zusammengefiigt werden und
die im Idealfall auch tatsédchlich im Inputbild vorhanden waren. In den letzten Jahren
leistete Deep Learning einen beachtlichen Beitrag im Bereich des maschinellen Lernens
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Abbildung 1.1: Zusammenhang von kiinstlicher Intelligenz und Deep Learning ([32], S.
9)

und der kiinstlichen Intelligenz und es scheint im Moment der vielversprechendste Ansatz
in diesen Gebieten zu sein (vgl. [60], S. 436). In Abbildung ist der Zusammenhang
der Forschungsbereiche inklusive eines Beispiels einer jeweils darin typischen Technologie
dargestellt.

1.2 Kinstliche neuronale Netze

Unser Gehirn ist das mit Abstand komplexeste all unserer Organe. Durch dieses sind
wir im Stande zu denken, zu fithlen, uns miteinander zu unterhalten sowie jegliche Sin-
neseindriicke zu verarbeiten. Ebenso steuert es die Motorik. All die durch unsere Wahr-
nehmung aufgenommenen Reize miissen dabei parallel verarbeitet werden, um derartige
Leistungen erbringen zu kénnen. Dadurch ergibt sich folglich auch ein duflerst komple-
xer Aufbau, wobei jedem Teil des Gehirns eine gewisse Aufgabe zukommt. Bei genauerer
Betrachtung lisst sich erkennen, dass das menschliche Gehirn 10! Nervenzellen, die Neu-
ronen, umfasst, die untereinander, teils hochgradig, vernetzt sind. Jede Zelle besteht aus
einem Zellkorper inklusive Zellkern, von dem kleine Fortséitze ausgehen. Diese stellen
die Verbindung des Neurons zu vorherigen Zellen dar und werden Dendriten genannt.
Des Weiteren hingt das Axon an dem Zellkorper, {iber welches das Neuron mit nachfol-
genden Zellen iiber die sogenannten Synapsen verbunden ist. Kurz nach unserer Geburt
sind unsere Neuronen noch relativ schwach vernetzt. Durch das Sammeln von Erfah-
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rungen bilden sich zunehmend Verbindungen zwischen den Zellen. Diese Muster kénnen
durch Training gestédrkt werden. Begriffe, die oft in einem gemeinsamen Kontext auf-
treten, werden durch eine Verbindung benachbarter Neuronen gespeichert. Entstandene
Verbindungen koénnen allerdings auch wieder verschwinden, wenn wir diese Wege lange
nicht mehr beniitzen. Dies d&uflert sich durch Vergessen.

Wenn wir Reize aus unserer Umwelt wahrnehmen, geschieht dies iiber die Rezeptoren
in den Sinnesorganen, die diese als Signale iiber unser Nervensystem an das Hirn weiter-
leiten. Dort gelangen sie zu den Neuronen, die im Grunde die Verarbeitungseinheiten un-
seres Gehirns bilden. Das Grundprinzip der neuronalen Informationsverarbeitung ist nun
das folgende: Die Nervenzelle erhilt {iber ihre Dendriten von vorgeschalteten Neuronen
Signale in Form von elektrochemischen Reizen. Erreicht das elektrochemische Potential,
das sich aus der Summe all dieser Eingabesignale ergibt, einen gewissen Schwellenwert,
so wird das Neuron aktiviert und es sendet ebenfalls einen elektrischen Impuls iiber das
Axon an alle nachkommenden Zellen. Dieses Signal wird dabei auf chemischen Wege
iiber die Synapsen iibertragen und von den darauffolgenden Zellen wiederum iiber deren
Dendriten empfangen. Die Synapsen kénnen dabei eine exzitatorische, also verstirkende,
oder auch inhibitorische, sprich hemmende, Wirkung haben (vgl. [53], S. 11-15).

Frithere Computerprogramme waren zwar erfolgreich bei der Verarbeitung formaler
Sprachen, konnten jedoch fiir uns als Menschen einfache Probleme, wie das inhaltliche
Erfassen eines Satzes oder das Erkennen einer bekannten Person, nicht 16sen. Diese brin-
gen namlich eine gewisse Kontextsensitivitdt mit sich, die durch intelligentes Verhalten
entschliisselt werden muss. Da unser Gehirn solche Aufgaben durch seine typische Ar-
chitektur und Arbeitsweise leicht bewéltigen kann, wurden nun, ausgehend von diesen
Strukturen, Computerprogramme entwickelt, die eine dhnliche Gestalt aufweisen und
daher kiinstliche neuronale Netzwerke genannt werden. Diese sind, analog zum mensch-
lichen Gehirn, aus vielen kleinen Einheiten, den kiinstlichen Neuronen, aufgebaut, die
untereinander vernetzt sind. Ein kiinstliches Neuron besitzt mehrere Eingangsleitungen
1 =1,...,n an denen die Eingangswerte x; € R empfangen werden. Diese werden wie
bei hemmenden oder verstirkenden Synapsen jeweils mit einem Skalar w; € R gewich-
tet. Im Anschluss wird deren Summe Y ;' | w; - z; gebildet, sowie ein Schwellenwert b
hinzugefiigt, was zu einem Zwischenergebnis von > 1" ; w; - ¢; + b fiihrt. Dieses wird jetzt
als Argument fiir die Aktivierungsfunktion f verwendet, also f (3.7 ; w; - x; + b). Durch
diese Funktion wird festgelegt, ob das Neuron aktiviert wird und ,,feuert“oder aber in-
aktiv bleibt. Auflerdem wird durch sie der Ausgabewert, der abhingig vom Argument
ist, berechnet. Die heute géingigste Funktion fiir diese Aufgabe ist die ReLU-Funktion
(Rectified Linear Unit), die entsprechend der Vorschrift f (z) = max (0, z) arbeitet.

In Abbildung[1.2]sind die vereinfachten Bauweisen menschlicher und kiinstlicher Neu-
ronen veranschaulicht. Die durch verbundene Neuronen aufgebauten kiinstlichen neu-
ronalen Netze sind jedoch nur durch die biologischen Strukturen und Prozesse unseres
Gehirns inspiriert. Es handelt sich keineswegs um eine detailgetreue Rekonstruktion. In
Wabhrheit gibt es einige Unterschiede zwischen kiinstlichen und biologischen neuronalen
Netzen. So enthéalt unser Gehirn in etwa 100 Milliarden Neuronen, die miteinander in alle
Raumrichtungen mit unterschiedlicher Stirke vernetzt sind. Die Anzahl an Neuronen in
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Abbildung 1.2: Vergleich zwischen einem biologischen (links) und einem kiinstlichen
Neuron (rechts) ([103])

kiinstlichen Netzwerken liegt einige Groéflenordnungen darunter und die Neuronen sind
zudem schichtweise angeordnet, wodurch sie in der Regel ausschliellich zu benachbarten
Schichten Verbindungen aufweisen. Zudem arbeiten kiinstliche Netze synchron, indem
zunéchst alle Berechnungen innerhalb einer Schicht vollstdndig durchgefiihrt werden, ehe
die Ergebnisse an die ndchste Schicht gegeben werden, die nun mit diesen weiterarbeitet.
In unserem Gehirn hingegen verlaufen die meisten Prozesse asynchron.

FEin weiterer und &uflerst relevanter Unterschied liegt in der Fehlertoleranz. Biologische
Netze weisen eine enorm hohe Vernetzung auf und Informationen werden verteilt gespei-
chert sowie verarbeitet, teils sogar im UbermaB. Somit kénnen kleine Aussetzer keinen
Informationsverlust verursachen. Bei kiinstlichen Netzen hingegen besteht aufgrund der
Bau- und Arbeitsweise keine besonders hohe Fehlertoleranz. Es gibt jedoch besondere
Algorithmen, die diese erhdhen konnen (vgl. [21], S. 43-45). Auerdem wird ein mensch-
liches Neuron aktiviert, indem ein Schwellenpotential erreicht wird, woraufhin stets ein
fixer Wert von diesem entsandt wird. Vereinfacht kann man sich diese Funktionsweise wie
eine etwas modifizierte Heaviside-Funktion vorstellen. Im Bereich der Computerwissen-
schaften werden andere Aktivierungsfunktionen verwendet, die teilweise nichtlinear oder
auch an manchen Stellen nicht differenzierbar sind. Ein typisches Beispiel hierfiir ist die
ReLU-Funktion f (z) = max (0,z). Zu guter Letzt besteht auch im Lernprozess selbst
ein grofler Unterschied. Wir Menschen lernen durch die altbekannte Hebbsche Lernregel,
also entsprechend: ,,Neurons that fire together, wire together* ([75]). Sie besagt, dass je
ofter zwei Neuronen im selben Moment aktiv sind, desto eher werden sie auch kiinftig
gleichzeitig reagieren. Dies wird durch das Ausbilden zusétzlicher Verbindungen in de-
ren Nachbarschaft ermdglicht. Ein kiinstliches neuronales Netz hat dem entgegen eine
bereits vordefinierte Struktur, in der keine neuen Verbindungen hinzukommen kénnen

(vel. [75)).
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1.3 Die historischen Entwicklungen im Bereich kinstlicher
neuronaler Netze

1.3.1 Kybernetik

Zu Beginn der 1940er Jahre, als die ersten Computer, also programmierbare Daten-
verarbeitungseinheiten, entwickelt wurden, begann auch das Interesse an kiinstlicher
Intelligenz zuzunehmen (vgl. [55], S. 9). Die Idee, dass man auch Maschinen in die Lage
versetzen konnte eigenstdndig zu lernen, schien duflerst reizvoll. Die ersten Entwick-
lungen im Bereich des maschinellen Lernens gehen auf die beiden Amerikaner Warren
McCulloch und Walter Pitts zuriick, die sich das Lernen aus der neurophysiologischen
Sichtweise genauer angesehen haben. Sie entwickelten ein Modell von Neuronen, dessen
Aufbau und Funktionsweise an jenem von menschlichen Neuronen orientiert war. Die so-
genannte McCulloch-Pitts-Zelle, oft auch als McCulloch-Pitts-Neuron bekannt, besteht
aus erregenden und hemmenden Eingiingen, an denen Signale empfangen werden. Die
Zelle funktioniert nach dem Alles-oder-nichts-Prinzip, was bedeutet, dass diese den Wert
,1¢ ausgibt, wenn die Summe aller erregenden Eingabewerte einen gewissen Schwellen-
wert erreicht. In allen anderen Féllen wird der Wert ,,0“ ausgegeben. Ebenso wird das
Neuron inaktiviert, sobald eines der Signale, welches bei einem hemmenden Eingang
empfangen wird, den Wert ,,1“ hat. McCulloch und Pitts konnten zeigen, dass ein aus
solchen Zellen bestehendes kiinstliches Netz im Grunde jede logische Funktion darstel-
len kann (vgl. [67], S. 99-100). Wenige Jahre spéter gelang es ihnen nachzuweisen, dass
Netze dieser Art sogar einfache Formen, wie beispielsweise Dreiecke, erkennen koénnen
(vgl. [86], S. 127-128).

Der Ansatz kiinstliche Neuronen zu konstruieren, um maschinelles Lernen zu ermoglichen,
wurde in den folgenden Jahren von einer Vielzahl an Wissenschafterinnen und Wissen-
schaftern aufgegriffen und weiterentwickelt. So hat beispielsweise der amerikanische In-
formatiker und Psychologe Frank Rosenblatt im Jahr 1958 die sogenannten Perzeptronen
eingefiithrt. Hierbei handelt es sich um einfache kiinstliche neuronale Netzwerke, welche
im urspriinglichsten Fall aus einem einzigen Neuron bestehen, das dann dementsprechend
als ,,einfaches Perzeptron® bezeichnet wird. Der Unterschied zu McCulloch-Pitts-Zellen
liegt darin, dass diese Neuronen nun um Gewichte erweitert wurden, das heifit, herein-
kommende Signale x1, . . ., x, werden zuerst mit zugehorigen Werten w, . . . , w, gewichtet
und erst im darauffolgenden Schritt aufsummiert: z - w, wobei x € {0,1}" und w € R”
Vektoren sind und ,,-“ das Skalarprodukt bezeichnet (vgl. [93], S. 387-388). Die Idee fiir
dieses Netzwerkmodell basiert auf der 1949 postulierten Hebbschen Lernregel, nach wel-
cher sich eine Verbindung zwischen biologischen Neuronen verstérkt, wenn diese wihrend
des Lernprozesses beide zeitgleich aktiv sind (vgl. [39], S. 62). Rosenblatt konstruierte
das Perzeptron zur Mustererkennung bezichungsweise in weiterer Folge zur Klassifikati-
on. Es war das erste Modell, welches die Gewichte mit Hilfe eines Trainingsdatensatzes
von selbst anpassen, sprich selbststéndig ,, lernen*, konnte. Das heif3t, das Netzwerk konn-
te zu einem Input, beispielsweise den Pixelwerten eines Bildes, den richtigen zugehorigen
Output, wie etwa eine Objektklasse, liefern. Die Anpassung der Gewichte erfolgte an-
hand des sogenannten Fehler-Korrektur-Verfahrens, bei dem die Gewichte der Input-
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Einheiten nur angepasst werden, wenn der vom Netz gelieferte Output einen falschen
Wert fiir den Klassifizierungsvorgang erzeugt hatte. Diese fehlerkorrigierende Herange-
hensweise zur Anpassung der Gewichte wurde zu einer Standardmethode im Bereich des
maschinellen Lernens und in den letzten Jahrzehnten gab es immer wieder Weiterent-
wicklungen dieser. Der Mathematiker Henry David Block, der mit Rosenblatt in Cornell
zusammenarbeitete, konnte beweisen, dass das Fehler-Korrektur-Verfahren immer eine
die Trainingsmenge separierende Hyperebene finden konnte, sofern die Trainingsdaten
linear separierbar waren und somit iiberhaupt eine solche existierte. Da Rosenblatt sei-
ne Perzeptronen lieber in Hardware-Form anstatt per Simulation konstruierte, entstand
somit der erste Neurocomputer, das MARK I Perzeptron (vgl. [79], S. 67-68), der iiber
einen kleinen Bildsensor verfiigte und einfache Ziffern erkennen konnte (vgl. [55], S. 11).

Zur selben Zeit wie Rosenblatt arbeiteten auch Bernard Widrow und Marcian E. Hoff
in Stanford an kiinstlichen neuronalen Netzen und entwickelten gemeinsam die adaptive
Maschine ADALINE (Adaptive Linear Neuron) zur Mustererkennung. Der fiir einen In-
put berechnete Wert war nun nicht mehr binér, also ,,0“ oder ,,1*, sondern es konnte jede
beliebige reelle Zahl herauskommen. Im Gegensatz zu MARK I wurde hier die Adaption
der Gewichte etwas anders durchgefiihrt, ndmlich mit dem Ziel, die mittlere quadrati-
sche Abweichung zwischen dem berechneten Wert und dem gewiinschten Output des
Trainingsdatensatzes zu minimieren. In Folge lernt ADALINE somit bei jedem Durch-
lauf, wiahrend bei Rosenblatts Perzeptron nur eine Gewichtsanpassung erfolgte, wenn
der ausgegebene Wert fehlerbehaftet war. Um welchen Wert das jeweilige Gewicht ei-
nes Inputsignals adaptiert wird, wird durch den Gradienten der mittleren quadratischen
Abweichung bestimmt (vgl. [102], S. 97-99). Dieses Verfahren stellt somit eine Weiterent-
wicklung der beim Perzeptron angewandten Methode dar und ist heutzutage unter dem
Namen Widrow-Hoff-Regel (auch Delta-Regel oder Least-Mean-Squares-Algorithmus,
kurz LMS-Algorithmus), die ein Spezialfall des Gradientenabstiegsverfahrens ist, be-
kannt (vgl. [79], S. 69). Solche linearen Modelle, wie sie unter anderem bei ADALINE
verwendet wurden, waren allerdings nur bedingt anwendbar. Ein die Grenzen aufzei-
gendes und dennoch simples Beispiel stellt die XOR-Funktion dar. Diese ist dadurch
definiert, dass sie den Output ,,1¢ liefert, wenn die beiden Inputsignale verschieden, also
einmal ,,0“ und einmal ,,1“, sind und bei denselben Inputwerten den Output ,,0“ erzeugt.
Eine solche binire Funktion ist nicht linear separierbar, das heif3t, die Urbilder von ,,0“
und ,,1“ kénnen nicht durch eine Hyperebene getrennt werden. Das hat zur Folge, dass
ein Perzeptron mit zwei Inputs Funktionen wie die XOR-Funktion niemals lernen kann.
Dieses von Minsky und Paperts 1969 publizierte Resultat sowie weitere zur selben Zeit
verdffentlichte Beitrige, die zeigten, dass kiinstliche Neuronen und deren Netzwerke in
der damaligen Form nicht in der Lage seien grenzenlos und fehlerfrei zu lernen, brachten
die Forschung in den darauffolgenden fast 15 Jahren ins Stocken. Im Nachhinein stellte
sich heraus, dass der Schluss von Minsky und Paperts, dass die Probleme, welche bei
einzelnen Perzeptronen bestanden, auch bei Netzwerken dieser auftreten miissten, falsch
war. Dieser Irrtum wurde zwar relativ bald erkannt, gelangte jedoch erst Jahre spéter
an die breite Masse. Daher begannen der Staat, sowie viele Forscherinnen und Forscher,
nach der Verbreitung des Fehlschlusses an dem Nutzen neuronaler Netze zu zweifeln
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und es kam zum sogenannten Kiinstliche-Intelligenz-Winter, kurz KI-Winter (vgl. [94],
S. 22).

Der KlI-Winter

Trotz des Einbruchs in der staatlich geférderten Forschung wurden in der Zeit des KI-
Winters einige spater duflert wichtige Konzepte, Algorithmen und Ideen publiziert. So
etwa wurde in diesem Zeitraum das Verfahren der Backpropagation (BP), einer heute
duBerst wichtigen Technik im Bereich des maschinellen Lernens, insbesondere bei tiefen
neuronalen Netzwerken, entwickelt. Backpropagation ist eine Methode zur Berechnung
des Gradienten einer Funktion, im Fall neuronaler Netze der Fehlerfunktion. Dieser wird
dann fiir das sogenannte Gradientenabstiegsverfahren, einem Optimierungsverfahren zur
Anpassung der Gewichte eines neuronalen Netzwerks, benttigt. Die Backpropagation,
auch Riickpropagierung oder Fehlerriickfithrung genannt, beruht auf der Kettenregel der
Differentialrechnung und der Name kommt daher, dass das Zwischenergebnis immer zur
fritheren Schicht, bei der letzten beginnend, vorgereicht wird. Die Berechnung erfolgt
also in ,,Riickrichtung”, wobei Ergebnisse élterer Schichten fiir neue Berechnungen wie-
derverwendet werden. Somit kénnen méogliche redundante Berechnungen vermieden wer-
den. Die mathematische Grundlage des Gradientenabstiegsverfahrens geht auf Cauchy
und Hadamard zuriick. In den Jahren 1960 beziehungsweise 1961 und 1969 publizier-
ten Kelley sowie Bryson unabhingig voneinander Arbeiten, in denen dieser Algorithmus
erstmals zur Adaption der Parameter eines neuronalen-Netzwerk-artigen Systems ange-
wandt wurde. Damals wurden jedoch einige Aspekte, wie direkte Verbindungen zwischen
mehreren Schichten sowie eventuell auftretende Vorteile eines Sparse Networks, also ei-
nes spérlichen Netzwerks, das entsprechend seiner Bezeichnung wenige Vernetzungen
aufweist, missachtet. Das Verfahren wurde in den darauffolgenden Jahren von Linnain-
maa fiir diese diskreten Netzwerke mit einem geringen Vernetzungsgrad, die dhnlich zu
neuronalen Netzen waren, weiterentwickelt (vgl. [97], S. 90-91). 1982 war Paul Wer-
bos der Erste, der ein neues, effizienteres Verfahren der Backpropagation erfolgreich auf
mehrschichtige neuronale Netze anwandte (vgl. [35], S. 59). Seine Publikationen blie-
ben jedoch weitgehend ungehort, weshalb der effiziente Backpropagation-Algorithmus
sowie dessen Erfinder und die Anwendung bei neuronalen Netzen relativ unbekannt blie-
ben. Dies war insbesondere dem bereits erwdhnten Buch von Minsky und Paperts zu
verschulden, da darin der Nutzen neuronaler Netze fiir Anwendungen im Bereich der
kiinstlichen Intelligenz angezweifelt wurde und sich dementsprechend zunehmend weni-
ger Wissenschafterinnen und Wissenschafter mit neuen Publikationen in diesem Bereich,
zum Leidwesen Werbos, auseinandersetzten (vgl. [80], S. 392-393). In Kapitel [2.2.2 wird
das Verfahren der Backpropagation noch genauer betrachtet.

Des Weiteren konstruierten Fukushima und sein Team im Jahr 1975 ein Netzwerk,
welches Zeichen und Muster erkennen sollte, und nannten es passend zu seinem Anwen-
dungsbereich Cognitron. Mit diesem Modell wollte er das beim Perzeptron auftretende
Problem, dass zur erfolgreichen Mustererkennung stets ein normiertes, also ein im Erfas-
sungsbereich des Perzeptrons liegendes und gréflentechnisch adaptiertes, Bild verwendet
werden musste, 1osen. Inspiriert wurde er hierbei durch die Neurowissenschaften, denn
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ein Mensch geht bei der Erkennung von beispielsweise handschriftlichen Buchstaben stets
Schritt fiir Schritt vor. So werden zuallererst einzelne Merkmale wie Linien und Kurven
gesucht und im Anschluss wird ausgehend von gemachten Erfahrungen beziiglich deren
Auftreten beziehungsweise Fehlen auf den jeweiligen Buchstaben geschlossen ([92], S.
70-71). Fukushima konstruierte nun ausgehend von dem Grundprinzip des schrittweisen
Erkennungsprozesses das erste mehrschichtige, schon fast tiefe Netzwerk. Die Schichten
waren hierarchisch angeordnet und in jeder Schicht nahm die Anzahl an Neuronen im
Vergleich zur vorhergehenden ab ([35], S. 305). Die synaptischen Verbindungen zwischen
den Neuronen passten sich, wie auch beim Menschen, ausgehend von gemachten Erfah-
rungen, stdndig an, indem sich deren Gewichte &nderten. Die Schichten bestanden aus
aktivierenden und inhibitorischen Neuronen und es gab nur Quervernetzungen von einem
Neuron zu Neuronen der vorher liegenden Schicht, wenn diese in dessen Nihe liegen (vgl.
[35], S. 305). Eine Verbindung zwischen den in hintereinander folgenden Schichten lie-
genden Neuronen A und B verdnderte sich in Fukushimas Modell immer dann, wenn die
in der fritheren Schicht liegende Zelle A eine aktive war, also ein Signal an die nachkom-
mende Zelle B sandte, und wenn zusétzlich keine der die Zelle B umgebenden Zellen ein
stirkeres Signal aussandte (vgl. [25], S. 121-123). Daher wird eine solche Umgebung der
Zelle B auch oft als Connection Competition Region bezeichnet. Aufgrund der Voraus-
setzungen zur Anpassung von Verbindungen werden somit immer nur gewisse Neuronen
trainiert, ndmlich genau jene, welche bereits auch in vorangehenden Trainings relevant
waren (vgl. [35], S. 305). Daraus resultiert, dass jede Zelle in der finalen Schicht die
Information eines ganzen Bereichs der ersten Schicht enthélt. Das Cognitron war ein
selbstorganisierendes Netzwerk, das heifit, es hat die Verbindungen zwischen den Neu-
ronen ohne Kenntnis der gewiinschten Outputs der Trainingsdaten passend veradndert.
Diese Methode wird auch uniiberwachtes Lernen genannt, da es keine im iibertragenen
Sinne Lehrperson gibt, die vorgibt, was der zu einem Input richtige Output ist. Des
Weiteren hatten diese Netzwerke auch eine Art selbstreparierenden Effekt. Denn fiel ein
Neuron irgendwann einmal aus und wurde inaktiv, so sprang automatisch ein benach-
bartes Neuron ein, und zwar jenes, welches am néchststérksten auf das eingehende Signal
reagiert hatte (vgl. [25], S. 121-123). Die Mustererkennung auf Basis dieses Modells ge-
lang jedoch noch nicht unabhéngig von der Position sowie Grofie des Motivs, was jedoch
das urspriingliche Ziel Fukushimas war.

Uber die Jahre hinweg arbeitete Fukushima, durch weitere Publikationen und Erkennt-
nisse im Bereich der Neurowissenschaften und kiinstlicher neuronaler Netze beeinflusst,
immer wieder an seinem Modell und es entstand im Jahr 1980 das sogenannte Neocogni-
tron. Der Aufbau dieses selbstorganisierenden Netzwerks ist inspiriert von dem Modell
des visuellen Systems nach Hubel und Wiesel. Diese erforschten neuronale Netze von
Sédugetieren und erkannten eine hierarchische Struktur. Denn bei solchen Netzen beste-
hen frithere Schichten aus einfachen Zellen, spétere enthalten komplexe Neuronen und
finale Schichten sind aus hyperkomplexen Zellen niedriger beziehungsweise auch héherer
Ordnung aufgebaut. Das Neocognitron besitzt nun, angelehnt an Hubel und Wiesel, meh-
rere Schichten, wobei immer zwei aufeinanderfolgende ein Modul bilden. Innerhalb dessen
wird die erste Schicht aus sogenannten S-Zellen (Simple Cells) und die zweite Schicht
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aus C-Zellen (Complex Cells) gebildet. Die Verbindungen zu den S-Zellen sind adaptiv
und passen sich nach jedem Trainingsdurchlauf, sprich nach jedem dem Netzwerk vorge-
setzten Datensatz, neu an. Wihrend eines Erkennungsvorgangs werden lokale Merkmale
zunéchst durch die einfacheren Zellen der vorderen Schichten erfasst und anschlieend
schrittweise zu globalen Merkmalen zusammengefasst, sodass ein ganzheitliches Mus-
ter erhalten wird, welches alle Informationen enthélt. Durch wiederholtes Stimulieren
mit Hilfe der Trainingsdaten aktiviert schlussendlich jedes gewisse Muster genau eine
C-Zelle in der finalen Schicht und auch die Umkehrung gilt, das heifit, jedes Neuron
in dieser letzten Schicht reagiert selektiv auf genau ein Motiv. Wahrend des Prozesses
des Auffindens lokaler Merkmale und des allm#hlichen Zusammenfiigens zu einem Ge-
samtobjekt sind stets bei jedem Schritt kleine Fehler erlaubt. Durch diese Architektur
und Arbeitsweise des neuronalen Netzes ist die Reaktivitdt der Neuronen auf das jeweils
zugehorige Muster (fast) unabhiingig von dessen Position, von dessen Grofie sowie von
leichten Verdnderungen der Gestalt (vgl. [26], S. 193-194). Das Neocognitron war die
Grundlage der heutigen Convolutional Neural Networks, kurz CNNs (vgl. [97], S. 90).

1.3.2 Konnektionismus

Mitte der 1980er Jahre wurden zwei grole Werke von Rumelhart und McClelland sowie
der PDP-Forschungsgruppe zu Parallel Distributed Processing (PDP), spéter auch oft als
Konnektionismus bezeichnet, verdffentlicht. Es kam dadurch zu einem Wiederaufleben
im Bereich der neuronalen Netze und der KI-Winter war beendet. Denn in diesen Wer-
ken wurde das von Minsky und Papert aufgezeigte Problem der XOR-Funktion durch
Anwendung von mehrschichtigen neuronalen Netzen, wie beispielsweise eines mehrschich-
tigen Perzeptrons (Multilayer Perceptron, MLP), gelost. Der Konnektionismus entstand
in Verbindung mit den Kognitionswissenschaften und zwar genauer mit der Idee dort
kiinstliche neuronale Netze einzusetzen (vgl. [23], S. 21). Die Kognitionswissenschaften
beschéftigen sich mit der Frage, wie unser Bewusstsein und unser Denken funktioniert,
wobei mehrere Disziplinen wie beispielsweise die Philosophie, Psychologie und Neuro-
wissenschaften eine Rolle spielen und stets unterschiedliche Ebenen Teil einer Analyse
sind. In den frithen Achtzigerjahren war insbesondere das symbolische logische Schlieflen
im Fokus der Kognitionswissenschafterinnen und -wissenschafter. Allerdings war dieser
Vorgang mit Hilfe von damaligen Modellen, wie dem Neocognitron, duflerst schwer um-
setzbar, da bei diesen jeder Begriff durch eine hierarchische Struktur mit genau einer
lokalen Einheit vernetzt war, was als lokale Représentation bezeichnet wird. Im Ge-
genzug dazu wurde im Konnektionismus versucht, die Informationsverarbeitung mittels
kiinstlicher neuronaler Netze zu realisieren. Dabei war ein neuer Ansatz notig, der nun
auf der Idee beruhte, Verarbeitungsvorgénge mit Hilfe von Teilmustern und -symbolen
parallel laufen zu lassen. Das Modell besteht also aus einer Vielzahl gleichzeitig arbeiten-
der Einheiten, die jedoch selbst alle sehr einfach aufgebaut sind (vgl. [68], S. 63). Ein bis
heute wichtiges Konzept, das aus dem Konnektionismus hervorging und auf obiger Idee
basiert, ist das von Hinton, McClelland und Rumelhart entwickelte Konzept der verteil-
ten Reprdsentation. Jedes Objekt soll hierbei durch ein konkretes Muster, das aus einer
Vielzahl an aktivierten Einheiten besteht, dargestellt werden. Umgekehrt ist wiederum

11



1 Kiinstliche Intelligenz und Deep Learning

jede Verarbeitungseinheit an der Darstellung vieler verschiedener Objekte beteiligt. Dies
ist zwar eine deutlich kompliziertere Methode, wenn man deren Darstellung sowie Im-
plementierung betrachtet, jedoch ist die Effizienz, mit welcher sie insbesondere bei ihrer
Ausfithrung von der Struktur neuronaler Netze Gebrauch macht, derart herausragend,
dass somit die Vorteile gegeniiber den Nachteilen iiberwiegen (vgl. [42], S. 77-78).

Zudem wurde 1986 der bereits im KI-Winter entwickelte Backpropagationsalgorithmus
durch die PDP-Werke nun endlich an die Offentlichkeit gebracht. Ein weiterer groBer
Fortschritt war die Anwendung der Backpropagation bei tiefen, kiinstlichen neuronalen
Netzwerken zum Trainieren der internen Représentationen von gegebenen Inputs durch
LeCun im Jahr 1987. Diesen wandte er zwei Jahre spéter erfolgreich zur Erkennung von
handgeschriebenen Postleitzahlen an (vgl. [59]). Heutzutage ist die Backpropagation
nach wie vor die am meisten verwendete Methode zur Berechnung des Gradienten beim
Gradientenabstiegsverfahren.

Ab dem Ende der 1980er Jahre sowie zu Beginn der 90er Jahre kam es in der For-
schung zu neuronalen Netzen zu einem richtigen Boom. Neuronale Netze wurden in den
unterschiedlichsten Bereichen angewandt, beispielsweise in der Medizin zur Diagnose bei
abdominalen Schmerzen (vgl. [59]) sowie zur Klassifizierung eines Sonar-Signals, welches
von zwei unterschiedlichen Objekten im Meer, genauer Metallen oder Steinen, stammen
kann (vgl. [33], S. 1135). Bis zu diesem Zeitpunkt waren die meisten Realisierungen mit
Hilfe neuronaler Netze, die nur wenige Schichten enthielten. Es wurde jedoch recht bald
erkannt, dass die Backpropagation an sich noch kein Wundermittel war und mathemati-
sche Probleme enthielt, die insbesondere auftraten, wenn der Algorithmus bei besonders
tiefen Netzen angewandt wurde. Hierbei kommt es nédmlich zu dem Problem, dass die
durch das Verfahren wiederholt riickpropagierten Signale, welche die Informationen des
Gradienten der Fehlerfunktion beinhalten, mit der Zahl an Schichten im Netzwerk expo-
nentiell abnehmen oder unbeschrankt wachsen kéonnen. Dieses sogenannte Problem der
verschwindenden oder explodierenden Gradienten wurde 1991 von Hochreiter in seiner
Dissertation erstmals identifiziert und analytisch behandelt (vgl. [45], S. 21). Ebenso tritt
es bei rekurrenten neuronalen Netzwerken (RNNs) auf. Solche Netze enthalten zusétzlich
Verbindungen, die auch riickgerichtet sind, also zur selben Schicht oder fritheren Schich-
ten zuriickfithren. Netze, bei denen der Informationsfluss hingegen nur in eine Richtung
abléuft, die also eine hierarchische Struktur aufweisen, wie beispielsweise das McCulloch-
Pitts-Neuron oder Rosenblatts Perzeptron, werden neuronale Feedforward-Netze (feed-
forward neural networks, FNNs), kurz auch einfach Feedforward-Netze, genannt. Rekur-
rente Netze konnen Informationen von vorangegangenen Inputs zwischenspeichern und
fiir kiinftige Eingaben sowie fiir zu berechnende Outputs verwenden, wodurch auch ein
zeitlicher Aspekt hinzukommt. Daher werden sie meist bei Anwendungen, wo Sequenzen
verarbeitet werden miissen, eingesetzt, wie zum Beispiel bei der Spracherkennung. Das
Training rekurrenter Netzwerke erfolgt mit Hilfe einer Erweiterung der Backpropagati-
on, der Backporpagation Through Time. Auch hier wurde im Jahr 1994 von Bengio et
al. das Problem des verschwindenden Gradienten festgestellt, nachdem es insbesondere
bei der Verarbeitung langer Sequenzen bei vielen der Netzwerke zu Fehlern gekommen
war (vgl. [5], S. 157).
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Es gab jedoch ein wenig Trost, nachdem zunehmend mehr empirische Analysen erga-
ben, dass zusétzliche Schichten in vielen Anwendungsfillen nicht unbedingt zu besseren
Ergebnissen fithrten. Es stellte sich nun die Frage, wie viele Schichten iiberhaupt nétig
seien, um gewisse Funktionen mit neuronalen Netzen darstellen zu kénnen. Die Antwort
darauf fanden unter anderem Cybenko im Jahr 1989 sowie 1991 in weiterentwickelter
Form Hornik, und sie ist heute als universelles Approximationstheorem bekannt. Dieses
besagt, dass ein neuronales Netzwerk mit nur einer Zwischenschicht zwischen der Ein-
und Ausgabeschicht, die aus hinreichend vielen Einheiten besteht, bereits jede stetige
Funktion in mehreren Variablen sowie auch bestimmte weitere Funktionstypen appro-
ximieren kann. Ebenso wurde zu dieser Zeit an einer Losung des aufgetretenen Pro-
blems bei der Backpropagation geforscht. Sowohl Hochreiter als auch Bengio et al. hat-
ten bereits ein paar mogliche Alternativen in ihren Publikationen vorgeschlagen. Einen
recht erfolgreichen Ansatz fanden Hochreiter und Schmidhuber, die ein Long short-Term
Memory (LSTM) Netzwerk konstruierten. Dabei sind im rekurrenten neuronalen Netz
zusétzlich spezielle Einheiten, die Constant Error Caroussels (CECs), enthalten, welche
den zuriickpropagierten Fehler konstant halten und somit ein mogliches Verschwinden
oder Explodieren des Gradienten bei der Backpropagation verhindern (vgl. [46], S. 1735).
Durch diese CEC-Einheiten konnen LSTM-Netze Ereignisse, die bereits vor hunderten
Schritten geschehen sind, speichern und fiir laufende Berechnungen verwenden. Diesem
Phéanomen haben die Netze ihren Namen LSTM, auf Deutsch langes Kurzzeitgedédchtnis,
zu verdanken. Durch den Einsatz von LSTM-Netzen konnten viele bis dahin mit tiefen
neuronalen Netzen unlosbare Aufgaben, wie beispielsweise bei der Spracherkennung, wo
oft lange Zeitspannen zwischen den Inhalten auftreten, oder bei der optischen Zeiche-
nerkennung, realisiert werden (vgl. [97], S. 95).

Mitte der 1990er Jahre kam es teilweise dazu, dass Unternehmen, die im Bereich der
kiinstlichen Intelligenz arbeiteten, um mehr Investoren zu erhalten, Erfolge versprachen,
die jedoch schlussendlich nicht realisierbar waren (vgl. [32], S. 17). Des Weiteren wurde
1995 eine neue Methode des maschinellen Lernens entwickelt, die nicht auf kiinstlichen
neuronalen Netzen basiert. Diese Support Vector Maschines (SVMs) wurden zur Klassi-
fizierung in zwei Gruppen konstruiert, wobei stets eine der beiden Klassen ausgegeben
wird. Auch neuronale Netze konnen Klassifizierungsaufgaben bewiltigen, jedoch wird
hierbei ein ganz anderer Algorithmus eingesetzt, der auf der Berechnung von Wahr-
scheinlichkeiten beruht. Bei Support Vector Maschines basiert die Zuordnung zu einer
Gruppe auf einer anderen Idee, denn hier werden die Inputs zunichst durch eine nicht-
lineare Abbildung in einen hoherdimensionalen Merkmalsraum abgebildet. Dort wird
nun eine Hyperebene konstruiert, die diese Eintrége bestméglich separiert. Das mathe-
matische Grundprinzip hinter dieser Methode, bei der eine nichtlineare Klassifizierung
durchgefiihrt wird, ist als Kernel-Trick bekannt. Aufgrund der Eigenschaften dieser Hy-
perebene kann ein sehr geringer Generalisierungsfehler, also der Erwartungswert des
Fehlers bei neuen, unbekannten Inputs, erzielt werden (vgl. [I5], S. 273). Neben Support
Vector Machines und weiteren Kernel Machines wurden auch zunehmend sogenannte
Probabilistische Graphische Modelle (PGMs) im maschinellen Lernen eingesetzt. Auf-
grund dieser Vorkommnisse endete das zweite Hoch in der Forschung zu neuronalen
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Netzen Mitte der Neunzigerjahre.

Dennoch gab es auch zu dieser Zeit einige grofle Weiterentwicklungen. Yann LeCun und
seine Forschungsgruppe untersuchten mehrschichtige neuronale Netze zur Erkennung
handgeschriebener Ziffern. Es wurden gleich mehrere Netzwerkstrukturen betrachtet, die
alle mit Hilfe eines gradientenbasierten Algorithmus mit Backpropagation trainiert wur-
den. Ebenso stellten sie einen besonders vielversprechenden Netzwerktypen, sogenannte
Graph Transformer Networks (GTNs), deren Architektur auf Convolutional Neuronal
Networks basiert, vor. Bei ihren Untersuchungen konnten einige wichtige Einflussfakto-
ren fiir ein erfolgreiches Training abgeleitet werden, die auch bei der Losung moglicher
Schwierigkeiten bei anderen Anwendungen von Mustererkennung wichtig sein kénnen.
Die Trainingsmenge, die LeCun et al. fiir ihre Netzwerke verwendeten, war die Modi-
fied National Institute of Standards and Technology Database, kurz MNIST-Database.
Hierbei handelt es sich um eine Datenbank, die handgeschriebene Zeichen enthilt. Sie
ist eine Zusammensetzung zweier NIST-Datenmengen, welche vom National Institute
of Standards and Technology gesammelt und 6ffentlich zur Verfiigung gestellt wurden.
Die eine Auswahl handgeschriebener Ziffern stammt von Highschool-Schiilerinnen und -
Schiilern, die andere von Biiroangestellten. Durch Kombination dieser beiden erhélt man
eine Trainingsmenge, die wesentlich vielfiltiger ist und somit den Generalisierungfehler
vermindern kann (vgl. [57], S. 2278-2318).

1.3.3 Die dritte Welle - Deep Learning

Obwohl mehrschichtige neuronale Netze, wie beispielsweise Fukushimas Perzeptron, be-
reits seit Jahrzehnten fiir diverse Anwendungen eingesetzt und beforscht wurden und
die Anzahl an Schichten ab den Neunzigerjahren auch deutlich stieg, wurden die Be-
griffe Deep Neural Networks, also neuronale Netze mit etlichen Zwischenschichten, und
Deep Learning erst ab 2006 populdr (vgl. [97], S. 96). Dies ist auf einen Durchbruch
in der Forschung zu tiefen Netzen zuriickzufiithren, der Hinton, Osindero und Teh in
diesem Jahr gelungen war. In ihrem Paper zeigten sie, dass eine bestimmte Art von tie-
fen Feedforward-Netzen, sogenannte Deep Belief Networks, erfolgreich trainiert werden
konnten. Die Voraussetzung hierfiir war, dass die Gewichte eine gewisse Voranpassung
erhielten, wodurch die Initialisierung somit nicht mehr auf Zufallswerten beruhte. Dieses
Verfahren des uniiberwachten Lernens wird als Greedy Layer- Wise Pretraining bezeich-
net und es wird dabei, wie der Name schon vermuten lédsst, immer nur jeweils eine
Schicht auf einmal trainiert. Hinton und sein Team testeten den Algorithmus mit Hilfe
der MNIST-Datenbank und stellten fest, dass ihr Netzwerk einen Generalisierungsfehler,
auch Testfehler genannt, von 1,25% erreichte. Damit iibertraf es durch Backpropaga-
tion trainierte neuronale Netze mit nur wenigen Schichten, die einen Testfehler von
mindestens 1,5% aufwiesen, und sogar Support Vector Maschines, die auf einen Fehler
von 1,4% kamen (vgl. [43], S. 1527-1544). Diese Errungenschaft verbreitete sich rasch im
Forschungsfeld neuronaler Netze und viele Gruppen wurden durch die Herangehensweise
des Pretrainings inspiriert, wodurch sie diese auch fiir andere Netze adaptierten. Yoshua
Bengio et al. erweiterten 2007 den Algorithmus fiir stetige Inputs, da dieser bisher nur
fiir binére Inputs konzipiert war. Ein weiteres Resultat ihrer Untersuchungen war, dass

14



1.3 Die historischen Entwicklungen im Bereich kiinstlicher neuronaler Netze

das uniiberwachte Pretraining, also die Methode selbst, der Schliissel zum Erfolg war und
dafiir nicht zwingend die Architektur von Deep Belief Networks notig war. Es konnten
also dhnliche Erfolge bei herkémmlichen tiefen neuronalen Netzen erzielt werden, wenn
die Schichten als Autoencoder trainiert wurden (vgl. [6], S. 2-10). Ranzato et al. wandten
die neue Methode der uniiberwachten Voranpassung der Parameter bei Netzwerken, die
mit Hilfe von Sparse Respresentations lernen sollten, an. Bei Sparse Representations,
also diinnbesetzten Représentationen, werden die Inputdaten durch eine Darstellung,
deren Eintrige fast ausschlielich 0 sind, représentiert. Dies erfordert in der Regel eine
hoher dimensionierte Darstellung, um einen gréfleren Informationsverlust zu vermeiden
(vgl. [32], S. 144). Eine solche Herangehensweise, die Sparse Coding genannt wird, hat
den Vorteil, dass Merkmale in Bildern leichter separiert werden kénnen, im besten Fall
sogar linear. Ranzato et al. konnten beim Testdurchlauf mit ihrem Convolutional Neural
Network, dessen erste Schicht mit Hilfe des uniiberwachten Lernalgorithmus initialisiert
wurde, bei dem MNIST-Datensatz einen Generalisierungsfehler von 0, 6% erreichen. Bei
zusétzlichen Verzerrungen in der Datenmenge erzielten sie sogar einen Testfehler von
0,39% und stellten somit einen neuen Rekord auf (vgl. [90], S. 1-7). All diese Erfolge
basierten auf einer tiefen Architektur, durch die nun auch das Durchfithren komplexer
Aufgaben moglich war. Denn hierfiir ist eine gute, hochdimensionierte Darstellung der
Daten notig, sodass auch iibergeordnete, abstraktere Merkmale, sogenannte High-Level
Features, gelernt werden konnen. Dies geschieht, indem zunéchst niederrangige, einfache
Merkmale, die Low-Level Features, gesucht und im Anschluss zu hoherrangigen Charak-
teristika kombiniert werden. Architektonisch betrachtet erfordert dies dementsprechend
auch viele Zwischenschichten im Netzwerk (vgl. [7], S. 321).

In den darauffolgenden Jahren wurde viel zur Bedeutung der Tiefe bei neuronalen Net-
zen geforscht. Es konnten einige Limitationen bei seichten Netzen (Shallow Networks),
also Netze mit nur ein oder in seltenen Fillen zwei Zwischenschichten, sowohl empirisch
als auch theoretisch festgestellt werden. So kénnen zwar sowohl seichte als auch tiefe
Netze jede stetige Funktion darstellen, jedoch wird bei ersteren ein deutlich héherer
Rechenaufwand, aufgrund der héheren Anzahl durchzufithrender Operationen, erzeugt.
Des Weiteren wird wegen der geringen Tiefe des Netzes eine grofere Trainingsdaten-
menge bendtigt. Zusammenfassend konnte also geschlossen werden, dass tiefe Netze in
vielen Anwendungen eine deutlich hohere Effizienz aufweisen (vgl. [7], S. 35-36). Im Jahr
2010 konnte mit einem simplen tiefen Netzwerk, welches die Struktur eines mehrschich-
tigen Perzeptrons (Multi-Layer Perceptron, kurz MLP) aufwies, ein neuer Rekord mit
dem MNIST-Datensatz erzielt werden. Dieses wurde mit dem klassischen Backpropa-
gationsalgorithmus trainiert, erfuhr also kein uniiberwachtes Pretraining, und erreichte
einen Testfehler von 0,35%. Die Forschungsgruppe untersuchte dabei gleich unterschied-
liche Architekturen, die sich in der Anzahl an Neuronen pro Schicht sowie in der Menge
an Schichten unterschieden. Das Netz, das obigen Erfolg erzielt hatte, war jenes mit
den meisten Schichten sowie Neuronen innerhalb dieser. Auflerdem erkannten die Be-
teiligten, dass mit Hilfe von bewusst erzeugten Deformationen in den Beispielen des
MNIST-Datensatzes, was eine breitere und grofiere Trainingsmenge zur Folge hatte,
bessere Ergebnisse erzielt werden kénnen (vgl. [14], S. 3211-3212).
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Die obigen Erfolge waren unter anderem auch deshalb méglich, da sich die Hardwa-
re seit den Neunzigerjahren enorm verbessert hatte. CPUs (Central Processing Units)
wurden immer schneller, jedoch gab es auch hier Grenzen. Verbesserungen in der Ver-
arbeitungsgeschwindigkeit konnten durch den parallelen Einsatz mehrerer CPUs erzielt
werden, jedoch waren diese Einheiten meist immer noch zu schwach, um tiefe Netzwerke,
die mittlerweile beachtliche Grofien erreicht hatten, zu trainieren. Durch den Einsatz von
GPUs (Graphics Processing Units) konnte die Rechenzeit noch einmal deutlich verkiirzt
werden. Dies liegt daran, dass ihre Kerne, von denen sie in der Regel hunderte aufweisen,
alle zeitgleich arbeiten kénnen und somit eine besonders feine Parallelitét in der Verar-
beitung ermoglichen. Dadurch kénnen Berechnungsverfahren, die normalerweise schwer
zu parallelisieren sind, im groflen Mafistab durchgefiihrt werden (vgl. [88], S. 873-874).

Fin weiterer wichtiger Faktor dafiir, dass tiefe Netze heutzutage erfolgreich trainiert
werden konnen, ist das Vorhandensein von ausreichend grofien Trainingsdatenmengen.
Die Fortschritte, die im Deep Learning in den 2000er Jahren gemacht wurden, waren im-
mens, jedoch fehlten fiir Netze in dieser Dimension geeignete Trainingssétze, die MNIST-
Datenbank war nicht mehr ausreichend. Abhilfe brachte die im Jahr 2009 veroffentlichte
ImageNet-Datenbank. Diese bestand zu diesem Zeitpunkt aus 3,2 Millionen Bildern, die
jeweils einer von 5247 Kategorien zugeordnet waren, sodass jede im Schnitt 600 hoch-
aufgeloste Bilder enthielt (vgl. [I7], S. 248-249). Mittlerweile (Stand Mai 2021) besteht
ImageNet aus iiber 14 Millionen Bildern (vgl. [99]). Neben Datenbanken fiir visuelle An-
wendungen gab es auch welche fiir andere, wie beispielsweise fiir die Spracherkennung.
Hier wird sehr oft der TIMIT-Korpus verwendet, der Sprachaufnahmen sowie alle Tran-
skripte von 630 unterschiedlichen Personen enthilt, die jeweils 10 verschiedene Sétze
eingesprochen haben (vgl. [64]). Auch im Bereich der Spracherkennung lieferten tiefe
Feedforward-Netze neue Rekorde bei Benchmarks mit dem TIMIT-Korpus (vgl. [71], S.
14).

Nun, wo passende Hardware und grofle Testmengen verfiigbar waren, wurden in den
darauffolgenden Jahren beeindruckende Errungenschaften mit tiefen Netzwerkarchitek-
turen erzielt. So schlossen sich 2011 vier Forschungsgruppen, jeweils eine von IBM, Mi-
crosoft und Google sowie der University of Toronto, zusammen und das Projekt Google
Brain war geboren. Das Ziel dieser Kollaboration war herauszufinden, welches Poten-
tial in tiefen neuronalen Netzen steckte und wie das Leben der Menschen durch diese
erleichtert werden kann (vgl. [44], S. 83). Einer ihrer bekanntesten Erfolge war ein 2012
konstruiertes neuronales Netz, das lernen sollte Gesichter zu erkennen. Dieses hatte ei-
ne Milliarde Verbindungen und wurde uniiberwacht trainiert, indem es 3 Tage lang
10 Millionen unklassifizierte, also ungelabelte, Bildausschnitte von YouTube-Videos als
Inputdaten erhielt. Beim Testen mit Bildern von Gesichtern, unter anderem aus Image-
Net, sowie vielen Distraktoren aus anderen Kategorien, konnte das beste Neuron eine
Richtigkeit von 81, 7% erzielen. Waren alle Gesichter nicht erkannt worden, entspriche
dies einem Wert von 64, 8%. Auflerdem war das Ergebnis unabhéngig von Transforma-
tionen wie Translationen oder Skalierungen. Nachdem die meisten Motive in den Bil-
dern Korperteile und Haustiere waren, schloss die Forschungsgruppe, dass auch diese
gelernt wurden. Tatséchlich erkannte das Netzwerk, nachdem zwei Testdurchldufe mit
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Bildern von Korpern beziehungsweise Katzengesichtern durchgefiithrt wurden, diese je-
weils mit einer sehr hohen Genauigkeit. Bei der ImageNet-Testmenge schaffte das Netz
einen Fehler von 15,8%, was eine relative Steigerung von 70% im Vergleich zum da-
maligen Rekordhalter darstellte. Die erfolgreiche Verwendung ungelabelter Daten zum
Training stellte einen Durchbruch im maschinellen Lernen dar. Man stand nun nicht
mehr vor der Herausforderung entsprechend grof3e Mengen klassifizierter Daten fiir Net-
ze dieser Dimension zu bekommen, sondern konnte die deutlich einfacher zugéinglichen
Datensitze ohne Kennzeichnungen verwenden (vgl. [58], S. 1-7). In den darauffolgen-
den Jahren konnte das Team in vielen weiteren Gebieten durch den Einsatz seiner Netze
grofle Verbesserungen und neue Errungenschaften bewirken, wie unter anderem eine Ad-
aption des Google Translate-Algorithmus, sodass dieser nun deutlich weniger Fehler bei
Ubersetzungen aufwies. Da die Forschungsgruppe viel Potential fiir weitere Anwendungs-
gebiete sah, die sie selbst jedoch nicht alle in Projekten realisieren konnte, konstruierte
sie TensorFlow. Hierbei handelt es sich um eine Open-Source-Plattform fiir neuronale
Netze, die Bibliotheken, Tools und Beispiele zur Verfiigung stellt und mit Hilfe derer nun
jede Person ihr eigenes neuronales Netz konstruieren kann. Die von einzelnen Personen
erstellten Netzwerke konnen dann auf der Plattform o6ffentlich zur Verfiigung gestellt
werden. Auflerdem forschte das Team im Bereich der Medizin, wo es unter anderem ein
Programm zur Vorhersage des Grades der Metastasierung bei Brustkrebs konstruierte
(vgl. [40], S. 73-75).

Nachdem die Methode des Deep Learnings Einzug in die Industrie gefunden hatte, wa-
ren viele Wissenschafterinnen und Wissenschafter erneut an der Frage interessiert, wieso
genau die Backpropagation derart schlechte Ergebnisse bei tiefen Netzwerken ohne vor-
angegangene Initialisierung der Gewichte lieferte. Ebenso stand die Frage im Raum, wie
man die eingesetzten Algorithmen noch optimieren konnte. Glorot und Bengio konn-
ten 2010 unter anderem erkennen, dass die gewéhlte, nichtlineare Aktivierungsfunktion
einen groflen Einfluss auf die erfolgreiche Gewichtsanpassung hat. Des Weiteren sollten
die Gewichte besser schichtweise angepasst werden, da durch das herkémmliche Ver-
fahren der Gradient von Schicht zu Schicht meist immer kleiner wurde. Es stellte sich
heraus, dass die ReLU-Funktion mit der Vorschrift f (z) = max (0,x) die beste von al-
len bis dahin geldufigen Aktivierungsfunktionen fiir Netze mit vielen Schichten war (vgl.
[29], S. 255-256).

Zusammenfassend ldsst sich heute sagen, dass erfolgreiches Lernen drei Grundvor-
aussetzungen mit sich bringt: geniigend Trainingsdaten, leistungsstarke Hardware sowie
angepasste, tiefe Netzwerkarchitekturen (vgl. [56]). Die Deep Learning Revolution halt
bis jetzt an und es ist zu erwarten, dass auch kiinftig viele weitere Errungenschaften in
der Arbeit mit tiefen Netzen im Bereich der kiinstlichen Intelligenz entstehen werden.

1.4 Der Lernalgorithmus im Machine Learning
Das Ziel eines Lernalgorithmus besteht darin, eine gewisse Aufgabe zu l6sen. Eine solche

Aufgabe wird iiber die Art, wie ein gegebener Input, in diesem Fall auch als Beispiel
bezeichnet, verarbeitet werden soll, definiert. Der Input ist in Form eines Vektors z € R"
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gegeben, wobei die einzelnen Eintrége die Merkmale und somit Eigenschaften des gegebe-
nen Inputs reprisentieren. So stellen beispielsweise Pixelwerte die Merkmale eines Bildes
dar und wéren dementsprechend die Eintrage des Inputvektors eines Bildes. Typische
Aufgaben konnen Klassifizierung, Regression oder Transkription sein.

Des Weiteren wird stets ein Maf fiir die Giite eines Algorithmus bendtigt. Im Falle
einer Klassifizierung, oder einer Klassifizierung fehlender Daten, wird oft die Genauigkeit
bestimmt, das heifit, es wird angesehen, wie viele der Probedaten zum richtigen Out-
put gefithrt haben. Eine weitere Methode ist das Berechnen der Fehlerrate, bei der die
relative Haufigkeit der falschen Outputs betrachtet wird. Bei manchen Aufgaben, wie
einer Dichteschatzung, sind diese Methoden jedoch nicht sinnvoll und es benétigt weite-
re. Um zu beurteilen, wie gut nun ein Lernalgorithmus performt, werden dem Netzwerk
typischerweise neue Inputdaten, die bisher noch nicht zum Lernen verwendet wurden,
iibergegeben. Diese Menge wird auch Testmenge genannt.

1.4.1 Uberwachtes und uniiberwachtes Lernen

Um eine Aufgabe l6sen zu kénnen, miissen wiahrend des Lernprozesses Erfahrungen ge-
sammelt werden. Diese werden mit Hilfe eines gegebenen Datensatzes, der der Maschine
vorgelegt wird, gemacht. Hierbei handelt es sich um eine Sammlung vieler Beispiele. Je
nachdem in welcher Art die Daten vorliegen, unterscheidet man zwischen zwei Typen
von Algorithmen. Bei iiberwachten Lernalgorithmen (Supervised Learning) ist zu jedem
Input der Datenmenge auch bereits der gewiinschte Output vorhanden. Da hier also der
Maschine wie durch eine Art Instruktorin beziehungsweise Instruktor gesagt wird, wie
die Ausgabe zu einem Input auszusehen hat, wird der Lernalgorithmus als ,,iiberwacht*
bezeichnet. Bei einer solchen Form der Daten, bei der sie paarweise vorliegen, spricht
man auch von der Trainingsdatenmenge. Die Maschine soll also ausgehend davon eine
passende Zuordnung finden.

Beim uniiberwachten Lernen (Unsupervised Learning) sind hingegen ausschlieflich
Inputs gegeben und das Ziel ist, dass die Maschine aus diesen gewisse Strukturen ab-
leiten kann. Der Algorithmus soll hierbei ein statistisches Modell finden, das die Inputs
moglichst gut reprisentiert und deren Zusammenhinge sowie Muster beinhaltet. Auf
Grundlage dessen soll die Maschine Vorhersagen zu neuen, unbekannten Eingaben tref-
fen konnen. In der Realitét besteht jedoch oft keine genaue Grenze zwischen den beiden
Algorithmustypen. So existieren beispielsweise auch teiliiberwachte Methoden, bei der
die Maschine sowohl Datenpaare als auch rohe Inputs erhélt. Ebenso kénnen Proble-
me im uniiberwachten Lernen auf kleinere Teilprobleme aufgeteilt werden, die mit Hilfe
iiberwachter Lernprozesse gelost werden konnen, et vice versa (vgl. [32], S. 97-104).

FEine weitere Form des maschinellen Lernens stellt das sogenannte bestérkende Lernen
(Reinforcement Learning) dar. Hierbei sind die Inputs nicht starr, sondern das Netzwerk
steht in direkter Interaktion mit seiner Umgebung, indem es in der jeweiligen Situation
Entscheidungen trifft. Daraufhin bekommt die Maschine direkte Riickmeldungen auf ihre
Erfahrungen. Diese Feedbacks koénnen positiv, im Sinne von Belohnungen, aber auch
negativ sein. Infolgedessen soll der Algorithmus die bestmoégliche Taktik finden, um sich
in der Umgebung zu bewegen.

18



2 Neuronale Feedforward-Netze

Neuronale Feedforward-Netze, kurz FNNs (Feedforward Neural Networks), und insbe-
sondere tiefe Feedforward-Netze sind die heutzutage am meisten verwendeten Architek-
turen im Bereich des Deep Learnings. Der Name dieser kiinstlichen neuronalen Netz-
werke kommt daher, dass in diesen das Signal stets nur in eine Richtung, ndmlich nach
vorne, geleitet wird, das heifit, es gibt keine Riickkopplungen. Dies fiithrt dazu, dass
das Verhalten des Netzes unabhéngig von zuriickliegenden Ereignissen ist und es somit
ausschliefllich auf derzeitige Inputs reagiert. Der Vorteil von Feedforwad-Netzen besteht
unter anderem in deren einfachem Aufbau und der Moglichkeit, diese in verschiedensten,
teils auch komplexen Anwendungsgebieten einzusetzen (vgl. [95], S. 12).

2.1 Die Funktionsweise eines Feedforward-Netzes

Ein Feedforward-Netz dient der Approximation einer Funktion f. Dies kann beispielswei-
se eine Klassifikation sein, bei der jedem Input = € R™ seine zugehérige Klasse y = f (z)
zugeordnet wird. Die Annidherung durch das Netzwerk an die gewiinschte Funktion er-
folgt iiber einen Lernprozess. Hierbei bekommt das Netz Trainingsdaten vorgesetzt, mit
Hilfe derer es die richtigen Parameter 6 fiir eine addquate Nachbildung }' der gesuchten
Funktion finden soll. Am Ende sollte das Netz dann in der Lage sein, zu einer gegebenen

~

Eingabe durch die Berechnung von § = f (6, z) eine passende Ausgabe zu liefern.

2.1.1 Aufbau eines Feedforward-Netzes

Ein Feedforward-Netz besteht in der Regel aus mehreren Schichten s = 0, ..., .S von Neu-
ronen. Die Ausnahme bilden einschichtige Netze, die neben der Inputschicht ausschlief3-
lich eine Ausgabeschicht aufweisen. Die erste Schicht eines klassischen Feedforward-
Netzes ist die Eingabeschicht (Input Layer). Auf diese folgen eine oder mehrere Zwi-
schenschichten (Hidden Layers), auch verdeckte Schichten genannt, das Schlusslicht bil-
det die Ausgabeschicht (Output Layer). Die Neuronen einer Schicht sind mit denen der
vorherigen sowie jenen der nachfolgenden Schicht verbunden. Innerhalb einer Schicht
gibt es jedoch keine Vernetzungen zwischen den Einheiten. Die Zahl der Neuronen in
der Ein- und Ausgabeschicht hingt von dem Anwendungsproblem ab. Der Input er-
folgt in Form eines Vektors x € R™, wobei jedem Neuron der Eingabeschicht genau
ein Eintrag, also eine Komponente des Vektors x, iibergeben wird, das heifit, bei einem
n-dimensionalen Inputvektor besteht die Schicht aus n Neuronen. Ebenso wird der Out-
put ¥ € R™ als Vektor dargestellt, wobei auch hier die Ausgabe komponentenweise iiber
die einzelnen Neuronen vor sich geht. Wie viele Neuronen in den Zwischenschichten zu
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finden sind und wie viele Schichten das Netz iiberhaupt aufweist, legt die Entwickle-
rin beziehungsweise der Entwickler selbst fest. Dariiber hinaus ist jede Verbindung mit
einem Gewicht Wy, € R ausgestattet, wobei sich der Index [ auf das I-te Neuron der
vorherigen Schicht und der Index k auf das k-te Neuron der im Moment betrachteten
Schicht bezieht. Somit bezeichnet Wy; genau das Gewicht der Verbindung dieser beiden
Neuronen. Alle Gewichte der Verbindungen kénnen zur Gewichtsmatrix W) der jeweils
betrachteten Schicht s zusammengefasst werden. Die Dimension dieser Matrix hdngt von
der Zahl der Neuronen Ng_; in der vorherigen sowie von der Neuronenzahl Ng der im
Moment betrachteten Schicht s ab, entsprechend W) € RNs*Ns-1 Deg Weiteren ist
jedes Neuron mit einer Verzerrung (Bias) by € R ausgestattet, weshalb zu jeder Schicht
s auch ein Verzerrungsvektor b(*) gehort. Dieser hat genau so viele Eintriige, wie Neu-
ronen in der Schicht vorhanden sind, also b(®) € RNs. Zusitzlich besitzt jedes Netzwerk
eine (nichtlineare) Aktivierungsfunktion f. Hierfiir wird sehr hiufig die ReLU-Funktion
f:R = Rmit f(x) = max(0,z) verwendet, da sie unter anderem eine nichtlineare,
genauer nicht-affine Funktion ist. Der Grund des Einsatzes einer nichtlinearen Funkti-
on besteht darin, dass somit deutlich mehr Funktionen approximiert werden koénnen.
Ohne diese wiren ausschliellich lineare bezichungsweise affine Abbildungen mit Hilfe
von Feedforward-Netzen darstellbar. Die Anwendung der Aktivierungsfunktion auf den
Argumentvektor erfolgt in der Regel komponentenweise.

In Abbildung[2.T]ist der Aufbau eines neuronalen Feedforward-Netzwerks fiir n-dimensionale
Eingabe- und eindimensionale Ausgabewerte dargestellt. In diesem Beispiel besteht das
Netz aus insgesamt drei Schichten, also s = 0,1, 2, mit den zugehotrigen Gewichtsmatri-
zen W und W® sowie Verzerrungsvektoren ") und 5®).

2.1.2 Das mathematische Modell eines neuronalen Netzes

Sehen wir uns nun an, welche Schritte innerhalb einer Schicht ablaufen, wenn dem Netz-
werk ein Inputvektor {ibergeben wurde. Der dadurch ausgeléste Verarbeitungsprozess
besteht nun aus einer Vielzahl an Teilschritten, die jedoch alle gleich ablaufen. In jedem
Teilschritt werden zunichst die Werte der vorherigen Schicht an die derzeit betrach-
tete Schicht iibergeben, wobei jedes Neuron die Summe der gewichteten Outputs der
vorherigen Schicht als Eingabe erhilt. In der ersten verborgenen Schicht erhélt das k-
te Neuron somit den Wert » ", W,gll):nl. Nun wird noch der Bias des Neurons dazu
addiert und es ergibt sich v,(gl) = > W,gll )xl + b,(;). Hier wird nun auch ein wenig
klarer, wieso dieser auch als Verzerrung bezeichnet wird. Wiirde nédmlich das Neuron
keine Signale empfangen, sprich wenn alle Gewichte auf 0 gesetzt wéren, so nimmt es
dennoch stets den Wert b an. Dieser ist also typisch fiir genau dieses Neuron und man
konnte den Wert schon fast als eine Art Markenzeichen des Neurons bezeichnen. Am
Ende wird auf den bisher errechneten Wert noch die Aktivierungsfunkion angewandt:

ul(;) = f <v,(€1)> =f (E?Zl W,gll)xl + bg)). Das Ergebnis ug) ist nun der Output des
k-ten Neurons der ersten Zwischenschicht, welcher nun an die Einheiten der néchsten

Schicht iibergeben wird. Dies erfolgt wieder iiber eine Gewichtung sowie anschliefende
Summenbildung und der Berechnungsprozess wird nun in der neuen Schicht gestartet.
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Layer 1 Layer 2 Layer 3

Abbildung 2.1: Typischer Aufbau eines einfachen Feedforward-Netzes mit der Input-
schicht (Layer 1), einer Zwischenschicht (Layer 2) und der Outputschicht

(Layer 3) ([4], Fig. 1)

Da jede Schicht s, abgesehen von der Eingabeschicht (s = 0) selbst, eine eigene Ge-
wichtsmatrix W) und eigenen Biasvektor b(®) besitzt, ist der jeweilige Outputvektor
dieser Schicht durch

ul®) = f (M) —f (W<s>u(s—1> i b(s)) (2.1)

festgelegt. Es wird demnach also zu Beginn eines jeden Teilschrittes eine affine Abbil-
dung, die durch W) und b®) festgelegt ist, auf die Inputs, genauer auf die Outputs der
vorherigen Schicht, angewandt, um den Vektor v(®) zu erhalten. Dieser ist das Argument
der nicht-affinen Aktivierungsfunktion f, die jetzt komponentenweise angewandt wird
und zum Ergebnisvektor u(®) fiihrt. Der so erhaltene Vektor ist nun der Output der be-
trachteten Schicht. Zusammengefasst wird also der Eingabevektor z = u(®) € R” iiber
mehrmaliges, abwechselndes Anwenden affiner Abbildungen und der Aktivierungsfunk-
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tion am Ende in den Ausgabevektor ¢ € R™ iiberfiihrt, also

( ) f(W<S>u<s—1>+b<s>)

(750 ) +3)

(W5>f(W w(5=2) 4 p(5— 1>)+b<5>)

(W (s >f(v<5*2))+b<5*1>)+b<5>) (2.2)

@:

=/
f
f
S

': f (W<S>f (W<S*1>f (f (W<1>u<0> +b<1>) ) +b<5*1>) +b<5>)
= f (WO (WD (o (WD b)) 46D ) 45

Die Gesamtabbildung x — 4 ergibt sich de facto aus einer Verkettung mehrerer Funktio-
nen. Bei einigen Netzen, beispielsweise bei solchen mit der ReLU-Funktion, entfillt meist
die Anwendung der Aktivierungsfunktion in der Ausgabeschicht, das heifit, in diesem
Fall wire § = v(9). Die Gewichtsmatrizen W und Biasvektoren b aller Schichten werden
auch als Parameter dieser Zuordnung bezeichnet und gemeinsam durch das Symbol 6
repriasentiert. Der Ausgabevektor ist also bei fixierten Parameterwerten ausschliellich
vom Input x abhingig: ¢ (). Will man auch die Abhéngigkeit von den Parametern
kennzeichnen, so schreibt man ¢ (x, ) (vgl. [100], S. 59-64).

2.1.3 Typische Aktivierungsfunktionen in neuronalen Netzen

Die Aktivierungsfunktion spielt eine wichtige Rolle in einem neuronalen Netz, denn durch
sie wird der Output des jeweiligen Neurons durch ein nichtlineares Element mitbestimmt.
Durch eine geeignete Wahl dieser Funktion wird die Approximation unterschiedlichster
Funktionen durch Feedforward-Netze moglich. Héufig besitzt jedes Neuron innerhalb
eines Netzes dieselbe Aktivierungsfunktion. Es gibt jedoch auch Netze, bei denen die
Neuronen von Schicht zu Schicht verschiedene Aktivierungsfunktionen aufweisen. Im
Laufe der Jahrzehnte kamen hierfiir die unterschiedlichsten Funktionen zum Einsatz. Im
Folgenden werden die wichtigsten Aktivierungsfunktionen in neuronalen Netzen sowie
deren Eigenschaften vorgestellt (vgl. [18]).

e Heaviside-Funktion

H (2) 0 wennaxz<0
x:
1 wennz >0

Die Heaviside-Funktion ist die einfachste unter allen Aktivierungsfunktionen und
findet bei bindren Klassifikationsproblemen Anwendung. Sie gehort zu den Trep-
penfunktionen und ihr Wertebereich ist {0,1}. Fiir z = 0 ist sie nicht differenzier-
bar, im restlichen Definitionsbereich verschwindet ihre Ableitung. Daher ist sie fiir
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gradientenbasierte Lernalgorithmen wie das Gradientenabstiegsverfahren ungeeig-
net und wird heutzutage kaum mehr verwendet (vgl. [I01], S. 205).

Sigmoidfunktion
Eine sigmoidale Funktion ist eine beschrinkte, differenzierbare Funktion, die einen
Wendepunkt aufweist und deren erste Ableitung nicht-negativ ist (vgl. [3I], S.
14213). Der Graph einer Sigmoidfunktion hat dementsprechend die Form einer
S-Kurve und ist in Abbildung dargestellt. Der bekannteste Vertreter dieses
Funktionstyps ist die logistische sigmoidale Funktion,

1 e’

= = =1l-o0(— 2.

o(x)

die daher oft auch einfach direkt Sigmoidfunktion genannt wird. Ihr Wertebereich
ist gleich dem Intervall (0, 1), weshalb sie bei Problemen, bei denen Wahrscheinlich-
keiten berechnet werden sollen, zum Einsatz kommt. Sie ist iiberall differenzierbar
und die zugehorige, stetige Ableitungsfunktion lautet
o) =~ =o@)(1—0 ).
(e +1)°

Fiir sehr kleine Argumente ist der Wert der Ableitung besonders grof}, da die
Funktion hier eine grofie Steigung besitzt. Somit rufen bereits geringe Anderungen
des Arguments starke Anderungen der Funktionswerte hervor. Genau das Gegen-
teil passiert bei betragsméifliig besonders grofien Argumenten, bei denen sich die
Funktionswerte kaum mehr &ndern. Dementsprechend kann das Problem des ver-
schwindenden Gradienten auftreten, wodurch der Lernprozess stark verlangsamt
wird und im schlimmsten Fall stecken bleibt. Des Weiteren kann die Tatsache,
dass sie ausschliefSliche positive Werte annimmt, ebenfalls zu Schwierigkeiten im
Lernprozess fiithren.

Tangens hyperbolicus
Auch der Graph des Tangens hyperbolicus nimmt die typische S-Form an, was in
Abbildung zu sehen ist. Die Funktionsgleichung lautet

er —e " 2
wodurch sich im Unterschied zur Sigmoidfunktion Funktionswerte im Intervall
(—1,1) ergeben. Daher wird sie unter anderem zur bindren Klassifikation verwen-
det. Die Funktion ist glatt und die Ableitung ist durch

tanh’ (z) = 1 — tanh? ()

gegeben. Die tanh-Funktion ist punktsymmetrisch zum Ursprung, das heiflt, nega-
tive Argumente liefern negative Funktionswerte und analog fithren positive Argu-
mente zu positiven Outputs. Auch hier kommt es im Allgemeinen aus demselben
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2 Neuronale Feedforward-Netze

Grund wie auch bei der logistischen Sigmoidfunktion zum Problem des verschwin-
denden Gradienten (vgl. [I01], S. 207-210). Diese Aktivierungsfunktion kommt
h#ufig bei rekurrenten Netzen zum Einsatz, bei denen lineare oder stiickweise linea-
re Aktivierungsfunktionen aufgrund der Riickkopplungen in der Netzwerkstruktur
meist ungeeignet sind (vgl. [32], S. 192).

e Rectifier-Funktion (,,Rectified Linear Unit“-Funktion, kurz ReLU-Funktion)
Die ReLU-Funktion ist die heutzutage am h&ufigsten in, insbesondere tiefen, Feedforward-
Netzen eingesetzte Aktivierungsfunktion. Einer ihrer Vorteile liegt in der Einfach-
heit ihrer Berechnung, da sie wie folgt definiert ist:

0 wennz <0

f(x) =max (0,z) = { (2.4)

r wenn x > 0.

Sie enthilt also im Gegenzug zu den beiden vorherigen Aktivierungsfunktionen kei-
ne Exponentialfunktion. Ihr Graph ist in Abbildung [2:2¢| dargestellt. Der Wertebe-
reich der ReLU-Funktion umfasst alle nicht-negativen reellen Zahlen. Im Kontext
von Feedforward-Netzen bedeutet dies, dass Neuronen mit ReL.U-Aktivierungs-
funktionen nur feuern, wenn der errechnete Wert nicht-negativ ist. Dies fithrt zu
einer gewissen Spérlichkeit des Netzes, die sich als duflerst vorteilhaft fiir Lern-
prozesse, die unter anderem der Objekterkennung dienen, erwiesen haben (vgl.
[30], S. 317-318). Aufgrund der Eigenschaft, dass f(x) > 0 gilt, ist sie in vielen
Fillen ungiinstig fiir Ausgabeschichten, da auf diese Weise nie negative Werte als
Outputs generiert werden kénnen. Die ReLU-Funktion ist stiickweise linear, wes-
halb sie beispielsweise fiir rekurrente Netze ungeeignet ist. Denn bei diesen werden
héufig betragsméfig grofle Inputs erwartet, was zu einer enormen Aktivierung des
Neurons fithren wiirde. Die Ableitungsfunktion lautet

0 wennax <0

f' (@) = { (2.5)

1 wenn z > 0.

Da die Ableitung stets einen konstanten Wert annimmt, ist das Problem des ver-
schwindenden Gradienten kein Thema. Fiir x = 0 ist die ReLU-Funktion nicht dif-
ferenzierbar, was jedoch in der Praxis bei der Anwendung des Gradientenabstiegs-
verfahrens (fiir Details siehe Kapitel normalerweise unproblematisch ist, un-
ter anderem deshalb, da man sich bei dieser Methode sowieso stets nur sehr nahe
an ein lokales Minimum der betrachteten Funktion begibt und dementsprechend
akzeptiert, dass das Beinahe-Minimum an wenigen Stellen undefinierte Gradien-
teneintrage aufweist. Oft wird in solchen Fillen auch einfach ein Wert festgelegt,
den die Funktion bei x = 0 annehmen soll. Dabei wird héufig der links- oder rechts-
seitige Grenzwert gewihlt. Setzt man zum Beispiel f/(0) = 0, so ergibt sich die
Heaviside-Funktion. Auf diese Weise kann das Problem der nicht vollstéandigen Dif-
ferenzierbarkeit fiir Anwendungen umgangen beziehungsweise auch einfach igno-
riert werden (vgl. [32], S. 188-189). Manchmal kann es jedoch auch zum Verhéngnis
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2.1 Die Funktionsweise eines Feedforward-Netzes

werden, dass sowohl Funktion als auch Ableitung fiir negative Argumente den Wert
0 annehmen. Denn somit kénnen bereits geringe Anderungen der Parameter zu ei-
ner Inaktivierung eines Neurons fiihren. Dieses Phénomen wird daher oft als Dying
ReL U bezeichnet und ist ein Spezialfall des Problems des verschwindenden Gra-
dienten.

e Parametric ReL U-Funktion (kurz PReLU-Funktion)
Die PReLU- Funktion wurde entwickelt, um das soeben erwidhnte Problem zu
umgehen. Sie ist wie folgt definiert:

f(x):max(O,x)—i—amin(O,x):{am wenn & < 0 a#0

T wenn x > 0.

Der Wertebereich ist dementsprechend (—oo,+00). Ein Spezialfall der PReLU-
Funktion ist die sogenannte Leaky ReL U-Funktion, kurz LReLU-Funktion, bei der
der Parameter auf o = 0,01 fixiert ist. Die Ableitung der PReLU-Funktion ist
durch

a wennz <0
") =
1 (@) {1 wenn x > 0

gegeben, also auch fiir negative Werte ungleich null. Der Parameter o muss nicht
wie bei der LReLU-Funktion fix sein, sondern kann auch innerhalb des Netzes
variieren, das heifit, f; (x;) = max (0, z;) +; min (0, z;). In diesem Fall kann neben
den Netzwerkparametern 6 auch der Parameter o; gelernt werden (vgl. [38], S.
1026-1027).

e Softplus-Funktion
Die Softplus-Funktion ist eine glatte Version der ReLU-Funktion, und dementspre-
chend innerhalb des gesamten Definitionsbereichs (unendlich oft) stetig differen-
zierbar. Thre Funktionsgleichung lautet

f (@) = (1 + )

und ihre Ableitungsfunktion ist die bereits oben erwidhnte Sigmoidfunktion .
Sie findet allerdings kaum Anwendung, da mehrere Untersuchungen gezeigt haben,
dass die ReLU-Funktion trotz des Dying ReLU-Problems bessere Trainingsresulta-
te liefert als ihre glatte Variante. Dieses iiberraschende Ergebnis zeigt auch einmal
mehr, dass die Zwischenschichten eines neuronalen Netzes zurecht auch verdeckte
Schichten genannt werden, denn bis heute ist oftmals nicht ganz klar, welche Ur-
sachen genau hinter dem einen oder anderen Phidnomen bei einem Lernprozesses
in tiefen Netzen stecken (vgl. [30], S. 318).

Neben den soeben vorgestellten Aktivierungsfunktionen gibt es noch eine Vielzahl
weiterer, die teils sehr spezifisch bei gewissen Anwendungskontexten eingesetzt werden.

25



2 Neuronale Feedforward-Netze

(a) Sigmoidfunktion  (rot) und ihre (b) Tanh-Funktion  (rot) und  ihre
Ableitung (blau) Ableitung (blau)

(¢) ReLU-Funktion (rot), ihre Ableitung (blau)
und die Softplus-Funktion (griin)

Abbildung 2.2: Drei hiufig verwendete Aktivierungsfunktionen in FNNs (eigene Darstel-
lung)

2.2 Lernen in Feedforward-Netzen

Das Ziel des Lernprozesses in einem neuronalen Netz ist die besten Parameter zu finden,
um schlussendlich zu einem gegebenen Input den gewiinschten Output beziechungsweise
einen #uferst guten Ndherungswert fiir diesen zu bekommen. Dafiir werden im Fall des
iiberwachten Lernens dem Netz Trainingsdaten, die aus lauter Paaren von Vektoren
(x,y);, © = 1,...,k, bestehen, vorgesetzt. Innerhalb des Trainingsprozesses erhilt das
Netz nun den Input z; und berechnet mit Hilfe seiner momentanen Parameter einen
Output ¢;. Dieser wird mit der zur Eingabe gewiinschten Ausgabe y; verglichen und
der Fehler evaluiert. Dafiir eignet sich beispielsweise die Berechnung der quadratischen
Abweichungen. Fiir ein gegebenes Trainingspaar (z,y) kann diese durch

=9 @-y) =7 -yl (2.6)
berechnet werden. Oftmals wird noch der Faktor % hinzugefiigt, der die Berechnungen

wihrend des spéteren Lernprozesses, bei dem die Ableitung bendtigt wird, ein wenig
vereinfacht. Man erhilt somit eine Funktion K, die durch

K (5.) = 39—l (27)
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2.2 Lernen in Feedforward-Netzen

gegeben ist. Haufig, insbesondere im Bereich der Klassifikation, wird auch die mittlere
quadratische Abweichung (Mean Square Error, kurz MSE) iiber eine Menge von Trai-
ningspaaren verwendet. Dabei werden die quadratischen Abweichungen aufsummiert und
im Anschluss noch der Faktor %, wobei k fiir die Anzahl an Paaren steht, hinzugefiigt.
Solche Funktionen werden Kostenfunktion, oft auch Verlustfunktion (Loss Function),
genannt (vgl. [32], S. 106-107). Da die Trainingsdaten (x,y) vorgegeben sind, kann man

die Kostenfunktion auch als Funktion der Parameter auffassen:
L:0— K (y0,z),y). (2.8)

Das Ziel ist nun, die Parameter 6 des Netzes so zu verdndern, dass die Kostenfunktion L
ihren minimalen Wert annimmt. Die zugehorigen Parameterwerte sind dann genau jene,
die den minimalen Fehler fiir die gesamte Trainingsdatenmenge liefern. Ein Minimum
Omin, = argmin L (A) kann mit Hilfe des Gradienten der Funktion VL gesucht werden.
Das Verfahren zum Auffinden des Minimums wird Gradientenabstiegsverfahren genannt,
wobei es hierbei neben der klassischen Methode noch einige weitere Varianten gibt. Um
den Gradienten zu berechnen, wird in den meisten Féllen die Methode der Backpropaga-
tion angewandt. Hierbei wird der Gradient, basierend auf der Kettenregel fiir Funktionen
in mehreren Variablen, Schicht fiir Schicht, also schrittweise, ermittelt und zwar genau
entgegen der Richtung des Informationsflusses. Im Anschluss werden die momentanen
Parameterwerte mit Hilfe des soeben berechneten Gradienten angepasst und das Pro-
zedere beginnt erneut. Nach einigen Durchldufen landet man schlussendlich im Idealfall
bei einem lokalen Minimum mit einem geringen zugehorigen Kostenfunktionswert, oder
sehr nahe bei einem solchen. Die entsprechenden Parameterwerte 6,,;, sind dann genau
jene, die die gewiinschten Funktionswerte y = f(x) fiir die Inputs x bestméglich durch
i = f(2, Opmin) approximieren (vgl. [78], Kap. 1).

2.2.1 Das Gradientenabstiegsverfahren

Das Gradientenverfahren ist ein weitverbreitetes, iteratives Verfahren zur Optimierung,
bei der in der Regel ein lokales Minimum einer differenzierbaren Funktion gesucht wird.
Angewandt auf ein Problem im Deep Learning ist das Prozedere das folgende: Man
mochte die idealen Parameter des Netzes finden, bei denen die Kostenfunktion, also
der bei den Trainingsdaten gemachte Fehler, einen minimalen Wert annimmt. Dazu
werden die Parameterwerte schrittweise verdndert, sodass man sich langsam an die
bestmdglichen Werte annihert. Die Anderung geschieht mit Hilfe des Gradienten der
Funktion, der die Information dariiber liefert, wie genau die Parameterwerte verandert
werden sollen. Da die meisten im Deep Learning auftretenden Funktionen viele lokale
Minima besitzen, wovon nur die wenigsten auch globale sind, und weiters einige kriti-
sche Regionen, wie Sattelpunkte und flache Bereiche um diese herum, aufweisen, reicht
es in der Regel aus, sehr nahe bei einem lokalen Minimum zu landen. Die dadurch er-
haltene Funktion } ist dann normalerweise bereits eine duflerst gute Approximation der
(unbekannten) Funktion f.

Mathematisch betrachtet lduft das Gradientenverfahren iiber mehrere Iterationen ab.
Nehmen wir an, wir befinden uns an der Stelle 8y. Wir wollen nun unsere Parameter
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um A#; verindern, sodass wir einen neuen Wert 6, erhalten, fiir den die Kostenfunktion
einen kleineren Wert als zuvor annimmt. Es soll also L (61) < L (6p) gelten. Klarerweise
ist es wiinschenswert, genau das € zu finden, das den kleinstmdoglichen Wert fiir L (6)
in einem gewissen Bereich liefert. Dieses kann mit Hilfe des Gradienten der Kosten-
funktion VoL gefunden werden. Denn dieser gibt fiir ein gegebenes Argument genau die
Richtung des steilsten Anstiegs an. Dementsprechend erhélt man durch —VyL genau
die Gegenrichtung, sprich die Richtung des steilsten Abstiegs, also jene, durch die die
Kostenfunktionswerte am meisten verkleinert werden. Wir erhalten daher unsere neuen
Parameter 0 durch 6; = 6y — nVyL (0p). Wir verdndern also unsere Parameterwerte
im ersten Schritt um Af; = —nVyL (6p). Die Konstante n wird in diesem Kontext als
Lernrate bezeichnet und fixiert die Schrittgrofle. Im einfachsten Fall wird diese einfach
auf einen relativ kleinen Wert gesetzt. Es gibt jedoch auch Methoden, wie zum Beispiel
das Liniensuchverfahren, bei dem zunéchst unterschiedliche Werte getestet werden und
schlussendlich der im Sinne der Minimierung beste gew#hlt wird. Die Parameteranpas-
sung wird jetzt immer weiter fortgefiihrt, das heifit, im n-ten Schritt werden die neuen
Werte gemifl

Hn = anl - UVQL (anl) (2.9)

ermittelt. Dieses Verfahren konvergiert, wenn es konvergiert, schlussendlich gegen eine
Stelle lim,, o 6, = 00, fiir die VoL (f) = 0 gilt, da dies eine notwendige Bedingung
fiir ein lokales Extremum ist. Da man in der Praxis jedoch nicht unendlich viele Schritte
durchfithren kann, reicht es meist aus, bereits dann aufzuhoéren, wenn der Gradient der
Kostenfunktion fast null ist. In seltenen Fillen kann die Gleichung VoL (V) = 0 auch
direkt gelost werden, um einen kritischen Punkt zu finden. Hier erspart man sich die
Iterationen (vgl. [32], S. 80-84).

Nun ist jedoch noch die Frage offen, wie der Gradient der Kostenfunktion berechnet
werden kann. Dieser ist von den Parameterwerten 6 abhéngig, die aus den Gewichten
W,gls) und den Verzerrungen b,(:) bestehen. Auflerdem beruhen die Parameterwerte hinte-
rer Schichten auf jenen der vorderen, denn diese hiingen iiber teils mehrere Verkettungen
von Funktionen zusammen. Da ein tiefes Feedforward-Netz meist tausende und oft auch
mehr Parameter aufweist, ergibt sich hierbei ein immenser Rechenaufwand. Zur Lésung
dieses Problems wurde das Verfahren der Backpropagation, siehe Kapitel entwi-
ckelt. Bevor wir uns der Methode widmen, folgen jedoch noch ein paar Informationen
zu einer heute sehr hiufig eingesetzten Form des Gradientenabstiegsverfahrens, dem
stochastischen Gradientenabstiegsverfahren.

Das stochastische Gradientenabstiegsverfahren

Eine Grundvoraussetzung fiir einen erfolgreichen Trainingsprozess ist das Vorhandensein
von Trainingsdaten. Im Falle eines Klassifikationsproblems wéren diese beispielsweise
Bilder mit ihrer zugehorigen Klasse. Als Inputs erhilt das Netz dementsprechend die
Pixelwerte, wodurch ein Eingabevektor schnell iiber 1000 Eintréige enthalten kann. Hat
man nun viele Trainingsdaten, so bringt eine Berechnung der zugehorigen Outputs, sowie
ein darauffolgender Optimierungsschritt, einen hohen Rechen- und in Folge auch zeit-

28
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lichen Aufwand mit sich. Techniken, die den gesamten Trainingsdatensatz verwenden,
werden als Batch-, manchmal auch deterministische, Gradientenverfahren bezeichnet. In
der Praxis ist es jedoch oft einfacher nicht alle zur Verfiigung stehenden Daten in den
Trainingsprozess einzubeziehen. Beim stochastischen Gradientenverfahren (SDG) wird
ein einziger zufillig ausgewahlter Trainingsdatenpunkt verwendet. Das heifft, zunéchst
wird dessen Output berechnet, dann die Kostenfunktion ausgewertet und anhand des
Ergebnisses erfolgt die Parameteranpassung mittels Gradientenabstiegsverfahren. Da-
nach werden dieselben Schritte mit einem néchsten, ebenfalls per Zufall gew&hlten Bei-
spiel durchgefiihrt und immer so weiter. Da stets nur ein Trainingspaar verwendet wird,
kommt es klarerweise zu einer Fluktuation der Kostenfunktionswerte und der Fehler
nimmt dementsprechend auch manchmal zu. Nach ausreichend vielen Schritten erreicht
man bei dieser Methode jedoch ebenfalls ein lokales Minimum der Kostenfunktion, be-
ziehungsweise eine diesem sehr nahe Stelle (vgl. [12], S. 422). Héufig wird auch ein
Mittelweg gewdhlt, bei dem gleich ein paar zufillige Trainingsbeispiele, das heifit mehr
als ein Datenpunkt aber wiederum nicht alle Trainingsdaten, pro Optimierungsschritt
verwendet werden. Diese Methode wird Mini-Batch-Gradientenverfahren genannt und
ist heutzutage in den meisten Fillen insbesondere bei besonders groflien Trainingsda-
tensdtzen das bevorzugte Verfahren fiir den Lernprozess in tiefen Feedforward-Netzen
(vgl. [9], S. 442).

2.2.2 Das Verfahren der Backpropagation

Der Informationsfluss eines Feedforward-Netzes geht stets nur in eine Richtung vor sich.
Das Netz bekommt Inputs x und berechnet iiber die verdeckten Schichten die zugehorigen
Ausgaben § = }’(x, ). Da die gewiinschten Outputs y wéhrend des Trainingsprozesses
bekannt sind, soll nun der gemachte Fehler iiber die Kostenfunktion L () eruiert wer-
den. Das Verfahren der Backpropagation hilft nun, die erhaltenen Information iiber die
Kostenfunktion rickwdrts, also entgegen der Arbeitsrichtung, durch das gesamte Netz
zu transportieren, um dabei den Gradienten der Funktion zu berechnen. Er wird also
rekursiv ermittelt und bildet, wie wir bereits wissen, dann die Grundlage des Gradien-
tenabstiegsverfahrens zur Anpassung der Gewichte und in Folge der Fehlerminimierung.
Der Vorteil des Backpropagationsverfahrens liegt in dessen Einfachheit sowie im geringen
Rechenaufwand, den es mit sich bringt. Dies ist insbesondere bei Netzen mit sehr vielen
Neuronen von grolem Nutzen. Oftmals wird mit Backpropagation félschlicherweise der
gesamte Lernalgorithmus, also inklusive des Gradientenabstiegsverfahrens, bezeichnet.
In Wahrheit ist die Backpropagation aber ausschlielich eine Methode zur Berechnung
des Gradienten einer gegebenen differenzierbaren Funktion, die auch nicht zwingend
etwas mit kiinstlichen Netzen zu tun haben muss.

Mathematisch betrachtet ist die Grundlage des Backpropagation-Algorithmus die Ket-
tenregel der Differentialrechnung fiir Funktionen in mehreren Variablen. Diese kommt
zum Einsatz, wenn die Ableitung einer Verkettung von Funktionen gefunden werden soll.
Wie wir bereits gesehen haben, kommen Berechnungen in tiefen neuronalen Netzen eben-
falls durch eine Verkettung mehrerer Funktionen zustande, wobei auch die beim Gradi-
entenverfahren anzupassenden Parameter 6 involviert sind. Dementsprechend muss auch
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2 Neuronale Feedforward-Netze

der Gradient der Kostenfunktion VoL (#) mit Hilfe der Kettenregel ermittelt werden. Da
0 alle Parameter des Feedforward-Netzes enthélt, kann man den Gradienten demnach
iiber alle partiellen Ableitungen nach den Gewichten und Verzerrungen berechnen. Das
bedeutet, wir miissen

oL oL oL oL oL oL
W o oW b o o

(2.10)

fiir eine konkrete Stelle 6 = (W(l), SRR TAC N CO N (A CON b(S)) finden. Hier wird nun
deutlich klarer, was fiir ein Aufwand notig wire, den Gradienten entsprechend obiger
Reihenfolge mittels Kettenregel zu berechnen. Denn einerseits gibt es unzéhlige Parame-
ter und dementsprechend auch viele Ableitungen, andererseits werden fiir die Ableitun-
gen nach den Parametern der fritheren Schichten Rechnungen benétigt, die wiederum in
spéateren auch nochmals vorkommen. Mit Hilfe der Backpropagation werden genau diese
Mehrfachberechnungen vermieden.

Der Gradient unserer Kostenfunktion ldsst sich bei vorgegeben Inputs z iiber die
Kettenregel

9 . IL
k

berechnen, wobei bei der letzten Formel, aufgrund der besseren Ubersichtlichkeit, die
Abhéngigkeiten in der Notation weggelassen wurden. Es ergibt sich somit fiir die Ge-

wichte sowie die Verzerrungen fir s =1,...,S:
( Z oL 8yk (2.12)
awpg O, oWy
( Z oL 8yk (2.13)
by’ Ok o)

Der erste Faktor lidsst sich aufgrund der relativ einfachen Gestalt der Kostenfunktion
K (g,y) = %Hg} — y||? leicht unter Ausniitzung der Linearit:it und Verwendung der Po-
tenzregel berechnen. Man erhélt somit:

oL
Yy,

= Uk — Yk- (2.14)

Schwieriger wird es nun bei den partiellen Ableitungen nach den einzelnen Parametern.
In Gleichung konnte man sehen, dass die Parameter teils duflerst verschachtelt
sind. Somit beeinflusst das Gewicht eines frithen Neurons auch die Berechnungen aller
nachfolgenden Neuronen und infolge dessen auch den Fehler, den diese machen.

Gehen wir dazu einmal von der letzten Schicht S aus. Hier ist, aufgrund der Ketten-
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regel,
;Z’é) abz&f (o) = abz&f ((wumn) +57)
—f ((W(s)u<s,1>>k i b,<§>) - zj(,s) ((W(S)U(Sfl)>k n b,(f)) o5

i (S o 58 _ 0 wenn p # k
/ (v’“ ) 8()1(93) k {f’ (vfﬁ) wenn p = k.

Mit Hilfe des Kronecker-Deltas liasst sich obiges Ergebnis auch kiirzer schreiben:

Y s
b = by (v,g )) . (2.16)
b

Somit kénnen wir nun in Gleichung (2.13) einsetzen und erhalten fiir die partielle Ab-
leitung der Kostenfunktion nach der Verzerrung
L
(W)=r(). e

oL oL 8yk
S RDI R
Nun fehlt uns noch die Ableitung der Aktivierungsfunktion. Diese ist in der Regel leicht

Yy, ab

berechnet, fiir Details sieche Kapitel und muss nun also an der Stelle UI(QS) ausgewer-
tet werden. Der Wert der Stelle ist bereits bekannt, da dieser im Zuge der sogenannten
Forward-Propagation zur Berechnung des Outputs ¢ zu einem gegebenen Input x bereits
ermittelt wurde. Somit steht UI(,S) zur Verfiigung und die Auswertung f’ (v;,()S)) ist leicht
durchfiihrbar.

Betrachten wir nun die partiellen Ableitungen nach den Gewichten der letzten Schicht.

Aufgrund der Kettenregel gilt

Iy, 9 (5) (5), (5D | 4(5)
= flo f W + by,
ows)  owy) (+47) = awp? Z .

=7 <UI(€S)> S) ZW (S) (5 D4 (2.18)
= Oppf’ (vk ) ugsfl).

Setzt man dies in Gleichung ([2.12)) ein, so folgt

oL 9y oL _
S O () = B ()0 o

S)
Wéq

Und auch hier ist der erste Teil unseres Ergebnisses bereits berechnet, ndmlich durch
Gleichung (2.17). Der Wert des letzten Faktors ist ebenso schon vorhanden, da dieser
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im Zuge der Forward-Propagation zur Ausgabenberechnung ermittelt wurde. Folglich
konnen wir die partielle Ableitung der Kostenfunktion nach den Gewichten der letzten
Schicht einfach durch

(2.20)
WS o

berechnen. Dieselben Uberlegungen lassen sich auch auf die frithere Schicht S — 1 an-
wenden. Es ist

__2 (Z WP (WD) 445D 44 >)
l

=1 () o (Z WL (WD) ) + bﬁ)
P !
) s _ 9 1), (S- (5-1)
_ 7 (Uk ) ;Wkl (%éS—l)f ((W(S Dy, (8 2)>l + 0, ) 2.21)
0 _
1 () s ()
l P
_ 0
() S (o) 5
P
=7 () oW (o70)
l
_ 7 (U]is)) W]S)f/ <U§s_1))
Damit kénnen wir nun die zugehorige Komponente des Gradienten berechnen:
oL €13 oL 0y, OL (S) (S) .
ab(s 1) Z Tl 8b Skl - - @f/ (”k >Wkp f (Uzgs 1)) -

(2H) OL - (S) o1 (. (5—1)
Bl Zabw)W‘“’ 7 (v
k k
Nun gilt es, die partiellen Ableitungen nach den Gewichten der vorletzten Schicht zu
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finden. Diese lassen sich wie folgt berechnen:

O _ 0 ()
aWéffk e 8W(S_1)f ()
()

- (vff))ZWéf)— (zw“ )
=7 () () 5 Dmas-”uﬁs-”
ACOPL A Cla L

—f ( )W(S)f (}(35—1)) u((}s-2)'

Anhand dessen erhalten wir nun fiir den Eintrag des Gradienten der Kostenfunktion:
0L @I~ 9L _ Oy OL 1 ( (S 7 S) 7 (5D (52
- — (v f 8= ,,(5-2)

oW, w1 Z Ok oW w1 — Oy ( k ) kp ( p ) q

222) 8L u(5=2)
ab}(DS—l) q

QF
Wkl

(2.24)

Auch hier kommt es wieder nach ein paar Umformungen zu einem sehr simplen Aus-
druck, fiir den ausschliefilich bereits berechnete Werte benétigt werden. Und genau dar-
in steckt die Kraft der Backpropagation: Wenn man die Berechnung des Gradienten in
,Riickrichtung® durch schrittweises Arbeiten von hinten nach vorne angeht, so sind alle
benotigten Werte aufgrund vorangegangener Rechenschritte bereits im Netz vorhanden.

Die Formeln zur Berechnung der Gradientenkomponenten nach den Parametern der
fritheren Schichten ergeben sich in analoger Weise zu den bisherigen. Somit kénnen die
partiellen Ableitungen der nichstfolgenden Schicht durch

Oy _ /< )ZWkl ( )) Wl; D g <v](25—2)>

b5

oL oL 51)
a2t ()

GI/I?ZJ; 2~ ( ) Z Wkl f ( )> Wl(ps—l)f/ (,UZ()S—Q)) u((ls_g)
oL oL (5—3)

= U
owis? gl

berechnet werden (vgl. [22], S. 10-16). Bei genauerer Betrachtung ldsst sich ein gewis-
ses Muster erkennen, wie die einzelnen Ableitungen aufgebaut sind. Es handelt sich um
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2 Neuronale Feedforward-Netze

lauter Rekursionen, die sich dementsprechend ein wenig kompakter notieren lassen. Wir
konnen also zusammenfassend eine allgemeine Formel fiir die Gradientenberechnung auf-

stellen. Dabei lassen sich die Komponenten der letzten Schicht, also der Ausgabeschicht,
durch

oL oL
= = () 2.25
2 () 02

oL OL (g

— uq

= (2.26)
owsy) by

berechnen. Die partiellen Ableitungen nach den Parametern der darauffolgenden ver-
deckten Schichten, s =S5 —1,...,1, erhalten wir durch:

oL oL (s41) o1 (. (s)

T WD 7 (s (2.27)
(%;s) Zk: BbSH) kp ( p )

L O

oWy o

(2.28)

Mit Hilfe obiger Formeln lassen sich also alle Komponenten des Gradienten der Kosten-
funktion VyL berechnen. Dieser wird nun, wie bereits in Kapitel beschrieben, in
weiterer Folge zur Anpassung der Gewichte mittels (stochastischen) Gradientenabstiegs-
verfahrens geniitzt (vgl. [78], Kap. 2). Dieses wird nédmlich direkt nach der Berechnung
der jeweiligen partiellen Ableitungen innerhalb einer Schicht durchgefiihrt. Die Anpas-
sung der Gewichte und Verzerrungen einer Schicht s lauft entsprechend der Formel
ab, das heifit, diese erfolgt fiir den t-ten Schritt des Gradientenverfahrens geméf (vgl.
[36], S. 142)

, ) oL
bl (1) = b$) (¢ D=0
oy (¢ — 1) 2.29)
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5L (2.30)
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Wird das Batch-Gradientenabstiegsverfahren zur Parameteranpassung verwendet, so
wird zunéchst der vollstiandige Gradient jedes Trainingsbeispiels mittels Backpropaga-
tion berechnet und im Anschluss das arithmetische Mittel gebildet. Erst dann kann die
Anderung der Parameterwerte durch das Gradientenverfahren mit Hilfe des erhaltenen
arithmetischen Mittels der Gradienten erfolgen (vgl. [32], S.209).
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3 Das universelle Approximationstheorem fur
Feedforward-Netze

Feedforward-Netze werden in den verschiedensten Bereichen, wie beispielsweise der Klas-
sifikation oder auch der Spracherkennung, eingesetzt. Fiir eine erfolgreiche Anwendung
ist stets ein zuvor stattfindendes Training nétig, das dazu verhilft die Parameter des Netz-
werks geeignet anzupassen. Nach erfolgreicher Adaption ist das Netz im Stande eine pro-
blemspezifische Zielfunktion bestmoglich zu approximieren. Dabei stellt sich allerdings
die grundlegende Frage, welche Funktionen durch neuronale Feedforward-Netze in der
Theorie iiberhaupt dargestellt werden konnen. Das universelle Approximationstheorem
liefert die Antwort auf genau diese Frage. Es gibt mehrere Versionen dieses Theorems,
wobei manche fiir beliebig weite Netze mit einer fixen Tiefe, also einer bestimmten An-
zahl an Schichten, und andere fiir Netze beliebiger Tiefe, jedoch mit festgelegter Weite,
genauer gesagt Neuronenzahl pro Schicht, formuliert wurden. Die berithmteste Version
ist jene fiir Netzwerke mit einer Zwischenschicht, also einer fixen Tiefe, die jedoch kei-
ne Neuronenzahl vorgegeben haben, also eine beliebige Weite aufweisen. Diese Version
besagt, dass ein solches Feedforward-Netz mit einer nicht-polynomialen Aktivierungs-
funktion zumindest jede stetige Funktion beliebig gut approximieren kann.

3.1 Das universelle Approximationstheorem fir Feedforward-Netze
mit einer Zwischenschicht

Historisch betrachtet geht die Entdeckung der universellen Approximationseigenschaft
unter anderem auf Funahashi ([27]), Cybenko ([16]) sowie Hornik, Stinchcomb und Whi-
te ([48]) zuriick, die alle unabhéngig voneinander im Jahr 1989 Beweise veroffentlichten,
dass Feedforward-Netze mit einer verdeckten Schicht und der sigmoidalen Aktivierungs-
funktion jede stetige Funktion anndhern kénnen. Dieses Ergebnis wurde in den darauf-
folgenden Jahren immer wieder erweitert. Hornik zeigte, dass diese Eigenschaft nicht
nur auf Sigmoidfunktionen beschrinkt ist, sondern auch eine Vielzahl anderer Aktivie-
rungsfunktionen zu denselben Ergebnissen fithren. Hierbei sind die Bedingungen an die
Funktion lediglich, dass diese stetig und beschriankt sein muss, sowie dass sie nichtkon-
stant sein muss. Daraus ergibt sich die Schlussfolgerung, dass der entscheidende Punkt
fiir eine erfolgreiche Funktionsapproximation die Struktur der Feedforward-Netze zu sein
scheint (vgl. [51], S. 253-254). Leshno et al. konnten eine noch allgemeinere Bedingung
fiir die Aktivierungsfunktion fiir eine erfolgreiche Approximation finden: Sie muss nicht-
polynomial sowie lokal beschrinkt sein (vgl. [62], S. 863).

Im Folgenden wird die Version des universellen Approximationstheorems von Allan
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3 Das universelle Approximationstheorem fiir Feedforward-Netze

Pinkus ([84]), die durch Leshno et al. inspiriert wurde, présentiert, da diese eine grofle
Klasse an in Feedforward-Netzen eingesetzten Aktivierungsfunktionen einschliefit. Da-
bei gehen wir von einem Netz mit einer Zwischenschicht, bestehend aus k Neuronen,
mit der Aktivierungsfunktion o aus. Zur Vereinfachung besitzt die Outputschicht weder
eine Aktivierungsfunktion noch Verzerrungen. Mit Hilfe dieses Netzes soll eine stetige
multivariate Funktion f : R™ — R™ approximiert werden. Dementsprechend gilt fiir den
Input x € R™. Da der Outputvektor komponentenweise berechnet wird, kann man diese
Zuordnung auch auf m Funktionen mit eindimensionalen Funktionswerten, entsprechend
fi:R" = Rl =1,...,m, aufsplitten. Daher wird im kommenden Theorem und dessen
Beweis zur Vereinfachung ein Netz mit einem eindimensionalen Outputvektor y € R
betrachtet. Dieser ergibt sich durch

k n
y=vy(x) = Zcm Zwij%‘ +bi |, (3.1)
i=1 j=1

wobei w;; € R das Gewicht zwischen des j-ten Eingabeneurons und des i-ten Neurons der
Zwischenschicht ist, b; € R die Verzerrung dieses Neurons darstellt und ¢; fiir das Gewicht
zwischen dem Neuron 7 und der Ausgabeeinheit steht. In Vektorschreibweise lésst sich
obige Berechnung kompakter, mit dem Eingabevektor z € R™ und dem Gewichtsvektor
w; € R™ des i-ten Zwischenschichtneurons, notieren:

k
y = ZCiU (w; -z + b)), (3.2)
i=1

wobei w;-x das Standardskalarprodukt bezeichnet und o komponentenweise auf Vektoren
wirkt. Sei F' die Menge aller durch obiges Feedforward-Netz darstellbaren Funktionen,
also F = {fy | 0 € ©}. Dabei steht © fiir den Raum aller moglichen Netzwerkparame-
ter, sprich in diesem Fall die Anzahl k& an Zwischenschichtneuronen, die Gewichte w,
die Verzerrungen b und alle erlaubten Aktivierungsfunktionen o, und 6 = (k,w,b,0)
reprasentiert ein fixes Quadrupel aus diesem Raum. Die Idee ist nun zu zeigen, dass
die Menge F der durch das Netz darstellbaren Funktionen jede stetige reelle Funktion
f € C(R™) approximieren kann. Dafiir muss fiir den betrachteten Raum eine Topologie
oder Metrik vorgegeben sein, durch die definiert werden kann, wann eine Funktion ,na-
he* bei einer anderen liegt. Ausgehend davon kann dann festgelegt werden, wann eine
Menge von Funktionen dicht in einer anderen Funktionenmenge liegt. Die detaillierten
Definitionen sind im Anhang[5.1]nachlesbar. Fiir unseren Fall wollen wir nun zeigen, dass
die Menge F beziiglich der Topologie der gleichméfligen Konvergenz dicht in der Menge
aller stetigen reellen Funktionen C' (R™) liegt. Denn dies bedeutet, dass es zu jeder steti-
gen Funktion f € C'(R™) und jeder kompakten, also beschrinkten und abgeschlossenen,
Teilmenge K C R"™ eine Funktion g € F gibt, die f beliebig genau approximiert (vgl.
[62], S. 861-863). Es gilt dann also fiir jede kompakte Teilmenge K C R", dass

VfeC(R") V&>0§Ig€]—':m€al><<]f($)—g(x)|<€. (3.3)
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3.1 Das universelle Approximationstheorem fiir Feedforward-Netze mit einer Zwischenschicht

Da die Gewichte, Verzerrungen und Neuronenzahl in der Zwischenschicht passend aus
den reellen beziehungsweise letztere aus den natiirlichen Zahlen gewéhlt werden kénnen,
bleibt die Frage, welche Bedingungen fiir die Aktivierungsfunktion noétig sind, sodass
die Dichteeigenschaft in C (R"™) erfiillt ist (vgl. [84], S. 151). Diese wird nun durch
das folgende universelle Approximationstheorem nach Allan Pinkus beantwortet. Darin
steht die Menge M (o,n) fiir die Menge aller Funktionen, die durch ein Feedforward-
Netz mit der Aktivierungsfunktion o, einer n-dimensionalen Eingabeschicht sowie ei-
ner Zwischenschicht dargestellt werden konnen. Sie enthélt also alle endlichen Linear-
kombinationen Ele cio (w; - x +b;), k € N. Die Menge aller endlichen Linearkombi-
nationen einer Teilmenge A = {ai,...a,} eines K-Vektorraums V wird in der Mathe-
matik als lineare Hiille, manchmal auch Span oder FErzeugnis, bezeichnet und durch
span (A) = (A) = {Zle ciai | ¢ €K a; € Ak € N} notiert. Die im Satz betrachtete

Menge M (o, n) der durch das Netz darstellbaren Funktionen ist also nichts anderes als

k
M (o,n) = {Zcia(wi-m+bi)\cie]R{,weR”,be]R,kzeN}
=1
=span{o(w-z+b) |weR" beR}.

Sehen wir uns nun an, welche Bedingungen die Aktivierungsfunktion o erfiillen muss,
sodass eine beliebige stetige reelle Funktion f : R® — R mit Hilfe einer Funktion aus
M (o,n) approximiert werden kann.

Satz 3.1 (Das universelle Approximationstheorem nach Pinkus). Sein € N und
o € C(R). Betrachte nun die Menge

M (o,n) :=span{o (w-z+b) | weR" beR}. (3.4)

Dann liegt M (o,n) genau dann dicht in C (R™), in der Topologie der gleichmdjSigen
Konvergenz auf kompakten Teilmengen, wenn o keine Polynomfunktion ist.

Der folgende Beweis des universellen Approximationssatzes orientiert sich an jenem
von Pinkus ([84], S. 153-162). In diesem werden sogenannte Ridge-Funktionen verwendet,
die wie folgt definiert sind:

Definition 3.2 (Ridge-Funktion). Eine Ridge-Funktion ist eine Funktion der Form
G:R” >R,

G(z) =g(a-x)=g(amz1+asxs+ -+ an¥n), (3.5)
wobei g : R — R eine Funktion und a € R™ ist (vgl. [84], S. 154).

Ridge-Funktionen spielen beispielsweise bei hyperbolischen partiellen Differentialglei-
chungen sowie in der Statistik eine wichtige Rolle, ebenso bei neuronalen Netzen. Denn in
jedem Feedforward-Netzwerk mit der Aktivierungsfunktion o treten Funktionen entspre-
chend der Gestalt o (w - 2 + b) auf. Diese sind bei genauerer Betrachtung fiir beliebige o,
w und b Ridge-Funktionen. Ridge-Funktionen haben einige interessante Eigenschaften,
unter anderem, dass sie dicht in C' (R) liegen (fiir Details siehe Satz[5.7)). Diese Tatsache
wird auch in dem nun folgenden Beweis des Theorems verwendet.
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Beweis von Satz[3.1. Der Beweis des universellen Approximationstheorems erfolgt in
mehreren Schritten, die jeweils aus einem Lemma und dessen Beweis bestehen.

38

1. Schritt: Ist o eine Polynomfunktion, dann liegt M (¢, n) nicht dicht in C' (R") .

Beweis. Nehmen wir an, dass die Funktion ¢ ein Polynom r-ten Grades ist. Dann
muss auch o (w-x +b), mit w € R™" b € R, ein Polynom mit einem Grad von
maximal r sein. Daraus folgt wiederum, dass auch jede Linearkombination dieser
Funktionen erneut eine Polynomfunktion maximal r-ten Grades ist. Das heif}t,
M (o,n) enthélt ausschlieBlich Funktionen diesen Typs. Dementsprechend liegt
die Menge sicher nicht dicht in C'(R") und die Moglichkeit zur Approximation
aller stetiger Funktionen ist folglich nicht gegeben. O

Somit ist bewiesen, dass die Bedingung, dass ¢ keine Polynomfunktion ist, not-
wendig dafiir ist, dass M (o,n) dicht in C (K) liegt. Es bleibt zu zeigen, dass sie
auch hinreichend ist. Dieser Beweis wird in mehreren Schritten gefithrt und dabei
ein wenig ,,von vorne nach hinten®“ aufgerollt.

. Schritt: Wenn M (o, 1) dicht in C (R) liegt, dann folgt daraus, dass M (o, n) dicht

in C' (R") ist.

Beweis. Sei K C R™ eine kompakte Teilmenge und f € C (K). Weiters sei R =
span{g (a-z)| g € C(R),a € R"}. Nach Satz|5.7|ist diese Menge dicht in C (R")
und dementsprechend auch in C (K). Somit gibt es fiir jedes ¢ > 0 Funktionen
gi : R — R und Vektoren a; € R™, i =1,...k, sodass

Ve e K (3.6)

| ™

gilt. Betrachten wir nun fiir jedes i die Menge {a; -z | x € K} C R. Da die Men-
ge K kompakt ist, muss es ein abgeschlossenes Intervall [o;, 5;] geben, sodass
{ai cx|x e K} C [ay, Bi], fur i = 1,...,k, ist. Nun liegt aufgrund unserer An-
nahme M (0,1) fir alle i = 1,...,k dicht in C (Joy, 5;]). Es muss also Konstanten

cij, wij,bij €R, j=1,...,m;, geben, sodass fiir allei =1,...,k
gi (.1‘) — z:lcijU (wij:): + bij) < ﬂ Vo € [Oéi, ﬁz] (3.7)
J:

ist. Und daher gilt nun aufgrund der beiden Ungleichungen sowie der Dreiecksun-
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gleichung, dass

k k mg
f(x)— Zgi (a; - x) + Z gi (a; - x) — Zcijo' (wija; - © + bij)
i=1 i=1 j=1
k k koomy
= f(x) — Zgi(ai .’E) —|—Zgi (ai £L‘) — ZZCUO’(U)UCM ZE—I—bl])
=1 i=1 i=1 j=1
b € €
= f(a:)—;;cija(wijai-x—i-bij) <§+kﬁ:€ Vo € K.
Also liegt M (o, n) dicht in C (R™). O

Da wir soeben gesehen haben, dass aus der Dichtheit fiir n = 1 die Dichtheit
fiir ein beliebiges n € N folgt, kénnen wir uns in den kommenden Schritten von
nun an auf den eindimensionalen Fall beschréinken. Es bleibt also zu zeigen, dass
M (o,1) dicht in C (R) liegt. Dafiir betrachten wir zunéchst den Fall, dass die
Aktivierungsfunktion o glatt ist.

3. Schritt: Sei 0 € C* (R) mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass o keine Polynom-
funktion ist. Dann ist M (o, 1) dicht in C (R).

Beweis. Aufgrund der Tatsache, dass o unendlich oft stetig differenzierbar und
keine Polynomfunktion ist, muss es eine Stelle by € R geben (siche Satz an
der weder die Funktion selbst noch eine ihrer Ableitungen verschwindet. Fiir diese
Stelle gilt also o®) (bg) # 0, Vk € Ng. Nun ist ¢ € C* (R) und die Linearkombi-
nation

o((w+h)z+by) — o (wx+ by)

e M(o,1), Yw € Rund h # 0.

h
Aufgrund dessen muss
iU(wac—i—bg) :1ima((w+h>x+bo)—a(wx+bo)
dw w=0 10 h _—
=" 0'/ (b())

ein Element der abgeschlossenen Hiille von M (o, 1), also von M (o, 1), sein. Ebenso
muss wegen derselben Folgerungen dementsprechend fiir jedes k € N

k

7]&’0— (U}x + b())

T =28 . o) (by) € M(0,1)

w=0

gelten. Nun ist laut Annahme o*) (by) # 0 fiir alle k& € Ny und so enthélt die Menge
M (o,1) alle Monome und auch alle Linearkombinationen dieser. Dies bedeutet,
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dass auch alle Polynome Elemente der Menge M (o, 1) sein miissen. Nach dem
Approximationssatz von Weierstrafl (siehe Satz folgt, dass fiir jede kompakte
Teilmenge K C R gilt:

C(K)C M{(o,1).
Und somit ist M (o, 1) dicht in C (R). O
Fiir glatte Aktivierungsfunktionen gilt also die Dichteeigenschaft. Im Folgenden

lockern wir unsere Bedingungen fiir ¢ und verlangen nurmehr, dass die Funktion
stetig sein muss.

. Schritt: Sei o € C' (R), unter der Voraussetzung, dass o keine Polynomfunktion ist.

Dann liegt M (0, 1) dicht in C (R).

Beweis. Es sei ¢ eine auf ganz R glatte Funktion mit kompaktem Triger, also
¢ € CX(R). (Fir Details sieche Defintion [5.10}) Wir betrachten nun fiir jedes
¢ € C° (R) dessen Faltung mit der Aktivierungsfunktion o, also

o0
7o) = (059 @0) = [ ale-nol)d
—0o0
Diese konvergiert fiir alle t € R, aufgrund der Tatsache, dass ¢ und ¢ stetig sind
und ¢ einen kompakten Tréger hat, weshalb das Integral wohldefiniert ist. Des
Weiteren ist o4 € M (0,1), was sich leicht mit Hilfe einer Grenzwertbildung der
Riemann-Summen herleiten lasst. Aulerdem gilt aufgrund obiger Voraussetzungen,

dass 04 € C* (R) ist. Da fiir alle w,b € R

o0

oy (wr +b) = / o(wr+b—1t)¢p(t)dt (3.8)

—0o0

gilt, ist also M (0y,1) C M (o, 1). Aufgrund der Tatsache, dass o, € C*> (R) gilt,
konnen wir hier ebenfalls die Idee von Schritt 3 anwenden. Es ist also

k

— = 2"l (b) € M(04.1)

O¢ (wa; + b)

w=0

fiir alle b € R und k € Np.

An dieser Stelle nehmen wir nun an, dass M (o, 1) nicht dicht in C' (R) liegt, und
zeigen, dass dies auf einen Widerspruch fithren muss. Wenn jetzt also M (o, 1)
die Dichteeigenschaft nicht erfiillt, dann muss es mindestens ein k& € Ny geben,

fiir das #F ¢ M (o,1) gilt. Folglich muss auch z* ¢ M (oy4,1) fiir jede Funktion
¢ € CF(R) gelten, da M (04,1) € M (0o,1) ist. Dies impliziert, dass fiir dieses
k € Ny

k o0

ol (b)) =0 WheR,YoeCE(R) (3.9)
gilt. Das bedeutet, dass o4 fiir alle ¢ € CZ°(R) ein Polynom maximal (k — 1)-
ten Grades sein kann. Nun gibt es jedoch eine Folge von Funktionen (¢y),,cy mit
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¢n € CF(R), zum Beispiel Mollifier, fiir die die Folge (0y,) kompakt gegen o
konvergiert (siehe Satz . Da die Funktionen oy, fiir alle n € N Polynome vom
Grad maximal k — 1 sind, muss auch o diesem Funktionstypus angehoren. Dies ist
jedoch ein Widerspruch zu unserer Annahme, dass o kein Polynom ist. Es muss
also M (o, 1) dicht in C (R) liegen. O

O]

Somit sind Feedforward-Netze also universelle Approximatoren. Es sei hier noch zu
erwihnen, dass die alleinige Bedingung, dass ¢ keine Polynomfunktion sein darf, nicht
ausreichend ist. Es benttigt stets noch eine weitere Eigenschaft, durch die die Funktion
eine gewisse Glattheit bekommt (vgl. [84], S. 158). An dieser Stelle méchte ich auch noch
kurz auf die Wichtigkeit der Verzerrung eingehen, denn ohne diese wiire eine so breite
Approxmationsmoglichkeit nicht gegeben. Dies wird schnell klar, wenn wir uns dazu ein
kurzes Beispiel ansehen. Sei hierfiir die Aktivierungsfunktion o eine klassische Sinus-
funktion und wir nehmen an, wir arbeiten ohne eine Verzerrung b. Da die Sinusfunktion
eine ungerade Funktion ist, wiirde die Menge

span {sin (w - z) | w € R}

folglich ausschliellich ungerade Funktionen beinhalten. Aufgrund dieser Tatsache wire
es unmoglich die gerade Cosinusfunktion cos (z) darzustellen. Infolgedessen kann diese
Menge niemals dicht in C (R) liegen. Lisst man hingegen Verzerrungen zu, so ist dies
kein Problem, denn cos (z) =sin (z + %) (vgl. [62], S. 863).

Des Weiteren darf man aufgrund obiger Tatsache nicht einfach schlussfolgern, dass
es nur ein Feedforward-Netz braucht und schon lisst sich jedes Problem durch ein we-
nig Training 16sen. Denn das Theorem besagt ausschliellich, dass ein hinreichend grofles
Feedforward-Netz jede stetige Funktion mit beliebiger Genauigkeit darstellen kann, wenn
die Parameterwerte passend gesetzt sind. In der Realitdt gibt es jedoch einige Probleme,
die wahrend des Trainings auftreten kénnen. Zum einen kann es passieren, dass der Opti-
mierungsalgorithmus keine geeigneten Parameterwerte liefert, durch die die Zielfunktion
gut genug approximiert werden koénnte. Zum anderen kann eine falsche Funktion erhal-
ten werden, da beim Training das Problem der Uberanpassung ( Overfitting) auftritt (vgl.
[32], S. 195). Dabei ist zwar der Fehler zwischen der genéherten Funktion und der Trai-
ningsdaten besonders gering, jedoch kann es zu grofien Fehlern kommen, wenn dem Netz
unbekannte, neue Daten vorgelegt werden. Folglich ist der Fehler zwischen der Funktion
und moglichen Testdaten besonders grof}, da das Netzwerk ,,zu viele ¢ Eigenschaften aus
den Trainingsdaten gelernt hat, die teils gar nicht relevant sind (vgl. [32], S. 109-110). Die
beim Training auftretenden Probleme sowie mogliche Losungsanséitze werden in Kapitel
[3:2.5 noch einmal genauer betrachtet.

Wie bereits oben erwihnt, reicht die Bedingung, dass ¢ keine Polynomfunktion sein
darf, fiir eine erfolgreiche Approximation nicht aus, weshalb zusétzlich die Stetigkeit
der Aktivierungsfunktion verlangt wurde. Die folgende Erweiterung von Satz besagt
nun, dass auch Netze mit einer unstetigen nicht-polynomialen Aktivierungsfunktion o die
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Approximationseigenschaft erfiillen, wenn o dafiir Riemann-integrierbar und beschriankt
ist (vgl. [84], S. 158). Diese Eigenschaft ist gleichbedeutend damit, dass die Funktion o
beschriankt sowie fast iiberall stetig ist. Die zweite Eigenschaft bedeutet, dass die Menge
der Unstetigkeitsstellen von o eine Nullmenge, also eine Menge mit Lebesgue-Maf§ null,
ist (vgl. [98], S. 312).

Satz 3.3 (Das universelle Approximationstheorem nach Pinkus 2). Sei n €
N und 0 : R — R beschrankt und auf jedem endlichen Intervall I C R Riemann-
integrierbar. Betrachte nun die Menge

M (o,n) :=span{o(w-z+0b) | w e R", b e R}. (3.10)

Dann liegt M (o,n) genau dann dicht in C (R™), in der Topologie der gleichmif$igen
Konvergenz auf kompakten Teilmengen, wenn o keine Polynomfunktion ist.

Beweis von Satz[3.3. Die Schritte 1 bis 4 des Beweises von Satz [3.1] gelten nach wie vor
und bilden hier den Anfang des Beweises. Es bendtigt jedoch noch einen weiteren, finalen
Schritt, in dem die Bedingungen fiir o ein letztes Mal gelockert werden.

5. Schritt: Sei o : R — R beschrankt, auf jedem endlichen Intervall Riemann-integrierbar

sowie (fast iiberall) keine Polynomfunktion. Dann liegt M (o, 1) dicht in C' (R).

Beweis. Es sei, wie in Schritt 4, ¢ € C2° (R) und wir nehmen 0.B.d.A. an, dass der
kompakte Tréger von ¢ im symmetrischen Intervall [—a, a] liegt. Dieses zerlegen
wir nun in m Teilintervalle. Dazu legen wir fest, dass

9
yi:—a—l—ﬂ fuiri=0,...,m
m

sowie

A; = [yi—1,y] und
Ayz:yz_ylfl fﬁrizl,---amv

ist. Fiir jedes m € N gilt nun, dass

o(x—yi)é(y)Ay; € M(o,1).

=1

Diese Summe konvergiert auf jeder kompakten Teilmenge K C R fiir m — oo
gleichméBig gegen o4. Um diese Behauptung zu zeigen, beginnen wir mit ein paar
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3.1 Das universelle Approximationstheorem fiir Feedforward-Netze mit einer Zwischenschicht

Umformungen:
oy () = > _o(r—yi) ¢ (yi) Ayi
=1
_ / o (x—y)d(y)dy— > o (x i) b () Ay
—a i=1
—> [ @ -n)o) - oo - )6l dy
=1 z
- Z/ lo(x—y) ¢ (y) =0 (z =) ¢ (y) + o (x — i) & (y) =0 (z — i) & (yi)]dy
i=1 YA =0
IS o) - -y o) dy
i=1 /WAZZ (3.11)
i ;/Aim—yﬁ) (6 () — 6 (u)] dy|

Da o auf K\ [—a, a] beschrinkt ist und ¢ auf [—«, ] stetig ist sowie einen kompak-
ten Triger in [—a, a] besitzt, was zur gleichméfiigen Stetigkeit fithrt, folgt daraus,
dass

3 [ oo - oldr=0 (3.12)

ist. Des Weiteren gilt

> [ lo-n-o-uwlowd

<l oo (e D [
=1

Nun ist o auf K \ [—«, ] Riemann-integrierbar, weshalb sich bei Grenzwertbildung

2a
— 1
SN AE)

sup o (z —y) — inf o(z —
sup (@—y) - inf o(@-y)

m

2a
li —y) — inf — — =0 3.14
Jim 37 | sup o o =) = inf oo —y)| (3.14)

i=1 |
ergibt. Aufgrund der Gleichungen (3.11]) bis (3.14]) gilt also

m

g (x) =Y o (x—ui) ¢ (i) Ayi| = 0.

i=1

lim
m—0o0

Da >, 0 (x —y;) ¢ (yi) Ay; € M (o,1) ist, folgt dementsprechend, dass o4 €
M (0,1) ist. AuBerdem gilt nach wie vor, dass

%(x):/oo oz —t)p(t)dt € C™ (R)

—00
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3 Das universelle Approximationstheorem fiir Feedforward-Netze

denn o ist nach den Voraussetzungen auf jedem endlichen Intervall Riemann-
integrierbar sowie beschriankt und es ist ¢ € C2° (R). Des Weiteren gilt fiir die
Folge (U¢n)nEN’ wobei ¢, zum Beispiel wieder Mollifier sind, und jede kompakte
Teilmenge K C R sowie p € [1,00), dass

nh_{glo o — G(anLp(K) = 0.
Jetzt konnen wir dieselbe Argumentation wie in Schritt 4 anwenden: Wére al-
so M (o,1) nicht dicht in C'(R), dann wiirde dadurch folgen, dass oy, fiir jedes
n € N eine Polynomfunktion maximal (k — 1)-ten Grades wére. Dies wiirde be-
deuten, dass auch o (fast tiberall) ein Polynom hochstens (k — 1)-ten Grades wire,
was wiederum einen Widerspruch zu unserer Annahme, dass ¢ kein Polynom sei,
darstellt. Somit muss also M (o, 1) dicht in C (R) liegen. O

O]

Betrachtet man obige Beweise genauer, so fillt auf, dass man theoretisch gar nicht die
gesamten reellen Zahlen benotigt um passende Parameter zu finden. Tatséchlich reicht
es fiir die Gewichte w aus, dass die Menge, aus denen diese stammen, eine Nullfolge
enthélt. Wenn nun weiters I ein beliebiges offenes Intervall ist und o auf genau diesem
Riemann-integrierbar ist, dann geniigt es, dass die Verzerrungen b aus diesem Intervall
stammen, um insgesamt die Dichtheit der Menge M (o, 1) zu garantieren. Das folgende
Korollar fasst diese Uberlegungen zusammen (vgl. [84], S. 156-160).

Korollar 3.4. Es sei W C R eine Menge, die eine Nullfolge enthdlt und I C R ein
beliebiges offenes Intervall. Weiters sei 0 : R — R eine beschrinkte Funktion, die auf I
Riemann-integrierbar und (fast iberall) keine Polynomfunktion ist. Dann ist die Menge

M (o,1) =span{o(w-z+b) |weW,be I}

dicht in C' (R).

3.2 Folgerungen und weiterfiihrende Betrachtungen

3.2.1 Graphische Veranschaulichung der Approximation durch ein
ReLU-Netzwerk

Da das universelle Approximationstheorem bisher nur in der Theorie betrachtet wurde,
wird nun eine sehr reduzierte graphische Darstellung einer Funktionsapproximation mit-
tels eines ReLLU-Netzes mit einer einzigen Zwischenschicht vorgestellt. Zur Vereinfachung
der Veranschaulichung wurde eine univariate Zielfunktion f gewéhlt. Konkret handelt
es sich in unserem Beispiel bei dieser um eine Polynomfunktion dritten Grades mit der
zugehorigen Gleichung f (z) = 23 + 22 — x + 1. Da der Beweis des universellen Approxi-
mationstheorems darauf beruht, dass die Menge aller Polynome im Abschluss der Menge
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3.2 Folgerungen und weiterfithrende Betrachtungen

aller durch ein seichtes Feedforward-Netz darstellbaren Funktionen liegt, schien eine Po-
lynomfunktion als Zielfunktion am geeignetsten. Denn durch anschliefende Anwendung
des Satzes von Weierstrafl, Satz folgt daraus die Approximation einer beliebigen
stetigen Funktion. Das kompakte Intervall, auf dem die Approximation stattfinden soll,
ist [—2,2].

Um nun eine hindische Annidherung mittels eines ReLLU-Netzes durchzufiihren, muss
zunéchst iiberlegt werden, wie sich eine Anderung der Parameter auf den Graphen der
durch ein solches Netz dargestellten Funktion auswirkt. Die Ausgabe des i-ten Neurons
der Zwischenschicht ist durch max (0, w;x + b;), w;,b; € R, i = 1,... N gegeben. Eine
Anderung der Verzerrung b; bringt nun eine Verschiebung des Graphen entlang der x-
Achse mit sich. Wenn w; > 0 ist, erfolgt die Verschiebung fiir Ab; > 0 nach links und
fiir Ab; < 0 nach rechts. Ist w; < 0, so sind die Richtungen der Verschiebung genau
umgekehrt. Der ,Knick“ des Graphen wandert ebenfalls und befindet sich danach bei
x (b)) = _1%’ fiir w; # 0 konstant. Das Gewicht w; bestimmt die Steigung der Geraden
und auf welcher Seite des Knicks der inhomogen-lineare Abschnitt des Graphen liegt. Ist
w; > 0, so ist der Graph monoton steigend und der affine Abschnitt befindet sich auf der
rechten Seite des Knicks. Ist hingegen w; < 0, so ist die Funktion monoton fallend und
der streng monoton fallende Abschnitt befindet sich links vom Knick. Auch die Stelle
des Knicks selbst wandert und zwar entsprechend x (w;) = ;ﬁi, fiir b; konstant und
w; # 0. In Abbildung sind ein paar Beispiele fiir fixe Parameterwerte gegeben. Im
Falle eines ReLU-Netzes mit einer Zwischenschicht werden die Outputs der Neuronen
der verdeckten Schicht noch gewichtet bevor diese ausgegeben werden. Das Hinzufiigen
einer Gewichtung ¢;, i = 1,... N, zum Output wire graphisch betrachtet eine Streckung
(lei] > 1) oder Stauchung (0 < |¢;| < 1) in y-Richtung. Fiir ¢; < 0 findet zudem eine
Spiegelung entlang der z-Achse statt.

Da nun der Einfluss der Parameter auf die Funktion des ReLU-Netzwerks klar ist,
haben wir alle Informationen, die wir benétigen um die Zielfunktion f(z) = 2% +
22 — 2 + 1 anzunihern. Gehen wir dazu davon aus, dass wir sechs Neuronen in der
Zwischenschicht haben. Der Output unseres Netzes ist dementsprechend durch }(x) =
Z?Zl cio (w;x + b;) gegeben. Das Ziel ist nun passende Werte fiir ¢;, w; und b; zu finden,
um eine moglichst gute Approximation zu erreichen. Da wir uns bei sechs Neuronen in ei-
nem Aulerst kleinen Netzwerk befinden, kann man bereits durch Probieren relativ schnell
einigermaflen geeignete Gewichte und Verzerrungen finden. Brendan Fortuner versuchte
dies und berichtete dariiber in seinem Eintrag auf der Internetplattform Towards Data

Science. Eine erfolgreiche Anndherung von ihm ist in Abbildung zu sehen.

In der Realitéit, wo hochdimensionale Netze zum Einsatz kommen, erfolgt die Anpas-
sung, wie bereits in fritheren Kapitel erwahnt, selbstverstdndlich nicht manuell sondern
mittels Gradientenverfahren. Dabei werden die Parameter zunéchst auf Zufallswerte ge-
setzt. In manchen Fillen, wenn schon ein wenig Vorwissen vorhanden ist, werden die
Startparameterwerte auch oft schon zum Problem passend gewéhlt. Nach der Initialisie-
rung werden dem Netzwerk nun Trainingsdaten vorgesetzt und durch eine Berechnung
des Fehlers sowie einem anschlielenden Gradientenverfahren werden die Parameter durch
konkret berechnete Werte angepasst. Fortuner hat auch dies getestet, indem er einem

45
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&2
W

w=13

-
b=21

—

(a) Graph von o (z) = max (0,1,3z+2,1)  (b) Graph von o () = max (0,1,3z — 2,6)

mAX(0 max(0.Wictb)
w=-2 4 w=-2
-— . -

=23 s b="36

(¢) Graph von o () = max (0, -2z + 2, 3) (d) Graph von o (x) = max (0, -2z — 3,6)

Abbildung 3.1: Mogliche Outputs eines ReLLU-Neurons in der Zwischenschicht

ReLU-Netzwerk mit sechs Neuronen in der Zwischenschicht und beliebigen Startpara-
metern die Trainingsdaten {(—2, f (—2)), (-1, f(—=1)),...,(2, f(2))} vorsetzte. Zudem
legte er fest, dass das Training mittels stochastischem Gradientenverfahren erfolgen und
eine quadratische Fehlerfunktion minimiert werden sollte. Als Lernrate n wihlte er 0, 001.
Und tatséchlich konnte das Netzwerk nach einigen Schritten eine relativ gute Approxi-
mation erzielen. Das Ergebnis ist in Abbildung [3.3] dargestellt. Das Netzwerk hat dabei
die folgenden Parameterwerte berechnet:

W = (—1.5272, —1.0567, —0.2828, 1.0399, 0.1243, 2.2446) und
¢ = (—2.2466,1.0707, —1.0643, 1.8229, —0.4581, 2.9386) .

Den Verzerrungsvektor b hat Fortuner in seinem Eintrag leider nicht angegeben.

Es sei hier noch erwéhnt, dass die Giite des Resultats von der kompakten Teilmenge,
auf die man sich anfangs beschréankt, abhéingt. Wird ein Netz, wie oben, auf dem In-
tervall [—2, 2] trainiert, so ist die erhaltene Funktion nur auf diesem Bereich eine gute
Approximation. Folglich kann fiir Inputs, die auflerhalb des Intervalls liegen, ein vollig
unpassender Output erhalten werden. Will man, dass das Netz auf einem gréfleren oder
ganz anderen Bereich gut performt, so muss das neuronale Netzwerk noch einmal kom-
plett neu trainiert werden (vgl. [24]).
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1 no = Relu(—1.22 —
ng 1.2z + 1)
Ty = Relu(l.2zx — .2)
2..

7 0 II‘ 5L - .
/ ng(x) = Relu(bx — 5)
‘ \ | Z(x) = —ny(x) — ng(z) — ng(x)

/.‘l : / tna(x) + ns(z) + ne(x)

Abbildung 3.2: Manuelle Approximation der Zielfunktion (blau) mit Hilfe eines ReLU-
Netzwerks mit 6 Neuronen in der Zwischenschicht (rot) ([24])

Abbildung 3.3: Die Graphen der Zielfunktion (blau) und der durch das Training erhal-
tenen Funktion (orange) ([24])

3.2.2 Weitere Versionen des universellen Approximationstheorems
Das universelle Approximationstheorem fiir Ableitungen

Nachdem jede stetige Funktion mit Hilfe eines Feedforward-Netzes mit einer Zwischen-
schicht beliebig genau dargestellt werden kann, kommt unter anderem die Frage auf, ob
auch die Approximation von Ableitungen moglich ist. Und tatséichlich lautet die Ant-
wort, wie so oft unter gewissen Voraussetzungen, ja. Hornik und sein Team konnten
1990 beziehungsweise 1991 zeigen, dass fiir ein solches Netz mit einer m-mal stetig dif-
ferenzierbaren Aktivierungsfunktion, ¢ € C" (R), die nichtkonstant sowie beschrankt
ist, dicht in C™ (R™) liegt (vgl. [51], S. 253). Das Besondere daran ist, dass auch Ablei-
tungen von Funktionen, die im klassischen Sinne nicht differenzierbar sind, jedoch eine
schwache Ableitung besitzen, angendhert werden koénnen. Hierunter fillt beispielsweise
die Betragsfunktion (vgl. [49], S. 551).

47



3 Das universelle Approximationstheorem fiir Feedforward-Netze

Das in dieser Arbeit vorgestellte Theorem zur gleichzeitigen Approximation einer
Funktion und deren Ableitungen wurde 1996 von Xin Li formuliert und bewiesen ([63])
sowie in weiterer Folge 1999 von Allan Pinkus ([84]) etwas abgeéindert. Es besagt, dass
jede multivariate Funktion und all ihre existierenden stetigen m-ten partiellen Ableitun-
gen durch ein Feedforward-Netz mit einer Zwischenschicht beliebig genau approximiert
werden konnen, wenn die Aktivierungsfunktion gewisse Bedingungen erfiillt. Bevor die
konkrete Formulierung préisentiert wird, miissen jedoch noch ein paar Notationen fest-
gelegt werden.

Gegeben sei der Multiindex m = (mq,mg,...,my) € Nj. Fiir diesen wird definiert,

dass
n
|m| := Z m;
i=1
und
I<m:=;<m;, i=1,...,n,
wobei 1 = (I1,12,...,1,) € N ein weiterer Multiindex ist. Des Weiteren sei
m_ .m n
xM ="y

und somit definieren wir den Differentialoperator D™ wie folgt:

Hlm| Hlm|

D™ = = .
ox™  Qx"™---Oxp™

(3.15)

Angewandt auf eine differenzierbare Funktion f, ergibt D™ f die partiellen Ableitungen
|m|-ter Ordnung von f. Fiir eine Funktion f : R” — R gilt f € C™ (R"), genau dann,
wenn DXf € C(R) fiir alle k < m, k € NZ, ist, also wenn all ihre k-ten partiellen
Ableitungen existieren und diese stetig sind. Weiteres legen wir fest, dass

gmm” (R = () C™ (R™) (3.16)
j=1
ist, und fiir eine Zahl m € Ny ist
cm®RY = () O™ (RY) = {f | D¥f e O (R™) VK| < m} (3.17)
m|=m

Das folgende Theorem legt nun fest, welche Bedingungen erfiillt sein miissen, um eine
Funktion und ihre partiellen Ableitungen beliebig genau durch ein Feedforward-Netz
gleichzeitig zu approximieren (vgl. [84], S. 162-163).

Satz 3.5 (Das universelle Approximationstheorem fiir Ableitungen). Es seien
m’ eNj,j=1,...,r, und m = max{’mj’ |7 = 1,...,r}. Weiters sei o € C™ (R"),
wobei o keine Polynomfunktion ist. Betrachte nun die Menge

M (o) = span {0 (w - +b) | w € R",b € R}
Dann liegt die Menge M (o) dicht in C™ ™" (R™),
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Die Dichteeigenschaft der obigen Menge ist gleichbedeutend damit, dass es fiir jede
Funktion f € ™ --m’ (R™) und jede kompakte Teilmenge K C R™ eine Funktion
g € M (o) gibt, sodass fiir jedes € > 0

max |DXf (x) — D¥g (x)| <, (3.18)
zeK
fiir alle k € N mit k < m/ fiir ein j, j = 1,...,7, gilt. Im Folgenden wird eine

Beweisskizze des obigen Theorems gegeben, da der gesamte Beweis den Rahmen dieser
Arbeit sprengen wiirde.

Beweisskizze fiir Satz[3.5 Die Menge aller Polynome liegt dicht in der Menge cm'm’” (R™).
Ein Beweis dazu ist unter anderem im zugehérigen Paper von Li ([63], Proposition 4.2
und Korollar 4.3) sowie bei Ito ([50], Lemma 1) zu finden. Somit reicht es zu zeigen, dass
alle Polynomfunktionen durch das neuronale Netz, also durch die Elemente der Menge

M (o,n), approximiert werden konnen.

Betrachten wir nun eine beliebige Polynomfunktion A auf R". Dann kann diese fiir ein
gewisses s € N entsprechend

h(x) = pila;-x) (3.19)
1=1

geschrieben werden, wobei a; € R™ und p;, mit ¢ = 1,..., s, Polynome in einer Variablen
sind. Der Satz sowie der zugehorige Beweis sind im Anhang unter Satz zu finden.
Aufgrund dieser Tatsache lisst sich der Beweis auf den eindimensionalen Fall reduzieren.
Daher reicht es aus zu zeigen, dass jedes Polynom in einer Variablen auf jedem endlichen
Intervall [a, 8] durch

M (o,1) =span{o (w-z+0b) |w e R,b e R} (3.20)

beziiglich der Norm

_ (k)
1flem a8y = x| max ’f (33)‘
approximiert werden kann.
Da o0 € C™ (R) und keine Polynomfunktion ist, liegt die Menge M (O'(m), 1) dicht in
C (R). Dies beruht auf denselben Gedanken, die in Schritt 3 beziehungsweise Schritt 4
des Beweises von Satz [3.1] ausgefiihrt sind. Betrachten wir nun eine beliebige Funktion
f € C(R). Aufgrund der Dichteeigenschaft gibt es zu jedem £ > 0 ein g € M (0o, 1),
sodass gilt:
(m) _ <m>H <
Hf g Cm([a,B])

Angenommen, es lige nun jedes Polynom maximal (m — 1)-ten Grades in der abge-
schlossenen Hiille von M (o, 1) beziiglich der Norm ||+ {|cm (o g))- Sei p ein Polynom, fiir
das

PP )= -9 (), k=01,...m—1, (3.21)
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gilt. Nun gilt, aufgrund des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung sowie der
Stetigkeit, dass

£ () — (g +p)(k—1) (x)’ _ /x (1) = (g +p)(k) (t) dt‘

< (8=a) max |19 (1) = (g+ )™ (1)
t€la,f]

ist. Durch m-malige Integration ergibt sich, dass g + p die Funktion f beziiglich der
Norm [|- [[gmja,) beliebig genau approximiert. Es fehlt also noch zu zeigen, dass alle
Polynome maximal (m — 1)-ten Grades im Abschluss von M (o, 1) beziiglich der Norm
I | gm ([o,8)) €Dthalten sind. Wir miissen also beweisen, dass die Monome 1,z,..., gl

in M (o,1) liegen.

Da ¢ auf ganz R m-mal stetig differenzierbar und keine Polynomfunktion ist, kénnen wir
die Argumentation von Schritt 2 aus dem Beweis von Satz anwenden. Dementspre-
chend gibt es eine Stelle by fiir die gilt, dass ¢®) (by) # 0, k =0, 1,...,m—1. Somit liegen
die Funktionen z¥o® (by), k < m — 1, fiir jedes beliebige Intervall [, 3] beziiglich der
Maximumsnorm || || ((a,) it M (0, 1). Durch ein paar weitere Argumentationsschritte,
die hier in der Skizze ausgelassen werden, folgt dann, dass die Monome auch beziiglich
der strengeren Norm || || m (, g)) im Abschluss von M (o, 1) liegen. O

Das universelle Approximationstheorem fiir Netzwerke mit beliebiger Tiefe

Bisher wurden nur Approximationstheoreme fiir neuronale Netze mit einer Zwischen-
schicht, in der hinreichend viele Neuronen vorhanden sind, betrachtet. Nachdem jedoch
immer mehr Versuche zeigten, dass tiefe Netze zu besseren Ergebnissen fithren (vgl.
[14], S. 3210), stieg das Interesse beziiglich der Approximationsmdoglichkeiten fiir Netze
mit hinreichender Tiefe, aber beschrinkter Weite innerhalb der Zwischenschichten. Die
ersten Arbeiten dazu waren von Zhou Lu et al., die 2017 zeigten, dass jede Lebesgue-
integrierbare Funktion f : R” — R mittels eines ReLU-Netzwerks, dessen Zwischen-
schichten maximal n+4 Neuronen pro Schicht aufweisen, beziiglich der L'-Norm beliebig
genau approximiert werden kann (vgl. [66], S. 4). Im selben Jahr erkannten Hanin und
Sellke, dass ein ReLU-Netzwerk mit n Inputs, m Outputs und einer maximalen Neuro-
nenzahl von m + n innerhalb der Zwischenschichten jede stetige Funktion f: R™ — R™
auf jeder kompakten Teilmenge K C R™ mit beliebiger Genauigkeit annéhern kann (vgl.
[37], S. 2). Diese beiden Erkenntnisse beziehen sich jedoch ausschliefllich auf neurona-
le Netze mit der ReLU-Aktivierungsfunktion. Das folgende Theorem von Kidger und
Lions erweitert die bisherigen Erkenntnisse, indem hierbei eine deutlich grofiere Klasse
Aktivierungsfunktionen betrachtet wird (vgl. [52], S. 2).

Satz 3.6 (Das universelle Approximationstheorem fiir Netze mit beliebiger
Tiefe). Es seio : R — R eine stetige, nicht-affine Funktion, die zumindest an einer Stel-
le stetig differenzierbar mit einer dort nicht verschwindenden Ableitung ist. Die Menge
M (o,n,m) sei die Menge aller Funktionen, die durch ein neuronales Feedforward-Netz
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mit n Inputs und m Outputs sowie beliebig vielen Zwischenschichten mit je m+n+2 Neu-
ronen und der Aktivierungsfunktion o darstellbar sind. Dann liegt die Menge M (o,n, m)
fiir jede beliebige kompakte Teilmenge K C R™ dicht in C (K) beziiglich der Supremums-
norm.

Es gibt also fiir jede Funktion f € C(K) ein Netzwerk, reprisentiert durch fe
M (o, m,n), sodass fiir jedes e > 0 und jede kompakte Teilmenge K C R”

sup Hf () —}‘(x)” <e (3.22)

zeK

gilt. Geeignete Aktivierungsfunktionen wéren somit beispielsweise alle stiickweise stetig
differenzierbaren Funktionen, deren abschnittsweise Ableitung nicht iiberall verschwin-
det. Dies inkludiert neben der ReLU-Funktion auch viele weitere, derzeit im Deep Lear-
ning eingesetzten Funktionen, wie die PReLLU- oder die Softplus-Funktion.

3.2.3 Grenzen der Tiefe beziehungsweise Weite fiir eine erfolgreiche
Approximation

Nachdem Anfang der 1990er Jahre die ersten Approximationstheoreme fiir beliebig weite
Netze aufkamen, stellte sich bald die Frage, wie grofl solche Netze dann sein miissten.
Die ersten Ergebnisse hierzu wurden 1993 von Barron gefunden, der Feedforward-Netze
mit einer Zwischenschicht und einer sigmoidalen Aktivierungsfunktion untersuchte. Sein
Ziel war es, eine obere Grenze fiir die benétigte Zahl an Neuronen in der Zwischenschicht
zu finden, um jede Funktion, deren Fouriertransformation gewisse Bedingungen erfiillt,
mit einem beliebig vorgegebenen Fehler ¢ > 0 zu approximieren. Nach einer Analy-
se kam er zu dem Ergebnis, dass dafiir maximal O (5*2) Neuronen gebraucht werden.
Ein interessantes Nebenergebnis ist, dass diese Zahl fiir die betrachtete Funktionsklasse
unabhéngig von der Anzahl an unabhéngigen Variablen der Funktion ist, was man so
zunéchst nicht vermuten wiirde. In den darauffolgenden Jahren wurden die unterschied-
lichsten zu approximierenden Funktionsklassen und auch weitere Aktivierungsfunktionen
genauer untersucht, um dabei mégliche obere und untere Grenzen fiir Neuronenzahlen
zu finden. Mhaskar betrachtete beispielsweise Funktionen mit dem Definitionsbereich
[—1,1]", die absolut stetig sind. Um diese mit einem maximalen Fehler von € zu appro-
ximieren, werden O (¢7") Neuronen in der Zwischenschicht eines Netzwerks mit einer
glatten nicht-polynomialen Aktivierungsfunktion, wie der logistischen Aktivierungsfunk-
tion ﬁ, bendétigt. Auch Funktionen im Sobolev-Raum

WHP(Q) = {f € LP (K) | V]| < k: D°f € L"(Q)},

mit k€N, 1 <p<oo,a e N, K CR"offen, wurden genauer untersucht. Dieser Raum
enthélt alle Funktionen, deren gemischte partielle Ableitungen bis zur k-ten Ordnung
an fast allen Stellen existieren, also deren schwache partielle gemischte Ableitungen bis
zur Ordnung k existieren und im Lebesgue-Raum LP (Q) liegen. Die zugehérige Norm
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ist durch

1
D fIf )p wenn p < 0o

”f”Wk,p(Q) = (Z|a|§k H fHLP(Q) P
maX|a|<k ||Daf||Lp(Q) wenn p = oo

gegeben. Um eine Funktion f € W*® zu approximieren, benétigt es O (6_%) Neuronen

in der Zwischenschicht (vgl. [70], S. 164-169). Die Zahl an Neuronen nimmt also exponen-
tiell mit der Zahl an unabhéngigen Variablen zu. Dieses Problem wird manchmal auch
als Fluch der Dimensionalitit bezeichnet und tritt ebenfalls in anderen Bereichen der
Mathematik, wie beispielsweise der numerischen Integration, auf. Der exponentielle Zu-
sammenhang wird schnell klar, wenn man boolesche Funktionen betrachtet. Die Anzahl
an moglichen Kombinationen fiir Inputs einer booleschen Funktion in n bindren Varia-
blen betragt 2. Nun gibt es zu jeder dieser Kombinationen je zwei Outputméglichkeiten,
nimlich 0 und 1. Somit erhilt man insgesamt 22" boolesche Funktionen in n Variablen.
Um eine davon zu wihlen werden 2™ Bits bendétigt, was de facto O (2") Freiheitsgraden
entspricht (vgl. [32], S. 195).

Mit der Zeit erkannte man, dass das Hinzufiigen weiterer Schichten eine grofle Re-
duktion des Rechenaufwandes mit sich bringt. So benétigt man im schlimmsten Fall
fiir die Approximation von Funktionen, die mittels eines k-schichtigen Netzwerks mit
der Heaviside-Aktivierungsfunktion mit nur wenigen Neuronen reprisentiert werden, ei-
ne exponentielle Anzahl an Neuronen, wenn ein nurmehr (k — 1)-schichtiges Netzwerk
eingesetzt wird. Somit steigt auch die Zahl an zu lernenden Parametern wesentlich an.
Folglich werden viel mehr Trainingsdaten benétigt, um auch nur ansatzweise an den-
selben Generalisierungsfehler des urspriinglichen Netzes heranzukommen (vgl. [8], S.
14-20).

Da sich die ReLU-Funktion in den darauffolgenden Jahren als besonders vielverspre-
chend erwies und die aktuellsten Arbeiten Netze mit genau dieser Aktivierungsfunk-
tion verwenden, werden im folgenden Kapitel deren Approximationseigenschaften und
mogliche Grenzen gesondert untersucht.

3.2.4 Die Approximationsmdéglichkeiten von Feedforward-Netzen mit der
ReLU-Aktivierungsfunktion

Die ReLU-Funktion ist die am h&ufigsten eingesetzte Aktivierungsfunktion in Feedforward-
Netzen. Da sie eine stetige stiickweise lineare Funktion ist, folgt daraus, dass jede durch
ein solches ReLLU-Netwerk dargestellte Funktion ebenfalls diese Gestalt besitzt. Ebenso
gilt die Riickrichtung, ndmlich, dass jede stetige stiickweise lineare Funktion durch ein
tiefes Feedforward-Netz, welches die ReLLU-Funktion als Aktivierungsfunktion verwen-
det, exakt dargestellt werden kann (vgl. [3], S. 3).

Ein ReLU-Netz stellt also eine stiickweise lineare Funktion dar. Ein linearer Bereich
einer Funktion f : R™ — R™ ist nun eine zusammenhingende offene Teilmenge R C R",
wenn die Einschrankung f|g affin ist und fiir jede offene Obermenge R O R die Ein-
schrinkung f|z nicht-affin ist. Es liegt relativ leicht auf der Hand, dass ein Netzwerk
mit einer hoheren Anzahl an linearen Bereichen eine bessere Approximation fiir eine
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nichtlineare Funktion bietet, als eines, welches eine deutlich geringere Anzahl an solchen
aufweist. Somit kann die Zahl an moglichen linearen Bereichen als eine Art obere Appro-
ximationsgrenze eines ReLLU-Netzes angesehen werden. Nun stellt sich jedoch die Frage,
wie viele solcher Bereiche ein ReLU-Netz darstellen kann und wie dies im Zusammenhang
mit der Anzahl an Schichten sowie Neuronen steht.

ReLU-Netzwerke mit einer Zwischenschicht

Betrachten wir zunéchst ein seichtes Netzwerk, also eines mit nur einer Zwischenschicht.
Bei einem solchen Netz der Tiefe 2 teilt jedes ReLU-Neuron der Zwischenschicht den
Inputraum in zwei Teilrdume. Die Grenze ist dabei durch eine Hyperebene gegeben,
wobei die Inputs der einen Seite all jene sind, die den Output 0 erzeugen, und auf der
anderen liegen jene, die zu einem positiven Ausgabewert fithren. Betrachten wir nun ein
Netzwerk mit einem n-dimensionalen Input, x € R", einem m-dimensionalen Output,
y € R™, sowie N Neuronen in der Zwischenschicht. Sowohl die Zwischen- als auch die
Outputschicht verfiigen iiber eine Gewichtsmatrix W und einen Verzerrungsvektor b mit
entsprechenden Dimensionen. Mathematisch betrachtet ist das Netz also durch

f(2) = W@o (Whz 4 p0) 442 (3.23)

gegeben, wobei o (x) = max (0,z) die ReLU-Funktion ist. Zu jedem Neuron ¢ der Zwi-
schenschicht, ¢ = 1,... N gehort nun eine Hyperebene H;, die durch die Gleichung
Wi(*l):z: + bl(-l) = 0 festgelegt ist, wobei Wi(*l) = (wi1,...,wiy) fur die i-te Zeile der
Gewichtsmatrix der Zwischenschicht steht. Unterhalb der Hyperebene H; liegen nun alle
Inputs z, die den Wert 0 als Output erzeugen. Alle Werte dariiber liefern eine lineare
Aktivierung, deren Gradient durch Wi(*l) gegeben ist.

An dieser Stelle folgen nun ein paar Definitionen, um die kommenden Aussagen ein
wenig zu vereinfachen. Eine endliche Menge von Hyperebenen {HZ}Z]\L 1 bildet ein soge-
nanntes n-dimensionales Arrangement A = {Hl}f\il von Hyperebenen in R" (vgl. [82],
S. 2-4). Eine Region, manchmal auch Zelle oder Kammer, eines Arrangements A ist
dann eine zusammenhingende Komponente, also maximale zusammenhéngende Teil-
menge (vgl. [54], S. 103), des Komplements der Vereinigung aller Hyperebenen, also von
R™ \ (Uf\ile) Um die Bedeutung einer Region ein wenig zu veranschaulichen, neh-
men wir an, dass unser Arrangement passend zu unserem Netzwerk durch die Menge

A= {H}Y mit H, = {x eR" | Wi(*l)x + oM = O} fiir ein gewisses W) € RV*" und

b e RN, gegeben ist. Sei nun s € {—1,+1}" ein bestimmter Vorzeichenvektor. Dann
bilden alle Punkte der Menge R = {x € R™ | sgn (W(l)x + b(l)) = s} eine Region des
Arrangements A.

Angewandt auf unsere Problemstellung ergibt sich nun fiir ein einschichtiges Netz,
dass die Anzahl der moglichen linearen Bereiche der Funktion f gleich der Zahl aller
Regionen, die durch die Menge aller Hyperebenen {H;} gebildet werden, ist. Soll nun
die Approximationsgiite eines solchen Netzes herausgefunden werden, so miissen wir eine
Antwort auf die folgende Frage finden: Wie viele Regionen kénnen durch ein Arrange-
ment von N Hyperebenen im Raum R" erzeugt werden?
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Um dieses Problem zu 16sen gehen wir davon aus, dass die Hyperebenen sich in allge-
meiner Lage zueinander befinden, also keinerlei Parallelitét aufweisen (vgl. [47], S. 284).
Formal bedeutet dies, dass fiir jede Teilmenge von A folgendes gilt:

dm(HiNn---NH)=n-1 firl<n

Hy,....H}C A=
{Hh t} {Hm---mle(D fiir [ > n.

In diesem Fall erreichen wir die maximale Anzahl an Regionen. Sind die Gewichte und
Verzerrungen generisch, so befindet sich das Arrangement in allgemeiner Lage. Generisch
bedeutet in diesem Fall, dass jedes Arrangement durch eine beliebig kleine Anderung von
W und b in ein sich in allgemeiner Lage befindendes Arrangement geéindert werden kann.
Das folgende Theorem, dessen Urform von Zaslavsky stammt und unter anderem von
Pascanu et al. etwas umformuliert wurde, besagt, was die maximale Anzahl an Regionen
im betrachteten Setting ist.

Satz 3.7. Es sei A ein Arrangement, bestehend aus N Hyperebenen des Raums R"™, die
sich in allgemeiner Lage befinden. Weiters bezeichne r (A) die Zahl aller Regionen von

A. Dann ist )
r(A) = ]Z:% (7 ) (3.24)

Beweisskizze. Fiir eine Beweisskizze von Satz betrachten wir den Raum R?, also die
euklidische Ebene. Wir miissen nun zeigen, dass die Zahl der Regionen eines zweidi-
mensionalen Arrangements von N Hyperebenen, hier in unserem Fall also Geraden, in
diesem Raum gleich

2
N N N N N
=3 (5)= () () (o) = () rver o
ist. Dies machen wir im Folgenden durch eine vollstéindige Induktion nach N.

Induktionsanfang.
Sei N = 0. In diesem Fall existiert nur eine Region, ndmlich der gesamte Raum
R™. Es gilt also r (Ap) = 1. Die rechte Seite von Gleichung (3.25) ergibt

0
1=1
(5) +o+1=1

da (8) =1 und ((J)) =0, wenn j > 0, ist.

Induktionsvoraussetzung.
Fiir ein Arrangement aus N Hyperebenen in allgemeiner Lage gelte

r(Ay) = @r) +N+1. (LV.)
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Induktionsschritt.
Nehmen wir an, wir haben N Geraden {Hi,..., Hy} in allgemeiner Lage und
fiigen nun eine weitere Gerade Hpy 1 hinzu, die ebenfalls in allgemeiner Lage zu
allen bereits vorhandenen steht. Diese muss folglich jede der N Geraden an einer
anderen Stelle schneiden, wodurch sich N Schnittpunkte, die die Gerade Hy 41 in
N +1 Segmente teilen, ergeben. Jedes dieser Segmente teilt eine bereits vorhandene
Region in zwei und somit kommen nun N + 1 neue Regionen dazu. Rechnerisch
bedeutet dies:

r(Ant1) =7 (An) + (N +1)
) (N
2

g

)+N+1+N+1

—7+N+1+N+1

(N — 2)!
zN(N2_1)+2iV+(N+1)+1
N(N +1)

=f+(1v+1)+1

- NN DT vy 4

:<N;> (N+1)+1.

Die im Induktionsschritt verwendete Methode ist auch als Sweep-Verfahren bekannt,
wobei in unserem Fall Hpyy; die sogenannte Sweep-Gerade war. Durch eine analoge
Uberlegung lisst sich die Formel fiir den R? herleiten, wobei hier die Sweep-Ebene be-
nutzt wird. Der Beweis fiir R™ ergibt sich dann ebenfalls mittels vollstéandiger Induktion,
in diesem Fall nach n, wobei Gleichung als Induktionsanfang dient. O

Dieses Ergebnis kénnen wir nun auf unser seichtes neuronales Netzwerk anwenden,
wodurch sich das folgende Lemma ergibt (vgl. [82], S. 4-5).

Korollar 3.8. Es sei ein neuronales Rel U-Feedforward-Netz mit n Inputs, m QOutputs
und N Neuronen in der Zwischenschicht gegeben. Dann ist die mazximale Anzahl der
linearen Bereichen R (n, N,m) der Funktion, die durch dieses Netzwerk dargestellt wird,

gleich 377 (]JV) )

Ein interessanter Aspekt ist, dass die maximale Zahl an darstellbaren linearen Be-
reichen unabhéngig von der Dimension der Outputschicht ist. Ein Beweis dafiir kann
im Paper, in dem auch obiges Korollar zu finden ist, nachgelesen werden (vgl. [82], S.
4, Lemma 2). Es ist also R (n, Nym) = R (n,N,1). Um das asymptotische Verhalten
anzusehen, sei n € O (1), also konstant. Dann gilt fiir die Zahl an maximal moglichen
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linearen Bereichen bei einem Netz mit einem eindimensionalen Output, dass

R (n,N,1) € O (N") (3.26)
R (n,kN,1) € O (K"N"™) (3.27)

ist. Die zweite Formel betrachtet ein Netz mit einer Zwischenschicht, die kN
Neuronen aufweist. Sie wird fiir uns im kommenden Abschnitt noch einmal wichtig sein,
da wir dort ReLLU-Netzwerke mit k Zwischenschichten zu je N Neuronen betrachten und
somit ein Vergleich méglich wird.

Die Zahl der Neuronen in der verdeckten Schicht eines ReLLU-Feedforward-Netzes, die
fiir eine Approximation einer absolut stetigen Funktion auf einer kompakten Teilmen-
ge K C R™ beziiglich der L?-Norm bei einer vorgegebenen Genauigkeit e nétig ist, ist
O (e7™). Dies deckt sich mit obigem Resultat fiir andere Aktivierungsfunktionen. Ebenso

gilt fiir die Approximation einer Funktion f € W52 k € N, dass O (5_%> Zwischen-
schichtneuronen erforderlich sind (vgl. [87], S. 509).

ReLU-Netzwerke mit mehreren Zwischenschichten

Betrachten wir nun tiefe ReLU-Netze. Hier war es ebenfalls Pascanu, der fiir diese eine
minimale, also nicht wie oben maximale, Anzahl an linearen Bereichen einer durch das
Netz dargestellten Funktion ableiten konnte. Ein Beweis dazu ist im zugehorigen Paper
([82], S. 10) zu finden.

Satz 3.9. Ein ReL U-Feedforward-Netz mit n Inputs, k Zwischenschichten mit zugehdrigen
Neuronenanzahlen N1, ..., Np und m Outputs kann eine Funktion mit mindestens (Hf:_ol L&D > (p

n j=
linearen Bereichen darstellen.

Um dieses Ergebnis noch ein wenig besser mit dem fiir einschichtige Netze vergleichen
zu konnen, betrachten wir noch das asymptotische Verhalten. Sei auch hierfiir wieder
n € O(1), und wir nehmen an, dass jede der k Zwischenschichten dieselbe Anzahl
an Einheiten, ndmlich N Stiick, aufweist. Ebenso ist die Zahl an méglichen linearen
Bereichen wieder unabhiingig von der Neuronenzahl der Ausgabeschicht. Dann gilt fiir
die Anzahl R an linearen Bereichen, dass

N[kl
R{n,N,....Nom| =R |n,N,...,N,1 €Q<{J N") (3.28)
- - "

ist. Vergleicht man nun dieses Resultat mit jenem von Gleichung , so sieht man,
dass ein Netz mit mehreren verdeckten Schichten bei gleicher Neuronenzahl, ndmlich
kN, deutlich mehr lineare Abschnitte erzeugen kann, als ein Netz mit nur einer Zwi-
schenschicht. Genauer steigt diese Anzahl sogar exponentiell mit der Zahl k an Zwi-
schenschichten, sowie (k — 1)-polynomial mit N (vgl. [82], S. 10-14). Montifar, Pas-

canu et al. konnten 2014 diese untere Grenze fiir eindimensionale Outputs noch et-
n

was verbessern: (Hfz_ol L%J ) Z?:o (Z\J[’“) Fiir das asymptotische Verhalten eines Net-

zes, in dem jede Zwischenschicht gleich viel Neuronen N aufweist, folgt daraus, dass
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R e ((%)(kfl)n N”), falls N > n ist (vgl. [72], S. 8). 2017 konnte Montufar auch eine
obere Grenze fiir die Anzahl an moglichen linearen Bereichen einer durch ein Netz mit
k Zwischenschichten mit zugehoriger Neuronenzahl Ny, ..., N dargestellten Funktion

finden. Diese ist durch

mrg—1

112 <]j> mg—1 = min {Ny,..., Ny_1} (3.29)

i=1 j=0

gegeben (vgl. [73], S. 2).

Fiir die Praxis, wenn ReLLU-Netze implementiert werden sollen, ist es natiirlich auch
wichtig zu wissen, wie viele Zwischenschichten und Neuronen ein Netz aufweisen soll-
te, um eine gute Approximation zu liefern. Yarotsky konnte 2017 zeigen, dass jede
C* ([0, 1]™)-Funktion durch ein ReLU-Netz mit einer Tiefe von O (In (1)) und insgesamt

O (6_% In (%)) Neuronen mit einer Fehlerschranke von e approximiert werden kann (vgl.

[105], S. 9).
Das folgende Theorem aus dem von Sunghwan Moon 2021 publizierten Paper liefert ei-
ne maximale Zahl an verdeckten Schichten sowie eine Zahl nétiger Neuronen pro Schicht

um eine stetige Funktion auf einer kompakten Teilmenge beliebig genau zu approximie-
ren (vgl. [74], S. 2).

Satz 3.10. Fira >0 undn € N sei f : [—a,a]" — R eine stetige Funktion. Weiters sei
M (n, k) die Menge aller Funktionen, die durch ein ReL U-Feedforward-Netz mit nk™+1,
k € N, Zwischenschichten zu je maximal n + 5 Neuronen darstellbar sind. Dann gibt es
zu jedem € > 0 ein k € N, sodass eine Funktion f € M (n, k) existiert, die

sup  |f(z)—F(2)| <e (3.30)

z€[—a,a]™
erfillt.

Wie die im Theorem angegebene Zahl an Zwischenschichten sowie die Zahl der Neu-
ronen in diesen vom vorgegebenen Fehler ¢ abhingt, wird laut Moon noch genauer
untersucht werden (vgl. [74], S. 11). Neben obiger Ergebnisse konnten auch einige Ne-
gativresultate festgestellt werden. So etwa ist ein ReLU-Netz mit einer beliebigen Tiefe,
jedoch einer beschrinkten Weite von n Neuronen pro Zwischenschicht nicht imstande
eine stetige Funktion f : K — R™, wobei K C R" eine kompakte Teilmenge ist, beliebig
genau zu approximieren. Die Menge aller durch ein solches Netz darstellbaren Funktio-
nen liegt demnach nicht dicht in C (K) (vgl. [37], S. 10). Gleiches gilt fiir den Raum
L' (R™), das heiBt, Netze mit einer beschrinkten Weite von n Neuronen pro verdeck-
ter Schicht kénnen auch nicht alle Lebesgue-integrierbaren Funktionen beziiglich eines
beliebig kleinen Fehlers approximieren (vgl. [66], S. 5).

Ein tiefes ReLLU-Netzwerk benétigt also bei einer vorgegebenen Fehlerschranke e deut-
lich weniger Neuronen zur Approximation als eines mit nur einer Zwischenschicht. Daher
ist es in vielen Féllen durchaus sinnvoll, diese Netzwerkstruktur vorzuziehen. Mo6chte
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man ein vorhandenes seichtes ReLU-Netzwerk in ein tiefes {iberfithren, so ist dies rela-
tiv einfach realisierbar. Das folgende Lemma sowie der zugehorige Beweis stammen von
E und Wang. Es enthilt die Information dariiber, wie man eine solche Umwandlung
vornehmen kann (vgl. [20], S. 1739).

Lemma 3.11. Sei fiy : R™ = R ein ReL U-Netzwerk mit einer Zwischenschicht, die aus
N Neuronen besteht. Dann kann fn fir jede Zerlegung N = N1 + ---+ N, N; € N,
I =1,...,L, durch ein ReLU-Netzwerk mit L verdeckten Schichten mit der jeweiligen
Anzahl Ny +n + 1 an Neuronen dargestellt werden.

Beweis. Seix = (x1,. .. ,xn)T € R” der Inputvektor. Die Funktion fy lasst sich aufgrund
der Voraussetzungen wie folgt darstellen:

N
fn (@) = cno (Wi + by) + co, (3.31)
h=1
wobel o (x) = max (0,z) ist und W), € R" sowie b, € R die Parameter sind. Wir
konstruieren nun ein ReLU-Netzwerk mit L verdeckten Schichten, in dem die I-te Schicht
N; +n + 1 Einheiten aufweist. Dafiir sei u;; die Ausgabe des k-ten Neurons der [-ten
Zwischenschicht. Weiters fithren wir zur Vereinfachung die Notation

{ul,r:s} = {ul,ra ULr+1; ULr+2, - - - >ul,s} , mitr <s,rseN,

ein. Nun legen wir fiir j = 1,...,Nyund [ = 1,..., L die folgenden Werte fiir die Outputs
der Zwischenschichten fest:

UrL,1:n = UL-1,1:n = *** = Ul 1:n = Tln,
Untj =0 <W17j$ + bl,j) , (3.32)
Ul,n+N1+1 = €0,
mit VVlJ = WN1+---+NZ,1+j und bl,j = bN1+---+Nl,1+j- Firli=1,...,L —1 sei
Ny
ULt Npga 41 = Wt Nbd + D CLjlin g, (3.33)
j=1

wobei ¢; ; = ¢n,4...4+N,_,+; ist. Durch diese Formeln folgt, dass

Nit4+N_y

Uminer=co+ Y. cjo(Wiz+b;)
j=1

ist. Und unser konstruiertes Netzwerk représentiert die Funktion fn durch:

Np

N =urpsN 41+ Z CLjULn+j- (3.34)
j=1
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Um die Beweisstruktur ein wenig besser nachvollziehen zu kénnen, wird diese auf ein
einfaches Beispiel angewandt. Nehmen wir hierzu an, wir haben ein ReLU-Netzwerk
mit einer dreidimensionalen Inputschicht, also n = 3, und N = 8 Neuronen in der
Zwischenschicht. Unser Netzwerk ist also durch

8
I (@) = cno Wiz + by) + co, (3.35)
=1

mit Wy, € R3, co,cp,bp, € R und o () = max (0,z), gegeben. Der Inputvektor ist
T = (CL‘l,I‘Q,LEg)T € R3. Wir wollen aus diesem Netzwerk nun ein ReLU-Netzwerk mit
drei verdeckten Schichten konstruieren, das dieselbe Funktion fn darstellt. Wir wahlen
hierfiir die Zerlegung N = 8 = 3 4+ 2 + 3, und somit ist Ny = 3, No = 2 und N3 = 3.
Entsprechend Lemma haben unsere verdeckten Schichten 3 + N; + 1,1 = 1,2, 3,
Neuronen. Wie auch im Beweis bezeichne u; , die Ausgabe des k-ten Neurons der [-ten
Zwischenschicht. Nun wenden wir die Festlegungen aus an. Somit erhalten wir fiir
die Outputs der ersten n = 3 Neuronen der verdeckten Schichten, wobei die erste Spalte
jene der ersten Zwischenschicht enthélt usw., die folgende Werte:

Ul = 21 U211 = 21 uz1 = 21
U2 = X2 U222 = T2 Uz = T2
u1,3 = T3 Ug3 = T3 uz3 = 3.

Die nachfolgenden N; Neuronen liefern die Ausgabewerte

U4 =0 (W15U + bl) U4 =0 (W4CC + b4) Uz 4 =0 (W@.’E + bﬁ)
urs = o (Waz + by) ugs = 0 (Wsx + bs) ugs = o (Wrx + by)
Ui =0 (W?,x + b3) use =0 (ng + bg) .

Hierbei wurde verwendet, dass W, ; durch W; ; = Wy, ;... N, |+, gegeben ist. Dasselbe
gilt analog fiir b;; sowie ¢; ;. Somit ergab sich beispielsweise uz 5 bei unserem Netz
entsprechend

Ug5 = 0 (W272:L‘ + b272) =0 (W3+2$ + b3+2) =0 (W5JC + b5) .

Die Outputs des jeweiligen (3 + N; + 1)-ten Neurons der Zwischenschichten sind

3 2
U7 =¢co U6 = U7+ E C1,jU1,3+5 us 7 = u26 + § C2,jU2,3+5
=1 j=1
3 5
=uy7+ E cjo (ij + bj) =u26 + E cjo (Wj]) + bj) .
=1 j=4

Die ersten n = 3 Neuronen der verdeckten Schichten nehmen also genau die Werte des
Inputvektors an. Diese Setzung ist notig, damit die darauffolgenden N; Neuronen der
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kommenden Zwischenschicht ihre Ausgabewerte berechnen kénnen. Denn in den Neuro-
nen (n + 1) bis (n + N;) einer Zwischenschicht werden die Inputs gewichtet, der entspre-
chende Bias addiert und dann die ReLU-Funktion darauf angewandt. Sie iibernehmen
also den Part, der im urspriinglichen Netzwerk von den Neuronen der einzigen Zwi-
schenschicht durchgefiihrt wurde. In der jeweiligen Zusatzeinheit, dem (n + N; + 1)-ten
Neuron, der verdeckten Schichten werden dann die IN;_; Outputwerte der Neuronen
(n+ 1) bis (n + Nj_;) der vorherigen Schicht mit den ¢;, j = 1,..., N;_1, gewichtet und
aufsummiert. Im Anschluss wird noch der Wert des Extraneurons der vorherigen Einheit
hinzuaddiert.

Zu guter Letzt werden im Neuron der Ausgabeschicht alle neu berechneten Werte der
letzten verdeckten Schicht zur derzeitigen Summe hinzugefiigt. Es ist also

3 8
fN=u37+ Z €3,jU3,3+5 = U3 7 + Z c;jo (le’ + bj)

Jj=1 Jj=6
5 8 8
=u26 + Z cjo (Wjx +b;) + Z cjo (Wix +bj) = uze + Z cjo (Wjx + bj)
j=4 j=6 j=4
3 8 8
=wuy7+ Z cjo (Wjx +b;) + Z cjo (Wjx +bj) = w17+ Z cjo (Wjx + bj)
j=1 j=4 Jj=1
8
=y + ZCJ‘O' (WJCL' + bj)
j=1

und dies ist genau dieselbe Funktion, die auch unser einschichtiges Netzwerk darstellt:

fn (@) =" cno (Whz +by) + co. (3.36)

Jj=1

3.2.5 Magliche Probleme und wie sie behoben werden kénnen
Das No Free Lunch Theorem

Aufgrund des universellen Approximationstheorems gibt es zu jeder stetigen Zielfunk-
tion ein Feedforward-Netzwerk, das diese beliebig genau approximiert. Die theoretische
Existenz eines solchen Netzes ist zwar duferst erfreulich, jedoch muss in der Realitét
erst einmal so ein Netz gefunden werden. Dazu benétigt es unter anderem passende
Netzwerkarchitekturen sowie ein erfolgreiches Training. Fiir Letzteres muss also ein Al-
gorithmus gefunden werden, durch den die gesuchten Parameterwerte zur Approximati-
on erhalten werden. 1996 veroffentlichte Wolpert das No Free Lunch Theorem, welches
besagt, dass zwei beliebige Algorithmen A und B im Schnitt denselben Generalisie-
rungsfehler erzeugen, wenn man alle moglichen Probleme betrachtet. Es gibt also gleich
viele Probleme, bei denen A ein besseres Ergebnis liefert, wie solche, bei denen B einen
kleineren Testfehler erzeugt. Dies gilt selbst dann, wenn einer der Algorithmen vollig
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zufillig arbeitet (vgl. [I04], S. 1343). Im Kontext des iiberwachten Lernens wire das
Problem die Approximation der unbekannten Zielfunktion f. Es gibt also nicht ,den
einen®“ Lernalgorithmus, der auf jedes Problem angewandt eine hervorragende Leistung
erbringt.

All die Uberlegungen gehen jedoch davon aus, dass wir absolut kein Vorwissen iiber un-
ser Problem haben. Gliicklicherweise ist dies in der Realitét eher selten und es zeigt sich,
dass Algorithmen, die fiir konkrete Probleme konstruiert sind, auch eine gute Performanz
liefern. Wir miissen also das Problem genauer verstehen, um anschlieend einen mit Hil-
fe von gewissen Festlegungen auf das Ziel abgestimmten Lernalgorithmus konstruieren
zu konnen. Das Hinzufiigen von Vorgaben, die zur Verringerung des Generalisierungs-
aber nicht des Trainingsfehlers fithren sollen, wird als Regularisierung bezeichnet (vgl.
[32], S. 116). Typische Regularisierungsstrategien sind beispielsweise die Annahme einer
stetigen Zielfunktion sowie einer hierarchischen Struktur von Faktoren, durch die der
Trainingswert y gegeben ist (vgl. [10], S. 1800). Allgemein gilt es jedoch zu beachten,
dass zu viele Vorgaben, insbesondere wenn diese nur leichte Vermutungen sind, eine
negative Auswirkung auf den Lernerfolg mit sich bringen kénnen und in Wahrheit ein
anderer Algorithmus, der durch die vielen Annahmen ausgeschlossen wurde, in diesem
Problemkontext eine bessere Leistung erzielen kénnte.

Overfitting

Wihrend des Trainingsprozesses kann es passieren, dass es zu einer Uberanpassung
(Owverfitting) kommt, bei der das Netz teils Zusammenhénge aus der Trainingsdatenmen-
ge ableitet, die, wenn man alle méglichen Daten betrachten wiirde, gar nicht existieren.
Dies hat zur Folge, dass sich das Netz sozusagen auf diese Trainingsdaten spezialisiert,
das heif3t, der Trainingsfehler wird &uflerst klein, jedoch ist der Generalisierungsfehler
bei unbekannten Daten umso groBer. Um eine Uberanpassung zu vermeiden, wurden
mehrere Regularisierungsstrategien fiir tiefe Netze entwickelt.

Eine Moglichkeit besteht darin, die Parameterwerte durch gewisse Bedingungen einzu-
schréanken. Die Lo-Parameter-Regularisierung, auch als Weight Decay bezeichnet, fiihrt
beispielsweise dazu, dass sich die Parameterwerte an den Ursprung annidhern. Dies wird
herbeigefiihrt, indem die Kostenfunktion um den Regularisierungsterm a3 16113, auch
Parameter-Norm-Strafterm genannt, ergidnzt wird. Hierbei ist a ein im Vorhinein fest-
gelegter Hyperparameter, durch den man steuern kann, wie sehr die Praferenz immer
kleinerer Parameter in den Algorithmus eingehen soll. Durch den Strafterm wird verhin-
dert, dass die Komplexitdt des Modells zunimmt und manche Merkmale eine zu grofle
Wichtigkeit erhalten. Eine Alternative zur Lo-Regularisierung ist die Lj-Parameter-
Regularisierung, bei der der Strafterm durch «||6]|; gegeben ist. Dies fithrt dazu, dass
ein paar Parameter wiahrend des Trainingsdurchlaufs auf 0 gesetzt werden, wodurch das
Netzwerk eine gewisse Sparlichkeit erhélt. Es werden somit weniger wichtige Faktoren
ausgeblendet (vgl. [32], S. 227-233).

Eine weitere Methode, um Overfitting zu vermeiden, ist das Farly Stopping, also ein
frithzeitiger Abbruch. Im Trainingsverlauf passiert es hiufig, dass der Trainingsfehler nur
mehr sehr langsam kleiner wird, jedoch der Fehler der Validierungsdaten zunimmt. Bei
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den Validierungsdaten handelt es sich um eine von den Trainingsdaten separierte Men-
ge, die wihrend des Trainingsprozesses zur Uberpriifung des momentanen (vermutlichen)
Generalisierungsfehlers dient. Je nachdem wie dieser ausfillt, konnen dann gewisse Hy-
perparameter, wie beispielsweise der Parameter o der Lo-Regularisierung, entsprechend
angepasst werden. Sobald der Validierungsfehler zu steigen beginnt, wird nun bei der
Methode des frithen Abbruchs eine Kopie der momentanen Parameter gespeichert. Am
Ende des Trainingsprozesses werden dann nicht die zuletzt berechneten Parameterwerte
ausgegebenen, sondern jene, die den geringsten Fehler fiir die Validierungsdaten ergeben
haben (vgl. [32], S. 241-244).

Problematische Eigenschaften der Kostenfunktion

Netzwerke im Deep Learning bestehen aus einer Vielzahl an Neuronen. Folglich gibt
es eine grofle Zahl an Parametern, was eine hochdimensionale Kostenfunktion mit sich
bringt. Diese ist normalerweise weder linear oder quadratisch noch konvex und weist zu-
dem eine Vielzahl an lokalen Extrema sowie Sattelpunkte auf. Es gibt folglich keine Ga-
rantie, dass beim Training des Netzwerks mittels Gradientenabstiegsverfahren ein gutes
lokales Minimum gefunden wird. Denn ist beispielsweise ein lokales Minimum gefunden,
kann es passieren, dass dieses keinen ausreichend kleinen Kostenfunktionswert aufweist.
Eine mogliche Losung besteht darin, einen erneuten Trainingsdurchlauf mit einem an-
deren Startpunkt, also anderen Parameterwerten als zuvor, durchzufithren. Auflerdem
hat sich gezeigt, dass sich die Kostenfunktionswerte lokaler Minima bei zunehmender
Dimensionalitdt der Funktion immer mehr an jenen des globalen Minimums annéhern.
Dementsprechend stellt das Auftreten vieler lokaler Minima in der Praxis meist gar kein
Problem dar (vgl. [13], S. 193).

Neben lokaler Extremstellen treten bei Funktionen in mehreren Variablen zusétzlich
viele Sattelpunkte auf, die ebenfalls als kritische Punkte einen Gradienten von null auf-
weisen. Lee et al. konnten zeigen, dass das Gradientenabstiegsverfahren dennoch fast
immer gegen ein lokales Minimum konvergiert, wenn die Sattelpunkte strikt sind und
eine hinreichend kleine Lernrate gewahlt wird. Ein Sattelpunkt 6 heifit strikt, wenn die
Hessematrix Hr, (0), in unserem Fall jene der Kostenfunktion, zumindest einen negativen
Eigenwert aufweist (vgl. [61], S. 1246). Zudem besteht auch immer die Moglichkeit, dass
die Konvergenz des Algorithmus duflerst langsam vor sich geht. Dies passiert insbesonde-
re in Bereichen, bei denen die Kostenfunktion besonders flach ist. Die Algorithmen brau-
chen hier oftmals exponentiell viele Schritte, um Sattelpunkten, die sehr oft auch noch
von besonders flachen Bereichen mit entsprechend kleinen Gradienten umgeben sind, zu
entkommen (vgl. [19], S. 2). Empirische Analysen haben ergeben, dass das stochasti-
sche Gradientenverfahren deutlich schneller als das deterministische konvergiert. Ebenso
wurde dieses teils noch verdndert, um die Konvergenz noch ein wenig zu beschleunigen.
So wurde beispielsweise das gestirte stochastische Gradientenabstiegsverfahren (Noisy
oder Perturbed Gradient Descent) entwickelt, bei dem die Parameteranpassung durch
das Hinzufiigen einer kleinen Stérung n entsprechend 6, = 6,—1 — n (VoL (6p—1) +n)
erfolgt. Ein solcher Algorithmus erreicht das lokale Minimum nach bereits polynomiell
vielen Schritten (vgl. [28], S. 6).
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Neben besonders flachen Bereichen in der Oberflache der Kostenfunktion gibt es das
andere Extrem, ndmlich sogenannte Klippen, also besonders steile Abschnitte. Hier ist
der zugehorige Gradient sehr groB, was eine starke Anderung der Parameter zur Folge
hat. Es kann dadurch passieren, dass man am lokalen Minimum ,,vorbeispringt“. Um
dies zu umgehen, kann die Methode des Gradienten-Clipping angewandt werden. Hier-
bei wird der Gradient, sobald die Norm des Gradienten einen gewissen Schwellenwert
s {iberschreitet, neu skaliert: VgL ®ew) — mvaL. Im Anschluss erfolgt die Parame-
teranpassung dann mit dem umskalierten Gradienten (vgl. [81], S. 6).

Das Problem der instabilen Gradienten

Das folgende Problem ist typisch fiir tiefe neuronale Netze und tritt beim Training mit-
tels Gradientenabstiegsverfahren auf. Um die Ursache dieser Schwierigkeit zu verstehen,
betrachten wir noch einmal die Formeln und zur Berechnung des Gradienten
der Zwischenschichten s = .5 — 1,...,1 mittels Backpropagation:

oL OL o (s41) 1 [ (s)

= W, vy
o) Zk: bl R ( g )
8.[/ — aL (871).

oWy ol

Die Werte partieller Ableitungen fritherer Schichten héngen also von jenen der hinteren
Schichten sowie auch von deren Parameterwerten und der Ableitung der Aktivierungs-
funktion ab. Durch diese Zusammenhénge ergeben sich teils instabile Gradienten. Wenn
nun hintere Schichten besonders kleine (grofie) Parameter oder partielle Ableitungen
besitzen und auch die Ableitung der Aktivierungsfunktion entsprechend klein (grof}) ist,
ergeben sich dadurch noch kleinere (gréBere) Ergebnisse fiir die partiellen Ableitungen
der fritheren Schichten. Es kommt somit also zum Problem des verschwindenden oder
explodierenden Gradienten (vgl. [78], Kap. 5). Sehr kleine Gradienten bringen den Lern-
prozess ins Stocken, da die Parameterwerte kaum mehr gedndert werden. Explodierende
Gradienten haben zu Folge, dass die Parameter sehr hohe Werte annehmen und man
das Minimum der Kostenfunktion iiberspringt. Um Letzteres zu vermeiden, kann das
bereits erwidhnte Gradienten-Clipping-Verfahren angewandt werden. Ebenso bieten sich
Parameter-Regularisierungsstrategien an. Besonders kleine Gradienten werden oft durch
bestimmte Aktivierungsfunktionen hervorgerufen. So nimmt die Ableitung der sehr lang
eingesetzten Sigmoidfunktion ¢’ (x) = ﬁ (sieche Abbildung [2.2a]) stets nur Werte im

Intervall (0, i] an, wodurch die Ergebnisse in und bei jedem Schritt verrin-
gert werden (vgl. [29], S. 256). Hier bietet die ReLU-Funktion Abhilfe, da die Ableitung
den konstanten Wert 1 fiir positive und 0 fiir negative Argumente annimmt (vgl. [30], S.
6).

Ein Spezialfall des verschwindenden Gradientenproblems, der ausschliefSlich bei der
ReLU-Funktion auftritt, ist das Dying-ReL U-Phénomen. Da die ReLLU-Funktion fiir alle
nichtpositiven Argumente den Wert 0 ergibt, kann es bei stark negativen Verzerrungen

oder unpassenden Gewichten passieren, dass ein ReLU-Neuron inaktiviert wird. Eine
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weitere mogliche Ursache ist beispielsweise eine schlecht gewéhlte Lernrate, durch die
die Parameter bei der Anpassung mit dem berechneten Gradienten auf einen negativen
Wert gesetzt werden. Es hat sich jedoch herausgestellt, dass das Problem in der Praxis
nicht so schlimm ist, solange es noch aktive Verbindungen gibt, durch die der Gradi-
ent zuriickpropagiert werden kann ([30], S. 4-5). Da es in seltenen Fillen jedoch dazu
kommen kann, dass wihrend des Trainingsprozesses alle ReLU-Neuronen inaktiv wer-
den, wurden ein paar Methoden entwickelt, um dieses Problem zu vermeiden. So kann
beispielsweise die zufillige asymmetrische Initialisierung der Parameter Abhilfe bieten.
Diese geht von der sogenannten He-Initialisierung fiir ReLU-Netze aus, bei der die Ver-
zerrungen alle auf 0 gesetzt werden und die Gewichte fiir eine Schicht s, s = 1,...,5,

aus einer Normalverteilung N (0, ﬁ), wobei N,;_1 die Dimension des Inputs fiir die

Schicht s ist, zufillig gezogen werden (vgl. [38], S. 1029). Bei der abgednderten Form
werden nun alle Zwischenschichten, bis auf die erste, teils mit positiven Gewichten und
Verzerrungen, die aus einer asymmetrischen Verteilung gezogen werden, ausgestattet.
Durch diese Ungleichméfigkeit soll das Dying-ReLU-Problem verhindert werden (vgl.
[65], S. 8).

Um das Training mittels stochastischem Gradientenabstiegsverfahren auch bei beson-
ders kleinen Gradienten und Parametern zu beschleunigen, wurde zudem die Momentum-
Methode entwickelt. Hierbei wird auch der vorherige Gradient zur Parameteranpassung
verwendet, indem diese entsprechend

Up = avp—1 —NVeL (0,-1)

3.37
gn = 071—1 + Un, ( )

mit dem Momentum-Parameter o € [0,1) und n € N, upgedatet werden. Hierbei enthélt
v die Information iiber die Geschwindigkeit, also sowohl die Richtung als auch das Tem-
po, des Gradientenabstiegs. Je grofler v im Vergleich zu 7 ist, desto mehr spielt die
vorherige Geschwindigkeit, also auch der zuvor berechnete Gradient, eine Rolle. Dies
kann dabei helfen, dass starke Oszillationen wihrend des Iterationsprozesses vermieden
werden. Befindet sich beispielsweise das lokale Minimum der Kostenfunktion in einem
schmalen Tal, so zeigt der Gradient kaum in die eigentlich benétigte Richtung und es
wéren viele Iterationen noétig, um bei der Minimumsstelle zu landen. Durch die Back-
propagation mit Momentum wird der momentane Gradient nicht so stark gewichtet und
vorherige Richtungen werden einbezogen, sodass die gewiinschte Richtung besser ein-
gehalten werden kann. Dies ermdglicht eine raschere Konvergenz mit deutlich weniger
Schritten (vgl. [92], S. 187). Typische Werte fiir den Momentum-Parameter « sind 0, 5,
0,9 oder 0,99, jedoch kénnen diese auch wiahrend des Lernprozesses angepasst werden.
Wichtiger ist es jedoch die Lernrate n immer wieder anzugleichen. Dabei startet man
meist bei einer relativ kleinen Zahl, die wahrend des Trainings oft nochmals verringert
wird (vgl. [32], S. 294).
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4 Fazit

Aufgrund ihrer breiten Approximationseigenschaft steckt ein grofles Potential in kiinstlichen
neuronalen Netzwerken. Sie kénnen viele insbesondere im Alltag auftretende Funktio-
nen beliebig genau annédhern. Unter gewissen Voraussetzungen sogar deren Ableitungen.
Dagzu ist bereits eine Zwischenschicht ausreichend, was das universelle Approximations-
theorem zeigt. Dadurch kénnen die Netzwerke in den unterschiedlichsten Problemkon-
texten Anwendung finden, wie beispielsweise in der medizinischen Diagnostik oder der
Zeitreihenanalyse. Je komplexer ein Problems ist, umso mehr Zwischenschichten sind
notig, um eine effiziente Approximation durch ein neuronales Netzwerk zu bewirken.
Und auch fiir diese Netze gibt es ein zugehoriges universelles Approximationstheorem,
das sicherstellt, dass theoretisch jede stetige Funktion in mehreren Variablen beliebig
genau approximiert werden kann. Somit wurden in den letzten Jahren tiefe neuronale
Netzwerke zum neuen Standard im maschinellen Lernen. Solche Netze kénnen selbst Tex-
te erstellen, Handschrift nachstellen oder Schwarz-Weif}-Bilder durch Farbe zum Leben
erwecken (vgl. [76], S. 408).

Um einen erfolgreichen Einsatz kiinstlicher neuronaler Netzwerke zu ermdglichen, be-
darf es jedoch an viel Wissen und Koénnen sowie manchmal auch an ein wenig Gliick. So
muss die Netzwerkarchitektur festgelegt, eine dem Kontext angemessene Aktivierungs-
funktion gewahlt sowie passende Startparameter gefunden werden. Lange Zeit war die
ReLU-Funktion die géngigste Wahl bei der Aktivierungsfunktion und sie wird auch heute
noch gern verwendet. Allerdings wurden in den letzten paar Jahren auch neue Funktionen
kreiert, die bessere Leistungen als die ReLLU-Funktion erbringen konnten. Ein Beispiel
hierfiir ist die 2017 von Google Brain entwickelte Swish-Funktion f (x) = -0 (x), wobei
o die logistische Sigmoidfunktion ist. Sie erzielte beim Einsatz in tiefen Netzwerken
beeindruckende Ergebnisse und iiberbot somit alle bisherig eingesetzten Funktionen (vgl.
[89], S. 1). Zwei Jahre spéter wurde die Mish-Funktion f (z) = x - tanh (softplus (z)) in
einem anderen Paper vorgestellt, die wiederum die bisherigen Ergebnisse der Swish- und
ReLU-Funktion beim ImageNet-Test iibertraf.

Das obige Beispiel ist nur eines von vielen, die zeigen, wie sehr das Feld des Deep
Learnings noch erforscht werden muss. Es werden stéindig neue Papers publiziert, die
bisherige Ergebnisse erweitern und verbessern sowie auch teils vollig neue Erkenntnis-
se liefern. Wir konnen also damit rechnen, dass uns neuronale Netzwerke auch in den
kommenden Jahren noch in immer mehr Kontexten bereichern werden.
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5 Anhang

5.1 Mathematische Definitionen und Satze fiir die Beweise aus
Kapitel [3]

Definition 5.1 (Metrik). Eine Metrik auf einer Menge X ist eine Abbildungd : X x X — R,
die folgende Eigenschaften fiir beliebige x,vy, z € X erfiillt:

1. d(z,y) >0und d(z,y) =0 =y
2. d(z,y) =d(y,z)
3. d(z,2) <d(z,y) +d(y,2).

(X,d) wird dann metrischer Raum genannt.

Definition 5.2 (Abgeschlossene Hiille). Die abgeschlossene Hiille, auch Abschluss, einer
Teilmenge (2 eines metrischen Raums (X, d) ist

Q={ze€X|Ve>0TyeQ:d(z,y) <e}. (5.1)

Definition 5.3 (Lebesgue-Raum). Es sei X ein metrischer Raum mit dem Borel’schen
Mafl p und 0 < p < co. Wir definieren nun den Vektorraum

LP (X, p) = {f:X—>R|fist messbar und /X|f(:z)\pd,u(x)<oo},

also den Raum aller auf X definierten Funktionen f, fiir die | f|” Lebesgue-integrierbar ist.
Nun gelten zwei Funktionen dieses Raumes als d&quivalent (oder fast {iberall gleich), wenn

sie sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden. Dies driicken wir durch die Aquivalenzrelation
~ aus. Der Lebesgue-Raum, auch LP-Raum, ist nun durch den Quotientenraum

LY (X, ) = £ ~

gegeben. Die zugehorige LP-Norm ist

1f, = ( R m)‘l’ |

Fiir p = oo ist der Raum L durch L™ (X, u) := £ (X, u) / ~ mit

LY (X, p) ={f: X = R f ist messbar und ||f]|,, < oo},
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und der Norm
| flloo = ess sup [f (z)|
zeX

gegeben, wobei ,ess sup“ das wesentliche Supremum bezeichnet, das weiter unten in
(5.3) definiert wird (vgl. [77], S. 241).

Definition 5.4 (wesentlich beschriankt). Eine beziiglich des Lebesgue-Mafles A fast
iiberall definierte Funktion f : 2 — R, wobei 2 C R™ eine messbare Menge ist, heifit
wesentlich beschrdankt auf (), wenn es eine Konstante C' € ]R(T gibt, sodass

|f (x)]| < C fiir fast alle z € Q (5.2)

gilt, sprich wenn f(x) fast iiberall beschriankt ist. In diesem Fall schreiben wir f €
L (), wobei die Norm durch

1 (@)l oo (@) = ME{CIA ({z : |f (2)] > C} = 0)} = ess sup |f ()], (5-3)

gegeben ist. Ist 2 C R™ ein Gebiet, also eine nichtleere zusammenhéngende offene Teil-
menge des Raums R"™, so heifit f lokal wesentlich beschrdinkt auf ), wenn fiir jede
kompakte Teilmenge K C  gilt, dass f € L™ (K) ist. In diesem Fall schreiben wir

ferLg (Q).
Definition 5.5 (dicht). Die Menge F' C L{< (R™) heifit, beziiglich der Topologie der

gleichméBigen Konvergenz, dicht in C' (R™), wenn es zu jeder Funktion f € C' (R™) und
kompakten Teilmenge K C R™ eine Folge von Funktionen g; € F gibt, sodass (vgl. [62],
S. 863)

Jim 1f = g5 @) oo 1) = 0 (5.4)

Definition 5.6 (Ridge-Funktion). Eine Ridge-Funktion ist eine Funktion der Form
G:R" =R,

G(z)=g(a-x)=g(a1z1 +ara + -+ + apy), (5.5)
wobei g : R — R eine Funktion und a € R” ist (vgl. [84], S. 154).

Satz 5.7 (Satz von Vostrecov und Kreines). Sei A C R™ und
R(A) =span{g(a-z)| g€ C(R),a € A}.

Dann liegt R (A) genau dann dicht in C (R™), wenn es keine nichttriviale homogene
Polynomfunktion gibt, die auf A verschwindet (vgl. [84l], S. 155).

Ein detaillierter Beweis von Satz ist unter anderem im Werk von Pinkus ([85], S.
61-63) zu finden.

Beweisidee. R (A) beinhaltet unter anderem die Funktionen cos (a - z) und sin (a - x),
a € A. Diese sind fiir jede kompakte Teilmenge K C R™ dicht in C' (K). Eine weitere Teil-

menge wére span {(a 2)|ae R ke No}, die bekanntlich ebenfalls dicht in C (R")
liegt (vgl. [84], S. 154). O
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Satz 5.8. Es sei I ein beliebiges reelles Intervall und f € C*° (). Wenn es zu jedem
z €1 einng € N gibt, sodass f=) (x) = 0 ist, dann muss f ein Polynom sein (ugl.
[11), S. 301).

Satz 5.9 (Approximationssatz von Weierstra$}). Zu jeder stetigen Funktion f : [a,b] — R
und jedem £ > 0 gibt es ein Polynom p, sodass gilt (vgl. [{1], S. 63):

|f(z) —p(x)| <e Vz€la,bl]. (5.6)

Definition 5.10 (Triger). Es sei X ein topologischer Raum und f : X — R eine stetige
Funktion. Der Trdger von f ist

supp (f) := {z € X | f(z) # 0}, (5.7)
also der Abschluss der Menge aller Nichtnullstellen von f (vgl. [62], S. 864).

Die Menge der auf [a,b] definierten Polynome P ([a,b]) C C ([a,b]) liegt laut obigem
Satz also dicht in C ([a,b]), das heift, P ([a,b]) = C ([a,b]).

Definition 5.11 (Faltung). Es sei f € £LP (R"), p € [1,00), und g € £ (R"). Dann ist
die Faltung von f und g definiert durch (vgl. [2], S 170)

(f*0) / F(t)g(e—t)dt (5.8)
Definition 5.12 (Mollifier). Es sei ¢ : R™ — R eine glatte Funktion mit kompaktem
Triger, also ¢ € C2° (R™), die nichtnegativ ist und folgende Eigenschaften aufweist:
(i) ¢ () =0, wenn |z| > 1 und

(ii) fR” =1.

Ein bekanntes Beispiel hierfiir ist die Funktion

1
ke 1-22 wenn |z| <1
6 () —{ -

o wenn |z| > 1,

wobei k£ > 0 so zu wéhlen ist, dass die Giiltigkeit von Eigenschaft (i) erhalten bleibt.
Sei nun ¢ > 0, dann ist ¢. (z) = 6%(;3 (f) ebenfalls eine glatte nichtnegative Funktion
mit kompaktem Triger und es gilt:

(i) ¢e(x) =0, wenn |z| > ¢ und
(i) fon de () = 1.
Eine solche Funktion ¢. wird Mollifier genannt (vgl. [I], S. 29).

Mollifier spielen eine wichtige Rolle bei der Funktionsapproximation, denn durch sie
konnen nicht-glatte Funktionen durch Folgen glatter Funktionen angendhert werden.
Dies geschieht iiber eine Faltung, was durch das folgende Theorem ausgedriickt wird.
Dieses, sowie ein zugehoriger Beweis, ist im Buch von Petersen ([83], S. 7) zu finden.
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Satz 5.13. FEs sei f € C(R™), K C R" eine beliebige kompakte Teilmenge und ¢. ein
Mollifier. Dann konvergiert die Faltung (f * ¢<) (x) fiire — 0 fiir alle x € K gleichmdfig

gegen f(x).

Satz 5.14. Es sei h : R — R eine Polynomfunktion. Dann lisst sich h fiir ein gewisses
s € N wie folgt schreiben.:

h(x) = Zpi (a;-x), (5.9)
i=1

wobei a; € R™ und p; Polynomfunktionen in einer Variablen, firi=1,...,s, sind (vgl.

[87], S. 163).
Der folgende Beweis stammt aus dem Werk von Pinkus ([84], S. 163-164).

Beweis. Betrachte den Vektorraum Hj, aller auf R™ definierten homogenen Polynome
vom Grad k, also

Hy = Z bix! | b € R p = span {xl | 1] = k} (5.10)
=k

Die Dimension des Raumes ist durch

s = dim Hj, = ("_Hk)

k

gegeben. Weiters sei P der Vektorraum aller Polynome maximal k-ten Grades:

Po={> x| b€ R § = span {xl < k;} = Uk H,. (5.11)
<k

Nun seien m!, m? € N§ zwei Multiindizes mit ‘m1| = ‘mzl = k. Dann gilt

k
1 2 0 m2 m?2 2
D™ x™ = Ty YTy 2o glln
ml ml ml 1 2 n
Oz '0xy - Oxp " (5.12)
1 1
= 0mt m2my! - my! = 01 mam

wobei § das Kronecker-Delta bezeichnet. Fiir ein Polynom ¢q € Hy, das also durch ¢(x) =
Z|1\=k bix!, mit by € R gegeben ist, sei der Differentialoperator ¢(D) wie folgt definiert:

B 0 9\ 1

Somit kann jedes nichttriviale lineare Funktional L aus dem Raum Hj mit Hilfe eines
Polynoms ¢ € Hy, durch
L(p)=q(D)p (5.13)
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fiir jedes p € Hj, ausgedriickt werden. Betrachten wir nun die Funktionen (a - x)k, die in
Hj, liegen. Fiir diese gilt, fir m € Nij, |m| = m, dass

k! m . k—m <k
D (o x)f = J T (8% ms (5.14)
0 m > k.

Folglich ist D™ (a-x)* = kla™ fiir [m| = k. AuBerdem gilt fiir (a-x)* und ¢ € Hp,
dass

¢(D) (a-x)* = Tt @) (a-x) "= (5.15)
0 m > k.
Und dementsprechend ist ¢ (D) (a - x)k = klg (a), wenn q € Hy, also m = k, ist.
Nun wissen wir, da s = dim Hy, ist, dass es s Punkte ay, . .., a4 gibt, sodass s = dimHy| 4,

mit der Menge A = {ay,...,a,}, gilt. Die Menge {(ai . x)k li=1,.. .,s} ist nun eine
Basis fiir Hy. Um dies zu zeigen, nehmen wir an, dies wére nicht der Fall. Dann gébe
es ein nichttriviales lineares Funktional, das fiir jedes (a; - x)k verschwindet. Es gilt also
fiir ein nichttriviales ¢ € Hy, dass

0=q(D)(a;-x)" =klq(a;), i=1,...,s, (5.16)

ist. Dies stellt jedoch einen Widerspruch zu unserer Wahl der Menge A dar, da diese
s = dimHy| 4 erfiillt. Dementsprechend muss also span {(ai x)F =1, ,s} = Hy
gelten. Folglich ist dann auch H; = span {(ai x)i=1,... ,s}, fir t = 0,1,...,k.
Denn wire dies nicht so, giibe es fiir ein ¢t € {0,1,...,s} ein nichttriviales ¢ € Hy,
das auf A verschwindet. Sei weiters p € Hjy_; ein beliebiges, von Null verschiedenes
Polynom. Dann gilt, dass die Funktion pqg € Hj auf ganz A verschwindet, was jedoch
einen Widerspruch zu obiger Feststellung darstellt. Aufgrund dieser Tatsache ergibt sich
eine Basis fiir den Raum aller Polynomfunktionen vom Grad < k:

Pk:span{(ai-x)t\izl,...,s,t:(),l,...,k}. (5.17)

Sei nun 7 der Raum aller Polynomfunktionen in einer Variablen vom Grad k. Dann
folgt, dass

Pk:{Zpi(ai-x)|pi€7rk,i:1,...,s} (518)
1=0

ist. Und somit ergibt sich, dass jedes h € Py entsprechend Gleichung (5.9) geschrieben
werden kann. ]
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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit kiinstlichen neuronalen Netzwerken mit dem Fokus
darauf, welche Funktionen durch diese dargestellt werden konnen. Der hierfiir zentrale
Satz ist das universelle Approximationstheorem fiir Feedforward-Netzwerke mit einer
verdeckten Schicht. Dieses besagt, dass solche Netze jede stetige Funktion beliebig genau
approximieren kénnen.

Des Weiteren wird eine kurze Einfithrung in die Welt neuronaler Netze und des De-
ep Learnings gegeben sowie weitere Versionen des Theorems vorgestellt. Ebenso werden
mogliche Probleme beim Training des Netzwerks, also dem Approximieren der Zielfunk-
tion, betrachtet, und Losungsanséitze gegeben.
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Abstract

This master thesis deals with artificial neural networks with the focus on the question,
which functions could be represented by them. The main theorem for this problem is
the universal approximation theorem for feedforward networks with one hidden layer. It
states, that these networks can approximate any continous function arbitrarily well.

In addition, there will be a short introduction into the world of neural networks and
deep learning as well as some more versions of the theorem. Furthermore some potential
problems that can occour while training such networks, so that they can approximate
the objective function, will be examined and some approaches to solving these will be
given.
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