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1 Einleitung

Die Vorlesung Algebra ist Bestandteil des Bahelor-Studiengangs in Mathe-

matik der Universität Wien. Es stellt den Kernpunkt der Ausbildung im

Bereih der Algebra im Bahelorstudium dar. Aufbauend auf Vorkenntnisse

aus linearer Algebra und Zahlentheorie werden die Studierenden mit dem

abstrakt-strukturellen Zugang zur Algebra vertraut gemaht. Die Studie-

renden erhalten eine fundierte Ausbildung auf den zentralen Teilgebieten

der Algebra.

Das Wort Algebra kommt aus dem Arabishen - al-�gabr - das Zusammen-

fügen gebrohener Teile, und bezeihnet das Rehnen mit Gleihungen in

Unbekannten. Als Begründer der Algebra gilt der Griehe Diophantos von

Alexandria, der wahrsheinlih zwishen 100 v. Chr. und 350 n. Chr. leb-

te. Sein 13 Bände umfassendes Werk Arithmetia ist das älteste bis heute

erhaltene, in dem Gleihungen in Unbekannten verwendet werden. Bei Glei-

hungen geht es hauptsählih um Polynomgleihungen wie etwa

x5 − 4x+ 2 = 0

in einer Unbekannten x. Allerdings kann man auh mehrere Unbekannte

betrahten, wie etwa

y2 = x3 − 36x.

Diese Gleihungen sollen in gewissen Zahlbereihen gelöst werden. Das sind

oft Körper wie R oder C. Es können aber auh ganzzahlige Lösungen ge-

meint sein. Für Z oder Q spriht man von Diophantishen Gleihungen,

und das ist ein Zweig der Zahlentheorie. Sind die Exponenten höhstens 1,

spriht man von linearen Gleihungen, oder linearen Gleihungssystemen,

die in der linearen Algebra behandelt werden. Lineare und quadratishe

Gleihungen in einer Variablen sind leiht zu lösen. Interessanter wird es

aber shon bei kubishen Gleihungen. Es bedurfte shon einiger Anstren-

gungen, um auh nur eine Lösung in einem Spezialfall zu �nden. Das gelang
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1 Einleitung

Tartaglia im Jahr 1535 mit der Gleihung

x3 + ax = b,

mit reellen Zahlen a, b > 0. Er zeigte, dass
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eine reelle Lösung ist. Cardano konnte 1545 die allgemeine kubishe Glei-

hung x3+ ax2+ bx+ c = 0 auf den obigen Fall x3+ px+ q = 0 reduzieren

und fand Lösungsformeln, mit Ferrari auh für Grad 4. Er motivierte damit

auh die Einführung komplexen Zahlen.

In der Neuzeit wurde die Theorie der Gleihungen weiter ausgebaut, durh

Leonhard Euler, Joseph-Louis Lagrange und insbesondere auh durh Carl

Friedrih Gauÿ , der 1799 den Fundamentalsatz der Algebra bewies: jede

Polynomgleihung

anx
n + · · · a1x + a0 = 0

vom Grad n ≥ 1 besitzt genau n Lösungen in den komplexen Zahlen.

Um 1830 entwikelte Évariste Galois (1811-1832) die Galoistheorie. Diese

kann als der Beginn der modernen Algebra verstanden werden. Galois und

unabhängig Niels Henrik Abel lösten das lange o�ene Problem der Lösung

algebraisher Gleihungen von höherem als viertem Grad, wobei man unter

Lösung damals die Darstellung durh die üblihen Rehenoperationen und

Wurzelausdrüke (Radikale genannt) verstand, indem sie zeigten, dass dies

ab dem fünften Grad im Allgemeinen niht mehr möglih ist (Satz von Abel-

Ru�ni). Von Galois stammen in diesem Zusammenhang die Anfänge der

Gruppentheorie, vor allen Dingen Permutationsgruppen, und Körpertheo-

rie, also endlihe Körper, auh Galois-Felder genannt, und Körpererweite-

rungen. Natürlih kamen dann auh viele weitere algebraishe Strukturen

hinzu, oft motiviert aus der Zahlentheorie oder Geometrie und anderen Be-

reihen.

Notationen: Mit N bezeihnen wir die natürlihen Zahlen 0, 1, 2, . . ..
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2 Gruppen

2.1 Gruppenaxiome

De�nition 2.1. Eine Gruppe G ist eine niht-leere Menge zusammen mit

einer binären Operation (a, b) 7→ ab von G × G → G, die die folgenden

Axiome erfüllt:

(1) Assoziativität. Für alle g, h, k ∈ G gilt

(gh)k = g(hk).

(2) Existenz eines neutralen Elements. Es existiert ein Element e ∈ G mit

eg = g = ge

für alle g ∈ G.

(3) Existenz eines inversen Elements. Für jedes g ∈ G existiert ein Ele-

ment g−1 ∈ G mit

gg−1 = e = g−1g.

Ein e ∈ G mit eg = g = ge ist automatish eindeutig, denn für ein

zweites solhes Element e′ ∈ G hat man e′ = ee′ = e. Ebenso ist das inverse
Element eindeutig.

Bemerkung 2.1.1. Man kann in De�nition 2.1 die Bedingungen (2) und

(3) durh die folgenden shwäheren Bedingungen (2′) bzw. (3′) ersetzen:

(2′) Existenz eines links-neutralen Elements. Es existiert ein Element e ∈ G
mit

eg = g

für alle g ∈ G.
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2 Gruppen

(3′) Existenz eines links-inversen Elements. Für jedes g ∈ G existiert ein

Element g−1 ∈ G mit

g−1g = e.

Lemma 2.1.2. Sei G eine Gruppe. Dann gelten die Kürzungsregeln, d.h.,

aus gh = gk folgt h = k und aus hg = kg folgt h = k. Ist G endlih, so

sind die Kürzungsregeln äquivalent zu Axiom (3).

Beweis. Angenommen es gilt gh = gk für g, h, k ∈ G. Durh Anwendung

von (3) erhalten wir

h = g−1gh = g−1gk = k.

Aus hg = kg folgt ebenso h = k. Angenommen G ist endlih und es gelten

die Kürzungsregeln. Dann ist die Linksmultiplikation Lg : x 7→ gx für jedes

g ∈ G injektiv. Da G endlih ist, ist Lg dann auh für jedes g ∈ G surjektiv.

Daraus folgt aber Axiom (3).

De�nition 2.2. Eine Gruppe G heiÿt abelsh, falls sie das Kommutativi-

tätsgesetz erfüllt, d.h.,

gh = hg

für alls g, h ∈ G.
In diesem Fall shreibt man oft a + b für ab, −a für a−1 und 0 für das

neutrale Element e. Das ist aber niht immer der Fall. Für einen Körper

K hat man zwei abelshe Gruppen, nämlih (K,+) mit der Addition, und

auh (K×, ·), die multiplikative Gruppe der Elemente ungleih Null in K.

Beispiel 2.1.3. Hier sind weitere Beispiele von Gruppen.

1. Die Gruppe (Z,+) der ganzen Zahlen bezüglih Addition. Diese unendli-

he abelshe Gruppe wird auh manhmal multiplikativ geshrieben und mit

C∞ = {gn | g ∈ Z} bezeihnet.
2. Die Gruppe (Z/nZ,+). Sie ist gegeben durh die Restklassen

{0, 1, . . . , n− 1}

modulo n. Multiplikativ geshrieben wird sie mit Cn = {e, g, g2, . . . , gn−1}
bezeihnet, wobei der Buhstabe C für �yli� steht. Es gilt gn = g0 = e.

3. Die Gruppe GLn(K). Sie besteht aus allen invertierbaren n×n-Matrizen

8



2.1 Gruppenaxiome

mit Koe�zienten in einem Körper K. Sie heiÿt die allgemeine lineare

Gruppe vom Grad n. Für n = 1 ist GL1(K) = K×.

4. Die Diedergruppe Dn für n ≥ 3. Sie besteht aus den Isometrien der Ebe-

ne, die ein reguläres n-Ek �xieren, wobei die Operation die Komposition

von Isometrien ist. Die Gruppe Dn hat 2n Elemente und ist durh

Dn = {e, r, r2, . . . , rn−1, s, rs, r2s, . . . rn−1s}

gegeben. Dabei ist r eine Drehung um den Winkel

2π
n
, und s eine Spiege-

lung, so dass srs−1 = r−1 und s2 = e. Die Elemente s, rs, r2s, . . . rn−1s
sind Spiegelungen und die Elemente e, r, . . . , rn−1 sind Drehungen des n-
Eks mit rn = e.

5. Die �freie� Gruppe F2. Diese Gruppe besteht aus allen reduzierten Wör-

tern in zwei vershiedenen Buhstaben a und b und ihrer Inversen. Zwei

Wörter werden verknüpft, indem man sie hintereinander shreibt. Redu-

ziert bedeutet, dass man so weit wie möglih kürzt, also z.B.

ba−2bb−1a2b = ba−2a2b = b2.

Das neutrale Element ist das leere Wort e.

De�nition 2.3. Sei X eine Menge. Dann ist die Menge aller Bijektionen

f : X → X eine Gruppe bezüglih der Komposition von Abbildungen. Sie

wird mit Sym(X) bezeihnet.

Für X = {1, 2, . . . , n} ist Sym(X) die symmetrishe Gruppe Sn mit n!
Elementen. Die Diedergruppe D3 besteht aus den Drehungen und Spiege-

lungen eines regelmäÿigen Dreieks, mit den Eken 1, 2, 3 in der Ebene, die

das Dreiek in sih überführen. Die Drehungen sind id, (123), (132), und die

Spiegelungen (12), (13), (23). Hier bedeutet (123) zum Beispiel die Bijekti-

on π : {1, 2, 3} → {1, 2, 3} mit π(1) = 2, π(2) = 3 und π(3) = 1. Also hat

man

D3 = {id, (12), (13), (23), (123), (132)}= S3.

Für n ≥ 4 hat Sn aber mehr Elemente als Dn. Die Komposition von Ele-

menten π1, π2 ∈ S3 de�nieren wir durh

(π1 ◦ π2)(i) = π1(π2(i))
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2 Gruppen

für alle i ∈ {1, 2, 3}. Für π1 = (12) und π2 = (23) gilt etwa

(π1 ◦ π2)(1) = π1(1) = 2,

(π1 ◦ π2)(2) = π1(3) = 3,

(π1 ◦ π2)(3) = π1(2) = 1.

Das bedeutet (12) ◦ (23) = (123). Auf diese Weise kann man die Gruppen-

tafel von S3 bestimmen.

◦ id (123) (132) (23) (13) (12)

id id (123) (132) (23) (13) (12)
(123) (123) (132) id (12) (23) (13)

(132) (132) id (123) (13) (12) (23)
(23) (23) (13) (12) id (123) (132)
(13) (13) (12) (23) (132) id (123)

(12) (12) (23) (13) (123) (132) id

Lemma 2.1.4. Sei S eine niht-leere Teilmenge einer Gruppe G. Ange-
nommen, die folgenden zwei Eigenshaften gelten:

(S1) Für alle a, b ∈ S gilt ab ∈ S.
(S2) Für alle a ∈ S gilt a−1 ∈ S.
Dann ist S mit der Verknüpfung von G eine Gruppe.

Beweis. Wegen (S1) de�niert die binäre Operation auf G auh eine binäre

Operation auf S, die die Assoziativität vererbt. Nah Voraussetzung enthält

S mindestens ein Element a. Für jedes a ∈ S liegt sein Inverses a−1 und

das Produkt e = aa−1 wegen (S1) und (S2) wieder in S. Daher folgen die

Gruppenaxiome für S aus denen für G.

De�nition 2.4. Jede niht-leere Teilmenge S einer Gruppe G, die (S1) und
(S2) erfüllt, heiÿt Untergruppe von G.

Beispiel 2.1.5. 1. Die "triviale"Gruppe {e} und die ganze Gruppe G sind

Untergruppen von G.

2. Das Zentrum einer Gruppe G, de�niert durh

Z(G) = {g ∈ G | gx = xg ∀x ∈ G},
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2.2 Gruppenhomomorphismen

ist eine Untergruppe von G.

3. Der Shnitt beliebig vieler Untergruppen von G ist eine Untergruppe von

G.

4. Die Teilmenge nZ von Z für n ∈ Z ist eine Untergruppe von Z.

Lemma 2.1.6. Sei X eine Teilmenge einer Gruppe G. Dann gibt es eine

kleinste Untergruppe von G, die X enthält.

Beweis. Der Shnitt S aller Untergruppen von G, die X enthalten, ist wie-

der eine Untergruppe von G, die X enthält. O�ensihtlih ist sie die kleinste

solhe Untergruppe. S enthält mit X auh alle endlihen Produkte von Ele-

menten aus X und deren Inverse. Aber die Menge solher Produkte erfüllt

(S1) und (S2) und ist daher eine Untergruppe S ′ von G, die X enthält.

O�ensihtlih gilt S = S ′.

De�nition 2.5. Die kleinste Untergruppe von G, die X enthält, wird mit

〈X〉 bezeihnet und heiÿt die von X erzeugte Untergruppe. Wir sagen, dass

X die Gruppe G erzeugt falls G = 〈X〉, d.h., falls jedes Element von G als

endlihes Produkt von Elementen aus X und deren Inversen geshrieben

werden kann.

Wir setzen 〈∅〉 = {e} = 1, welhes die triviale Gruppe ist. Die Gruppe,

die durh eine Rotation r um den Winkel

2π
n
erzeugt wird, ist durh Cn =

〈r〉 = {e, r, r2, . . . , rn−1} gegeben.
De�nition 2.6. Eine Gruppe G heiÿt zyklish, falls sie von einem Element

erzeugt ist.

Man beahte, dass zyklishe Gruppen abelsh sind, da alle Elemente rk

und rℓ kommutieren. Insbesondere sind die Gruppen Cn und C∞ zyklish.

Die Gruppen GLn(K) sind für n > 1 niht zyklish, da sie niht abelsh

sind.

2.2 Gruppenhomomorphismen

De�nition 2.7. Eine Abbildung ϕ : G→ H zwishen zwei Gruppen heiÿt

Gruppenhomomorphismus, falls

ϕ(gh) = ϕ(g) · ϕ(h)

11



2 Gruppen

für alle g, h ∈ G. Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus heiÿt Gruppe-

nisomorphismus. Dann heiÿen die Gruppen G und H isomorph und wir

shreiben G ∼= H.

Ist e das neutrale Element von G und e′ das neutrale Element von H,

dann gilt ϕ(e) = e′ für jeden Gruppenhomomorphismus ϕ : G→ H:

ϕ(e) = ϕ(ee) = ϕ(e)ϕ(e)

impliziert durh Kürzung mit ϕ(e), dass e′ = ϕ(e). Weiterhin gilt ϕ(g−1) =
ϕ(g)−1 für alle g ∈ G, weil

ϕ(g)ϕ(g−1) = ϕ(gg−1) = ϕ(e) = e′.

Das Inverse eines Gruppenisomorphismus ist wieder ein Gruppenisomor-

phismus.

Beispiel 2.2.1. Wir geben drei Beispiele von Gruppenhomomorphismen.

1. Sei H eine Untergruppe von G. Dann ist die Einbettung H →֒ G ein

Gruppenhomomorphismus.

2. Die Abbildung ϕ : Z→ Z, x 7→ nx, für ein n ∈ Z ist ein Gruppenhomo-

morphismus.

3. Die Exponentialabbildung exp : (R,+) → (R>0, ·) ist ein Gruppeniso-

morphismus.

De�nition 2.8. Eine Gruppenhomomorphismus ϕ : G → G heiÿt Endo-

morphismus. Ist er bijektiv, so heiÿt er Automorphismus. Die Automorphis-

men einer Gruppe G bilden eine Gruppe unter Komposition, die mit Aut(G)
bezeihnet wird.

Zum Beispiel ist die Konjugationsabbildung

ig : G→ G, x 7→ gxg−1

ein Automorphismus von G. Die Abbildung ist bijektiv, und es gilt

ig(xy) = gxyg−1 = (gxg−1)(gyg−1) = ig(x)ig(y)

für alle g, h ∈ G. Also ist ig ein bijektiver Gruppenhomomorphismus, also

ein Automorphismus. Er heiÿt auh innerer Automorphismus von G.

12



2.2 Gruppenhomomorphismen

De�nition 2.9. Die inneren Automorphismen von G bilden eine Unter-

gruppe von Aut(G), die mit Inn(G) bezeihnet wird.

Es gilt

(gh)x(gh)−1 = g(hxh−1)g−1

für alle g, h ∈ G, was igh(x) = (ig ◦ ih)(x) bedeutet. Die Gruppe Inn(G) ist
genau dann trivial, wenn G abelsh ist.

De�nition 2.10. Sei ϕ : G→ H ein Gruppenhomomorphismus. Der Kern

von ϕ ist durh

ker(ϕ) = {g ∈ G | ϕ(g) = eH},
gegeben und das Bild von ϕ ist durh

im(ϕ) = {ϕ(g) | g ∈ G}.

gegeben.

Es ist leiht zu sehen, dass ker(ϕ) eine Untergruppe von G ist, und im(ϕ)
eine Untergruppe von H. Weiterhin ist ϕ genau dann injektiv, wenn ker(ϕ)

trivial ist.

Wir wollen noh eine Anwendung von Gruppenhomomorphismen geben,

nämlih den Satz von Cayley.

Satz 2.2.2 (Cayley). Für jede Gruppe G gibt es einen injektiven Gruppen-

homomorphismus L : G →֒ Sym(G). Insbesondere ist jede endlihe Gruppe
der Ordnung n isomorph zu einer Untergruppe der Sn.

Beweis. Man betrahte die Abbildung L : G→ Sym(G), die durh g 7→ Lg
gegeben ist. Wir haben

(La ◦ Lb)(x) = Lab(x)

für alle a, b, x ∈ G, und La ∈ Sym(G) für alle a ∈ G, da jede Abbildung

La bijektiv ist. In der Tat, Le = id und

La ◦ La−1 = id = La−1 ◦ La.

Also ist L ein Gruppenhomomorphismus. Er ist injektiv, weil die Kürzungs-

regeln in G gelten; siehe Lemma 2.1.2.
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2 Gruppen

2.3 Nebenklassen und Faktorgruppen

Sei S eine Teilmenge einer Gruppe G. De�niere Mengen

aS = {as | s ∈ S}, Sa = {sa | s ∈ S}.

De�nition 2.11. Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Die

Mengen der Form aH heiÿen Linksnebenklassen von H, und die Mengen

der Form Ha heiÿen Rehtsnebenklassen von H.

Wegen e ∈ H gilt aH = H genau dann wenn a ∈ H.

Satz 2.3.1. Sei H eine Untergruppe von G.

(a) Ein Element a ∈ G liegt in einer Linksnebenklasse C von H genau

dann wenn C = aH.

(b) Zwei Nebenklassen sind entweder gleih oder disjunkt.

(c) Es gilt aH = bH genau dann wenn a−1b ∈ H.

(d) Je zwei Nebenklassen haben die gleihe Kardinalität.

Beweis. (a): Falls C = aH gilt, haben wir a ∈ aH. Umgekehrt, wenn a in

der Linksnebenklasse bH liegt, dann folgt a = bh für ein h ∈ H, und

aH = bhH = bH.

(b): Angenommen, zwei Nebenklassen C und C ′ sind niht disjunkt. Dann

gibt es ein a in C und in C ′, so dass C = aH = C ′ wegen (a).

(c): Falls a−1b ∈ H, dann folgt H = a−1bH und aH = aa−1bH = bH.

Umgekehrt, falls aH = bH gilt, dann hat man H = a−1bH und a−1b ∈ H.

(d): The Abbildung Lba−1 : aH → bH, gegeben durh ah 7→ bh ist eine

Bijektion.

De�nition 2.12. Sei H eine Untergruppe von G. Der Index (G : H) von
H in G ist die Kardinalität der Menge {aH | a ∈ G}, d.h., die Anzahl der
Linksnebenklassen von H in G.

14



2.3 Nebenklassen und Faktorgruppen

Für die triviale Untergruppe H = 1 gilt (G : 1) = |G|. Das ist die

Ordnung von G, d.h., die Anzahl der Elemente in G. Wir haben

G =
⋃

a∈G
aH.

Da je zwei Nebenklassen gleih oder disjunkt sind, bilden sie eine Partition

von G.

Theorem 2.3.2 (Lagrange). Sei G eine endlihe Gruppe, und H eine Un-

tergruppe. Dann gilt

(G : 1) = (G : H)(H : 1).

Insbesondere teilt die Ordung einer Untergruppe die Ordnung von G.

Beweis. Die Linksnebenklassen von H in G bilden eine Partition von G. Es
gibt (G : H) Nebenklassen, und jede hat (H : 1) Elemente.

De�nition 2.13. Die Ordnung eines Gruppenelements g ∈ G ist de�niert

als die Ordnung der zyklishen Untergruppe, die durh g erzeugt wird, d.h.,

ord(g) = |〈g〉|.
Die Abbildung ψ : Z→ 〈g〉, k 7→ gk ist ein surjektiver Gruppenhomomor-

phismus mit 〈g〉 ∼= Z für ord(g) = ∞ und 〈g〉 ∼= Z/mZ für ord(g) = m,

siehe Beispiel 2.3.16. Ist ord(g) = m ∈ N, so folgt aus diesem Isomorphis-

mus

gk = e⇔ k ∈ mZ.

Insbesondere ist die Ordnung von g ist auh die kleinste positive Zahl k ≥ 1
mit gk = e. Existiert keine solhe Zahl, so hat man ord(g) =∞.

Korollar 2.3.3. Die Ordnung von g teilt die Ordnung von G für jedes

g ∈ G, und es gilt

g|G| = e.

Beweis. Man wende Lagrange für die Untergruppe H = 〈g〉 an und benutze

(H : 1) = ord(g). Aus ord(g) | ord(G) folgt ord(G) ∈ ord(g)Z, und daher

gord(G) = e.

Bemerkung 2.3.4. Für die Gruppe U(n) = (Z/nZ)× der invertierbaren

Elemente in Z/nZ bedeutet a|G| = e auh aϕ(n) = 1, wegen |U(n)| = ϕ(n).

Für n = p Primzahl ist das der "kleine Fermat": ap−1 ≡ 1 mod p für p ∤ a.
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Korollar 2.3.5. Jede Gruppe von Primzahlordnung p ist isomorph zu der

zyklishen Gruppe Cp.

Beweis. Sei G eine Gruppe der Ordung p. Dann hat jedes Element die

Ordung 1 oder p, weil das die einzigen positiven Teiler von p sind. Da G
niht-trivial ist, gibt es ein Element g ∈ G der Ordnung p. SeiH = 〈g〉 ⊆ G
die zyklishe Untergruppe vonG, die durh g erzeugt wird. Dann ist |H| = p

und H = G = {e, g, g2, . . . gp−1}.
Zu je zwei Gruppen G und H kann man das direkte Produkt G × H

bilden. Es ist das kartesishe Produkt von G und H mit der Komposition

(g, h)(g′, h′) = (gg′, hh′). Diese erfüllt alle Gruppenaxiome. Eine endlihe

Gruppe G mit ord(G) = n ist zyklish genau dann, wenn sie ein Element

der Ordnung n hat. Man beahte, dass das direkte Produkt Cn × Cn die

Ordung n2 hat, aber kein Element der Ordung n2 für n ≥ 2. Also ist sie

niht zyklish. Allerdings gilt nun der folgende Satz.

Satz 2.3.6. Jede Untergruppe einer zyklishen Gruppe ist zyklish.

Beweis. Sei G eine zyklishe Gruppe mit Erzeuger g. Für eine Untergruppe
H ⊆ G werden wir H = 〈gn〉 für ein n ∈ N zeigen. Also ist H zyklish. Die

triviale Gruppe ist o�enbar von dieser Form. Also können wir annehmen,

dass H niht-trivial ist. Sei n die kleinste positive ganze Zahl mit gn ∈ H.

Ein solhes n muss existieren, da H niht-trivial ist, und somit irgendeine

Potenz von g enthalten muss. Wir behaupten, dass jedes h ∈ H eine Potenz

von gn ist. Wir wissen, dass h = gm für ein m ∈ Z. Mit dem Euklidishen

Algorithmus in Z erhalten wir m = qn + r für ganze Zahlen q und r mit

0 ≤ r < n. Also ist

h = gm = (gn)qgr,

und gr = (gn)−qh. Wegen gn ∈ H zeigt das gr ∈ H. Da n aber minimnal

war, impliziert 0 ≤ r < n nun r = 0. Also gilt n | m und h = gm ∈ 〈gn〉.
das zeigt H = 〈gn〉.

De�nition 2.14. Eine Untergruppe N von G heiÿt normal oder Normal-

teiler, falls gN = Ng für alle g ∈ G. Wir shreiben N ⊳ G.

O�enbar ist eine Untergruppe N von G genau dann ein Normalteiler, falls

gNg−1 = N für alle g ∈ G. In einer abelshen Gruppe ist jede Untergruppe
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2.3 Nebenklassen und Faktorgruppen

ein Normalteiler. In niht-abelshen Gruppen muss niht jede Untergruppe

ein Normalteiler sein.

Beispiel 2.3.7. Sei G = GL2(Z) = {A ∈ M2(Z) | det(A) = ±1} und

N = {( 1 n0 1 ) | n ∈ Z}. Dann ist G eine Gruppe, und N eine Untergruppe

von G, die niht normal ist.

Für g = ( 0 1
1 0 ) ∈ G haben wir

g

(

1 n

0 1

)

g−1 =

(

1 0

n 1

)

6∈ N.

Lemma 2.3.8. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus ϕ : G → H ist

stets ein Normalteiler von G.

Beweis. Sei N = ker(ϕ). Es genügt, aNa−1 ⊆ N für alle a ∈ G zu zeigen,

da daraus auh a−1Na ⊆ N folgt. Das kann man umshreiben als aN ⊆ Na

und Na ⊆ aN , was aN = Na für alle a ∈ G bedeutet.

Sei also x ∈ N , d.h., ϕ(x) = eH . Dann ist

ϕ(axa−1) = ϕ(a)ϕ(x)ϕ(a)−1

= ϕ(a)eHϕ(a)
−1

= eH .

Beispiel 2.3.9. Der Kern des Gruppenhomomorphismus det : GLn(K)→
K× ist ein Normalteiler in GLn(K), der durh

SLn(K) = {A ∈ GLn(K) | det(A) = 1}

gegeben ist.

Das Argument kann man auh für GLn(Z) = {A ∈ Mn(Z) | det(A) =

±1} rehtfertigen, d.h.,
SLn(Z) ⊳ GLn(Z),

siehe auh Beispiel 2.3.7.

Lemma 2.3.10. Jede Untergruppe H von G mit (G : H) = 2 ist normal.

17
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Beweis. Ist (G : H) = 2, dann ist G = H ∪ gH als disjunkte Vereinigung.

Also ist gH das Komplement von H in G. Das gleihe Argument zeigt, dass

auh Hg das Komplement von H in G ist. Also gilt gH = G \H = Hg für

alle g ∈ G.
Beispiel 2.3.11. Die Untergruppe Cn = {e, r, r2, . . . , rn−1} in Dn hat In-

dex 2, and ist deshalb ein Normalteiler.

Lemma 2.3.12. Sei N ein Normalteiler einer Gruppe G. Die Menge der

Nebenklassen G/N wird mit der Multiplikation aN · bN = abN zu einer

Gruppe, der sogenannten Faktorgruppe. Die Abbildung π : G→ G/N , a 7→
aN ist ein Gruppenhomomorphismus mit ker(π) = N .

Beweis. Die Multiplikation ist wohlde�niert, weil (ab)N niht von der Wahl

der Repräsentanten abhängt. Ist xN = aN und yN = bN für irgenwelhe

x, y ∈ G, so folgt

(ab)N = a(bN) = a(yN) = a(Ny)

= (aN)y = (xN)y = x(Ny)

= x(yN) = (xy)N.

Hier haben wir wesentlih benutzt, dass N normal ist. Man prüft nun die

Gruppenaxiome leiht nah. Das neutrale Element von G/N ist eN = N ,

und das Inverse zu aN ist a−1N . Wir haben

π(ab) = abN = aN · bN = π(a)π(b),

und π ist o�ensihtlih surjektiv. Es gilt wegen Satz 2.3.1, Teil (c),

ker(π) = {a ∈ G | π(a) = eN}
= {a ∈ G | aN = eN}
= {a ∈ G | a ∈ N}
= N.

Der Homomorphismus π : G→ G/N hat eine universelle Eigenshaft.
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2.3 Nebenklassen und Faktorgruppen

Satz 2.3.13 (Homomorphiesatz). Sei ϕ : G → H ein Gruppenhomomor-

phismus, und N ein Normalteiler von G mit N ⊆ ker(ϕ). Dann existiert

genau ein Gruppenhomomorphismus ϕ : G/N → H, so dass das Diagramm

G
ϕ

//

π
""❉

❉❉
❉❉

❉❉
❉ H

G/N
ϕ

<<②②②②②②②②

kommutiert, d.h., mit ϕ = ϕ ◦ π. Es gilt im(ϕ) = im(ϕ) und ker(ϕ) =
π(ker(ϕ)). Insbesondere ist ϕ genau dann injektiv, wenn ker(ϕ) = N gilt.

Beweis. Für jede Abbildung ϕ mit ϕ = ϕ ◦ π gilt ϕ(aN) = ϕ(a). Daher ist
ϕ eindeutig bestimmt, falls es existiert. Die Existenz ersheint trivial, weil

wir ja ϕ einfah durh ϕ(aN) = ϕ(a) de�nieren können. Das maht aber

nur dann Sinn, wenn aus aN = bN shon ϕ(a) = ϕ(b) folgt. Das nennt

man die Wohlde�niertheit von ϕ, und die müssen wir jetzt zeigen. In der

Tat, aus aN = bN folgt b−1a ∈ N ⊆ ker(ϕ). Das bedeutet

eH = ϕ(b−1a) = ϕ(b)−1ϕ(a),

also ϕ(a) = ϕ(b). Weiterhin gilt

ϕ(aN)ϕ(bN) = ϕ(a)ϕ(b) = ϕ(ab) = ϕ(abN) = ϕ(aN · bN).

Also ist ϕ ein Gruppenhomomorphismus. Weiterhin gilt im(ϕ) = im(ϕ)
und ker(ϕ) = π(ker(ϕ)) nah De�nition. Da π surjektiv ist, ist ker(ϕ) das

Urbild von ker(ϕ) unter π, d.h.,

ker(ϕ) = π−1(ker(ϕ)).

Nun ist ϕ genau dann injektiv, wenn ker(ϕ) = N trivial ist, d.h., wenn

ker(ϕ) = π−1(N) = N ist.

Korollar 2.3.14. Sei ϕ : G→ H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt

G/ ker(ϕ) ∼= ϕ(G).

Beweis. Nah Satz 2.3.13 mit N = ker(ϕ) existiert ein eindeutig bestimm-

ter Homomorphismus ϕ : G/ ker(ϕ)→ ϕ(G) mit ϕ = ϕ ◦ π. Er ist injektiv
wegen ker(ϕ) = N und surjektiv wegen im(ϕ) = im(ϕ) = ϕ(G). Also ist er

ein Isomorphismus.
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Beispiel 2.3.15. Für G = GLn(K) und ϕ = det : GLn(K) → K× gilt

ker(ϕ) = SLn(K) und ϕ(G) = K×. Also erhalten wir

GLn(K)/SLn(K) ∼= K×.

Beispiel 2.3.16. Sei G = 〈g〉 eine endlihe zyklishe Gruppe. Dann ist

ϕ : Z → G, k 7→ gk ein Gruppenhomomorphismus mit ker(ϕ) = mZ für

ein m ∈ Z und ϕ(Z) = G. Wir erhalten dann

Z/mZ ∼= G.

Für zwei Untergruppen H und N von G bezeihne

HN = {hn | h ∈ H, n ∈ N}

das Komplexprodukt.

Satz 2.3.17 (1. Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe

und N ein Normalteiler. Dann ist HN eine Untergruppe von G, N ein

Normalteiler in HN und H ∩ N ein Normalteiler in H. Die Einbettung

H ⊆ HN induziert einen Isomorphismus

H/(H ∩N) ∼= HN/N.

Beweis. Die Menge HN erfüllt die Untergruppenaxiome (S1) und (S2). Für

Elemente h1n1, h2n2 ∈ HN gilt

(h1n1)(h2n2) = h1(n1h2)n2 ∈ h1h2N,

weil n1h2 ∈ Nh2 = h2N ist, also n1h2 = h2n für ein n ∈ N gilt. Das zeigt

(S1). Für hn ∈ HN gilt

(hn)−1 = n−1h−1 = (h−1n−1h)h−1 ∈ NH,

weil h−1n−1h = n′ ∈ N gilt. Also gilt (S2). Wegen N ⊳ G gilt erst reht

N ⊳ HN . Die Komposition

H →֒ HN → HN/N

ist ein surjektiver Homomorphismus mit Kern H ∩ N , der deswegen ein

Normalteiler in H ist. In der Tat, ϕ : H → HN/N ist durh h 7→ hN

gegeben, mit
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2.3 Nebenklassen und Faktorgruppen

ker(ϕ) = {a ∈ H | aN = N}
= {a ∈ H | a ∈ N}
= H ∩N.

Aus Korollar 2.3.14 folgt dann

H/(H ∩N) ∼= HN/N.

Einen surjektiven Homomorphismus bezeihnet man auh als Epimorphis-

mus.

Satz 2.3.18 (2. Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe, H und N Normal-

teiler mit N ⊆ H. Dann ist N auh Normalteiler in H, und man kann

H/N als Normalteiler von G/N au�assen. Es gibt einen Epimorphismus

G/N → G/H, der einen Isomorphismus

(G/N)/(H/N) ∼= G/H.

induziert.

Beweis. Wegen N ⊳G gilt auh N ⊳H. Die Inklusion H →֒ G induziert den

Homomorphismus

ψ : H →֒ G→ G/N,

der den KernN hat. nah demHomomorphiesatz gibt es also einen eindeutig

bestimmen Homomorphismus ψ : H/N → G/N , so dass das Diagramm

H
ψ

//

π
!!❉

❉❉
❉❉

❉❉
❉❉

G/N

H/N
ψ

;;✈✈✈✈✈✈✈✈✈

kommutiert, d.h., mit ψ = ψ ◦ π. Wegen ker(ψ) = N ist ψ injektiv. Also

können wir H/N mit der Untergruppe im(ψ) von G/N identi�zieren. Der

Epimorphismus G → G/H induziert wegen N ⊆ H auh einen Epimor-

phismus

ϕ : G/N → G/H, aN 7→ aH
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mit

ker(ϕ) = {aN ∈ G/N | aH = H}
= {aN ∈ G/N | a ∈ H}
= H/N.

Nun folgt die Behauptung aus Korollar 2.3.14.

Beispiel 2.3.19. Wir haben

(Z/16Z)/(8Z/16Z)∼= Z/8Z.

2.4 Symmetrishe Gruppen

Nah dem Satz von Cayley (Satz 2.2.2) kann jede endlihe Gruppe als Unter-
gruppe einer symmetrishen Gruppe aufgefasst werden. Es lohnt sih daher,

symmetrishe Gruppen und ihre Elemente etwas genauer zu betrahten. Je-

des Element π ∈ Sn ist eine Permutation der Zahlen in X = {1, 2, . . . , n},
die man zunähst in zweireihiger Notation darstellen kann:

π =

(

1 2 3 · · · n

π(1) π(2) π(3) · · · π(n)

)

.

Es ist aber oft günstiger, π als Produkt von sogenannten Zykeln darzustellen.

De�nition 2.15. Seien i1, . . . , ik vershiedene ganze Zahlen aus X. Ein

Element π ∈ Sn heiÿt k-Zykel, falls

π(i1) = i2, . . . , π(ik−1) = ik, π(ik) = i1,

und π alle übrigen Elemente aus X �xiert. Man shreibt π = (i1 . . . ik). Wir

nennen {i1, . . . , ik} den Träger des k-Zykels.

Ein 1-Zykel �xiert alle i ∈ X, also haben wir (i) = id. Ein 2-Zykel

(ij) heiÿt auh Transposition. Wegen (ij)2 = id hat eine Transposition die

Ordnung 2 in der Gruppe Sn. Allgemeiner hat ein k-Zykel die Ordnung k.

Bemerkung 2.4.1. Je zwei Zykel σ, τ ∈ Sn mit disjunkten Trägern kom-

mutieren, d.h., στ = τσ.
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Lemma 2.4.2. Sei α = (i1 · · · ik) ein k-Zykel und τ ∈ Sn. Dann ist τατ−1

wieder ein k-Zykel, gegeben durh

τατ−1 = (τ(i1) · · · τ(ik)).

Beweis. Wegen (τ−1τ)(ir) = ir und α(ir) = ir+1 mod k gilt

τατ−1(τ(ir)) = τ(ir+1 mod k)

für alle 1 ≤ r ≤ k. Sei 1 ≤ j ≤ n gegeben mit j 6= ir für jedes r. Dann ist

α(j) = j, weil j niht im k-Zykel α enthalten ist. Also ist τατ−1(τ(j)) =
τ(j), und τατ−1 �xiert jede Zahl, die niht von der Form τ(ir) ist für ein i,

und wir haben

τατ−1 = (τ(i1) · · · τ(ik)).

Niht jede Permutation ist ein Zykel, aber jede Permutation kann, im

wesentlihen eindeutig, als Produkt von Zyklen geshrieben werden:

Satz 2.4.3 (Zykelzerlegung). Sei σ ∈ Sn. Dann gibt es ein r ∈ N und Zy-

klen σ1, . . . , σr der Länge mindestens zwei mit paarweise disjunkten Trägern
und

σ = σ1 · · ·σr.
Dabei sind r und {σ1, . . . , σr} eindeutig durh σ bestimmt.

Der Satz folgt leiht durh Induktion über die Anzahl der i ∈ X, die

durh σ niht �xiert werden, und ist dem Leser als Übung überlassen.

Beispiel 2.4.4.

(

1 2 3 4 5 6 7 8

5 7 4 2 1 3 6 8

)

= (15)(27634)(8).

Satz 2.4.5. Jedes σ ∈ Sn ist für n ≥ 2 ein Produkt von Transpositionen.

Beweis. Wegen Satz 2.4.3 genügt es zu zeigen, dass jeder k-Zykel ein Pro-

dukt von Transpositionen ist. Für k = 1 gilt (1) = (12)2, und für k ≥ 2

gilt

(i1i2 · · · ik) = (i1i2)(i2i3) · · · (ik−1ik).

23



2 Gruppen

Beispiel 2.4.6.

(13526) = (13)(35)(52)(26).

De�nition 2.16. Das Signum von π ∈ Sn ist de�niert durh

sgn(π) =
∏

i<j

π(i)− π(j)
i− j .

Es de�niert eine Abbildung sgn : Sn → {±1} durh π 7→ sgn(π).

Satz 2.4.7. Die Abbildung sgn : Sn → C2 ist ein Gruppenhomomorphis-

mus, d.h.,

sgn(στ) = sgn(σ)sgn(τ)

für alle σ, τ ∈ Sn.
Den Beweis kennen wir aus der linearen Algebra.

De�nition 2.17. Die alternierende Gruppe An ist de�niert als der Kern

des Signum-Homomorphismus.

O�enbar gilt A1 = A2 = 1 und |An| = n!
2
für n ≥ 2. Als Kern ist An ein

Normalteiler von Sn mit Faktorgruppe Sn/An
∼= C2. Da Transpositionen

das Signum −1 haben, liegen sie niht in An. Aber alle Elemente, die ein

Produkt von einer geraden Anzahl von Transpositionen sind, liegen in An.

Umgekehrt sind alle Elemente von An ein (eventuell leeres) Produkt von

einer geraden Anzahl von Transpositionen, siehe Satz 2.4.5.

Lemma 2.4.8. Jedes Element von An, n ≥ 3 ist ein Produkt von 3-Zykeln.

Also wird An von 3-Zykeln erzeugt.

Beweis. Es gilt (1) = (123)3. Jedes π ∈ An ist ein Produkt von einer gera-

den Anzahl von Transpositionen. Aber das Produkt von je zwei Transposi-

tionen kann immer als Produkt von 3-Zykeln geshrieben werden. Entweder
ist (ij)(ij) = (1), oder (ij)(jl) = (ijl), oder

(ij)(kl) = (ij)(jk)(jk)(kl) = (ijk)(jkl)

für paarweise vershiedene i, j, k, l.

Beispiel 2.4.9. Wir haben A3 = {(1), (123), (132)}. Wegen Korollar 2.3.5

ist jede Gruppe der Ordnung 3 isomorph zu C3, d.h., A3
∼= C3.
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2.5 Gruppen kleiner Ordung

Wir möhten mit elementaren Mitteln alle Gruppen der Ordung n ≤ 8 bis

auf Isomorphie bestimmen. Zunähst einmal gibt es zu jedem n ∈ N eine

zyklishe Gruppe der Ordnung n, nämlih Cn. Zudem kennen wir shon die

S3 mit 6 Elementen, und die D4 mit 8 Elementen. Wir können auh direkte

Produkte von diesen Gruppen betrahten. Wir benötigen noh eine andere

wihtige Gruppe der Ordnung 8.

De�nition 2.18. Sei Q8 die von

I =

(

i 0

0 −i

)

, J =

(

0 1

−1 0

)

erzeugte Untergruppe von GL2(C). Sie heiÿt Quaternionengruppe.

Es gilt

K = IJ =

(

0 i

i 0

)

= −JI

und J2 = I2 = K2 = −E, also J4 = I4 = K4 = E. Somit besteht Q8 aus

den Matrizen

Q8 = {E,−E, I,−I, J,−J,K,−K}
= {( 1 0

0 1 ) ,
(−1 0

0 −1
)

, ( i 0
0 −i ) , (

−i 0
0 i ) , (

0 1
−1 0 ) , (

0 −1
1 0 ) , ( 0 i

i 0 ) ,
(

0 −i
−i 0

)

}.

Da Gruppen der Ordnung p mit p prim isomorph zu Cp sind, gibt es je
eine Gruppe der Ordnung 1, 2, 3. Für |G| = 4 gibt es mehr als nur eine

Gruppe.

Satz 2.5.1. Jede Gruppe der Ordnung 4 ist isomorph zu C4 oder C2×C2.

Beweis. SeiG eine Gruppe der Ordnung 4. FallsG ein Element der Ordnung

4 hat, gilt G ∼= C4. Andernfalls gilt G = {e, a, b, c} und die Ordnung

von a, b, c ist ein ehter Teiler von 4 nah Lagrange, aber niht 1, weil die
Elemente vershieden von e sind. Also haben a, b, c die Ordnung 2 und

es gilt a2 = b2 = c2 = e. Wir behaupten, dass ab = c gilt, weil alle

anderen Wahlen für ab unmöglih sind. Aus ab = e würde zum Beispiel

a = b−1 folgen, also b = b−1 = a, ein Widerspruh. ab = a würde b = e
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bedeuten und ab = b wiederum a = e. In der gleihen Weise sehen wir, dass

ba = c = ab, ca = b = ac und cb = a = bc gilt. Mit diesen Relationen und

C2 = {±1} sieht man leiht, dass die Abbildung f : G→ C2 × C2 mit

f(e) = (1, 1), f(a) = (−1, 1), f(b) = (1,−1), f(c) = (−1,−1)

ein Isomorphismus ist.

Satz 2.5.2. Jede Gruppe gerader Ordnung hat eine ungerade Anzahl von

Elementen der Ordnung 2.

Beweis. Für a ∈ G sei Ua = {a, a−1}. Es gilt |Ua| = 2, auÿer für Elemente

der Ordnung 1 und 2, wo a = a−1 gilt. Sei k die Anzahl der Elemente der

Ordnung 2 in G. Es gibt genau ein Element der Ordnung 1. Wir haben die

disjunkte Vereinigung

G =
⋃

a∈G
Ua

und somit

|G| =
∑

a∈G
|Ua| = |Ue|+ k · 1 + ℓ · 2.

Wegen |Ue| = 1 muss k ungerade sein.

Wir wollen diesen Satz auf Gruppen der Ordnung 6 anwenden.

Lemma 2.5.3. Sei G eine Gruppe der Ordnung 6. Dann besitzt G ein

Element der Ordnung 2 und ein Element der Ordnung 3.

Beweis. Hat G ein Element der Ordnung 6, so ist G ∼= C6
∼= C2 × C3,

und die Behauptung ist rihtig. Andernfalls haben alle Elemente auÿer e

die Ordnung 2 oder 3 wegen Lagrange. Nah Satz 2.5.2 gibt es 1, 3 oder 5
Elemente der Ordnung 2. Angenommen, es gäbe 5 solhe Elemente. Dann

hätte G mindestens drei Erzeuger a, b, c, denn für 2 Erzeuger der Ordnung 2
wäre G ∼= C2×C2. Dann wären aber auh alle Elemente a, b, c, ab, ac, bc, abc

vershieden wegen der Kürzungsregel. Somit wäre

G = {e, a, b, c, ab, ac, bc, abc} ∼= C2 × C2 × C2,

und G hätte mehr als 6 Elemente, ein Widerspruh. Also hat G ein oder drei

Elemente der Ordung 2 und mindestens ein Element der Ordnung 3.
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2.5 Gruppen kleiner Ordung

Satz 2.5.4. Jede Gruppe der Ordnung 6 ist isomorph zu C6 oder S3.

Beweis. Wegen Lemma 2.5.3 gibt es Elemente a, b ∈ G mit ord(a) = 2 und
ord(b) = 3. Dann sind die Elemente e, a, b, ab, b2, ab2 wegen den Kürzungs-

regeln alle vershieden. Da G sehs Elemente hat, folgt

G = {e, a, b, ab, b2, ab2}.
Nun bestimmen wir ba. Es muss eines der 6 Elemente sein. ba = e ist

unmöglih, da sonst b = a−1 und 2 = ord(a) = ord(a−1) = ord(b) = 3.

ba = a oder ba = b würde b = e oder a = e bedeuten. Auh ba = b2 ist

unmöglih. Angenommen, ba = ab. Dann besteht die Gruppe genau aus den

Elementen {aibj | i = 0, 1, j = 0, 1, 2} = C2 × C3
∼= C6. Andernfalls gilt

ba = ab2 = ab−1. Das ist genau die De�nition von D3. Mit a = (12) und

b = (123) ist das die Gruppe S3, wie wir shon gesehen haben.

Lemma 2.5.5. Jede abelshe Gruppe der Ordnung 8 ist isomorph zu C8,

C2 × C4 oder C2 × C2 × C2.

Beweis. Ohne die Klassi�kation endlih-erzeugter abelsher Gruppen zu

verwenden, kann man wie folgt argumentieren. Falls G ein Element der Or-

dung 8 hat, gilt G ∼= C8. Wenn G kein Element der Ordnung 4 hat, so haben
alle Elemente auÿer e die Ordnung 2 und wir erhalten G ∼= C2 × C2 × C2

wie in Beweis von Lemma 2.5.3. Es bleibt der Fall, das G ein Element a
mit ord(a) = 4 hat. Sei N = 〈a〉 und b irgendein Element in G \ N . Dann

ist bN 6= N und

G = N ∪ bN = {e, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b}.
Angenommen, alle Elemente in G \ N hätten Ordnung 4. Dann hätte b2

die Ordnung 2, weswegen dann b2 ∈ N gälte. Aber das einzige Element der

Ordnung 2 in N ist a2, also hat man a2 = b2 und mit a4 = e dann

(a3b)2 = a3ba3b = a6b2 = a8 = e.

Das ist ein Widerspruh zu ord(a3b) = 4. Also gibt es doh ein Element b
der Ordnung 2 in G \ N . Wir haben N = 〈a〉 ∼= C4 und K = 〈b〉 ∼= C2,

und G ist das direkte Produkt beider Gruppen. In der Tat gilt N ∩K = 1,
N,K EG und NK = G, wegen

|NK| = |N ||K|
|N ∩K| =

4 · 2
1

= 8.
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Also ist G ∼= N ×K ∼= C4 × C2.

Satz 2.5.6. Jede niht-abelshe Gruppe der Ordnung 8 ist isomorph zu D4

oder Q8.

Beweis. Da G niht-abelsh ist, haben alle Elemente bis auf e die Ordnung

2 oder 4. Gilt g2 = e für alle g ∈ G dann ist G abelsh. Also gibt es ein

Element x ∈ G der Ordnung 4. Sei y ∈ G \ 〈x〉. Die Untergruppe 〈x, y〉
enthält 〈x〉 als ehte Teilmenge, also gilt 〈x, y〉 = G. Nah Vorraussetzung

kommutieren x und y niht. Da 〈x〉 Index 2 in G hat, ist es ein Normalteiler.

Also gilt

yxy−1 ∈ 〈x〉 = {e, x, x2, x3}.
Da yxy−1 Ordnung 4 hat, folgt yxy−1 = x oder yxy−1 = x3 = x−1. Der erste
Fall isr unmöglih, denn x und y kommutieren niht. Also gilt yxy−1 = x−1.
Die Gruppe G/〈x〉 hat Ordnung 2, also gilt

y2 ∈ 〈x〉 = {e, x, x2, x3}.
Da y Ordnung 2 oder 4 hat, hat y2 Ordnung 1 oder 2. Also y2 = 1 oder

y2 = x2. Also haben wir G = 〈x, y〉 mit entweder

x4 = e, y2 = e, yxy−1 = x−1,

oder

x4 = e, y2 = x2, yxy−1 = x−1.

Es ist nun leiht zu sehen, dass G ∼= D4 im ersten Fall, und G ∼= Q8 im

zweiten Fall.

Sei f(n) die Anzahl der niht-isomorphen Gruppen der Ordnung n. Dann
ist die Klassi�kation der Gruppen mit n ≤ 8 wie folgt gegeben:

n f(n) Gruppen

1 1 1

2 1 C2

3 1 C3

4 2 C4, C2 × C2

5 1 C5

6 2 C6, S3

7 1 C7

8 5 C8, C2 × C4, C2 × C2 × C2, Q8, D4
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2.6 Gruppenoperationen

Bemerkung 2.5.7. Die Resultate in diesem Abshnitt sind Spezialfälle

allgemeinerer Resultate. Satz 2.5.1 kann für alle Gruppen der Ordnung p2

verallgemeinert werden. Es gibt genau zwei vershiedene Gruppen der Ord-

nung p2, nämlih Cp×Cp und Cp2. Lemma 2.5.3 ist ein Spezialfall des Satzes
von Cauhy: für jede Primzahl p, die die Gruppenordnung teilt, gibt es ein

Element der Ordnung p in G. Auh Satz 2.5.4 gilt allgemeiner: jede Gruppe

der Ordnung 2p für eine ungerade Primzahl p ist isomorph zu C2p oder Dp.

Bemerkung 2.5.8. Die Funktion f(n) hat in der Online Enylopedia of

Integer Sequenes OEIS sogar die erste Nummer, nämlih A000001. Diese

Funktion wähst rasant für Primzahlpotenzen pn, siehe Higman's Arbeit [3℄.

In der Tat haben wir

p
2

27
n2(n−6) ≤ f(pn) ≤ p

2

27
n3+O(n5/2)

Was die Klassi�kation von endlihen Gruppen im allgemeinen betri�t, so

gibt es das Millennium-Projekt von Beshe, Eik und O'Brian [1℄. Sie haben

alle Gruppen der Ordnung n ≤ 2000 klassi�ziert. Die Arbeit wurde 2002

publiziert (ein kleiner Fehler in der Anzahl wurde 2022 von Burell korri-

giert). Die meisten Gruppen gibt es tendenziell für Potenzen von 2. Es gibt
genau 49.910.531.351 vershiedene Gruppen der Ordnung n ≤ 2000. Mehr

als 99% von ihnen haben die Ordnung 210. Es gilt f(210) = 49.487.367.289.
Die anderen Werte für f(2k), mit k = 1, . . . 9 sind

1, 2, 5, 14, 51, 267, 2328, 56092, 10494213.

2.6 Gruppenoperationen

De�nition 2.19. Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Gruppenope-

ration von G auf X ist eine Abbildung (g, x) 7→ gx, G×X → X mit

(1) g(hx) = (gh)x für alle g, h ∈ G und alle x ∈ X,

(2) ex = x für das neutrale Element e ∈ G und alle x ∈ X.

Eine Gruppenoperation vonG aufX ist nihts anderes als ein Gruppenho-

momorphismus G → Sym(X). Die Operation de�niert nämlih Linksmul-

tiplikationen Lg ∈ Sym(X), und die Axiome besagen dann, daÿ L : G →
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Sym(X), g 7→ L(g) = Lg ein Homomorphismus ist.

Die Operation hieÿt treu, falls L injektiv ist, d.h., falls gilt

gx = x für alle x ∈ X impliziert g = e.

Beispiel 2.6.1. 1. Jede Gruppe G operiert auf jeder Menge X durh die

triviale Operation, d.h., durh gx = x für alle g ∈ G und alle x ∈ X.

2. Die Gruppe GLn(K) operiert auf Kn
durh Matrix Multiplikation, also

durh (A, x) 7→ Ax.

3. Die symmetrishe Gruppe Sn operiert durh Permutationen auf der Men-

ge X = {1, 2, . . . , n}.
4. Jede Gruppe G operiert auf sih selbst durh Konjugation: mit X = G
ist die Operation durh (g, x) 7→ gxg−1 gegeben.

5. Für jede Gruppe G operiert die Automorphismengruppe Aut(G) auf G.

6. Die Gruppe SL2(C) der komplexen 2 × 2-Matrizen A = ( a bc d ) mit De-
terminante det(A) = 1 operiert auf der Riemannshen Zahlenkugel C =

C ∪ {∞} durh Möbius Transformationen

(A, z) 7→ A · z = az + b

cz + d
,

mit A · ∞ = a/c und A · (−d/c) =∞.

Wir wollen die Axiome für das letzte Beispiel nahprüfen. Die Einheits-

matrix I operiert durh Iz = 1z+0
0z+1

= z. Für zwei Matrizen A = ( a bc d ),

B =
(

α β
γ δ

)

hat man

A · (B · z) = A ·
(

αz + β

γz + δ

)

=
a
(

αz+β
γz+δ

)

+ b

c
(

αz+β
γz+δ

)

+ d

=
(aα + bγ)z + (aβ + bδ)

(cα + dγ)z + (cβ + dδ)

=

(

aα + bγ aβ + bδ
cα + dγ cβ + dδ

)

· z

= (AB) · z.
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2.6 Gruppenoperationen

De�nition 2.20. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert. Für

x ∈ X heiÿt die Menge

Gx = {gx | g ∈ G} ⊆ X

die Bahn von x. Man sagt auh G-Orbit und shreibt O(x).

Beispiel 2.6.2. Operiert G auf suh selbst durh Konjugation, so sind die

G-Orbiten nihts anderes als die Konjugationsklassen. Hier ist für x ∈ X =
G die Konjugationsklasse von x die Menge

{gxg−1 | g ∈ G}.

Zwei Bahnen Gx und Gy sind entweder disjunkt oder gleih, denn aus

gx = hy ∈ Gx ∩Gy

folgt x = g−1hy, also Gx ⊆ Gy, und y = h−1gx, also Gy ⊆ Gx. Also ist X
die disjunkte Vereinigung aller Bahnen.

De�nition 2.21. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert. Für

x ∈ X heiÿt die Menge

Gx = {g ∈ G | gx = x} ⊆ G

der Stabilisator von x, oder die Isotropiegruppe von x.

In der Tat ist Gx eine Untergruppe von G, aber im allgemeinen kein

Normalteiler.

Beispiel 2.6.3. Operiert G auf suh selbst durh Konjugation, so sind die

Stabilisatoren gerade die Zentralisatoren. Hier ist für x ∈ X der Zentrali-

sator von x in G die Menge

CG(x) = {g ∈ G | gx = xg}.

Das Zentrum Z(G) von G ist gerade der Shnitt über alle Zentralisatoren,

Z(G) =
⋂

x∈G
CG(x) = {g ∈ G | gx = xg ∀x ∈ G}.

31
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Beispiel 2.6.4. Sei G eine Gruppe, die durh Konjugation auf sih selbst

operiert und H eine Untergruppe von G. Dann ist der Stabilisator von H
genau der Normalisator von H in G. Hier ist der Normalisator NG(H) von

H in G gegeben durh

NG(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H}.
De�nition 2.22. Eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer niht-

leeren Menge X heiÿt transitiv, falls es nur eine Bahn gibt, d.h., falls für

alle x, y ∈ X ein g ∈ G existiert mit gx = y.

Dann ist Gx = X für alle x ∈ X.

Beispiel 2.6.5. 1. Die Gruppe Sn operiert transitiv auf X = {1, 2, . . . , n}.
2. Die Konjugationsoperation einer niht-trivialen Gruppe G ist niht tran-

sitiv.

3. Die Operation von GLn(K) auf Kn
durh Matrix Multiplkation ist niht

transitiv.

Für 1. benutze man, dass 1 auf jede Zahl in X abbildet werden kann unter

einer Permutation von Sn. Wäre die Operation in 2. transitiv, so wäre jeder

Orbit gleih G. Wegen g · e = geg−1 = e wäre also G trivial, Widerspruh.

Für 3. genügt es zu bemerken, dass die Bahn von 0 niht gleih X ist.

2.7 Die Klassengleihung

De�nition 2.23. Sei G eine Gruppe, die auf X operiert. Eine G-invariante

Abbildung zwishen G-Mengen X und Y ist eine Abbildung ϕ : X → Y
mit ϕ(gx) = gϕ(x) für alle x ∈ X und alle g ∈ G. Die Abbildung ϕ heiÿt

Isomorphismus von G-Mengen, falls ϕ bijektiv und G-invariant ist.

Theorem 2.7.1 (Orbit-Stabilisator-Theorem). Sei G eine Gruppe, die auf

X operiert. Dann ist die Abbildung

ϕ : G/Gx → Gx, gGx 7→ gx

ein Isomorphismus von G-Mengen und es gilt

|Gx| = (G : Gx) =
|G|
|Gx|

.
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2.7 Die Klassengleihung

Beweis. Die Abbildung ϕ ist wohlde�niert: aus gGx = hGx folgt g−1h ∈
Gx, also gx = g(g−1hx) = hx. Sie ist injektiv, weil aus gx = hx folgt

g−1hx = x, also g−1h ∈ Gx und deshalb gGx = hGx. Sie ist surjektiv nah

Konstruktion. Wir überlassen es dem Leser zu zeigen, dass die Abbildung

G-invariant ist.

Für die Konjugationsoperation von G auf sih selbst und einer Untergrup-

pe H von G erhält man das folgende Resultat.

Korollar 2.7.2. Die Anzahl der Konjugierten gHg−1 einer Untergruppe H
von G ist durh (G : NG(H)) gegeben.

Da X die disjunkte Vereinigung seiner G-Bahnen ist, folgt aus |Gx| =
(G : Gx) die Bahnengleihung:

Korollar 2.7.3 (Bahnengleihung). Ist (xi)i∈I ein Vertretersystem für die

G-Bahnen in X, so gilt

|X| =
∑

i∈I
(G : Gxi).

Die Bahnengleihung wird zur Klassengleihung für die Konjugationsope-

ration.

Satz 2.7.4 (Klassengleihung).

|G| =
∑

x∈C
(G : CG(x))

= |Z(G)|+
∑

y∈C′
(G : CG(y)),

wobei x ein Vertretersystem C für die Konjugationsklassen durhläuft, und

y ein Vertretersystem C ′ für die Konjugationsklassen mit mehr als einem

Element.

Man beahte, dass jeder Summand ein Teiler von |G| ist, also jede Kon-

jugationsklasse eine Ordung hat, die ein Teiler von |G| ist. Das folgt niht
aus Lagrange, da Konjugationsklassen keine Untergruppen sein müssen.

Die folgende Tabelle zeigt die Konjugationsklassen in S4. Sie sind durh den

Zykeltyp bestimmt.
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Zykeltyp Elemente

1 (1)

(ab) (12), (13), (14), (23), (24), (34)

(abc) (123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)

(ab)(cd) (12)(34), (13)(24), (14)(23)

(abcd) (1234), (1432), (1324), (1423), (1243), (1342)

Beispiel 2.7.5. Die Klassengleihung für S4 lautet

|S4| = 24 = 1 + 6 + 8 + 3 + 6.

Wir haben Z(S4) = 1.

Die Klassengleihung hat einige wihtige Konsequenzen. Zunähst wol-

len wir die Klassi�kation endliher abelsher Gruppen aus der elementaren

Zahlentheorie in Erinnerung rufen.

Theorem 2.7.6. Sei A eine endlihe abelshe Gruppe. Dann gibt es ein

k ∈ N, Primzahlen p1, . . . , pk und positive ganze Zahlen n1, . . . , nk mit

A ∼=
k
∏

j=1

Z/p
nj

j Z.

Dabei sind k und die Paare (pj, nj) bis auf Reihenfolge eindeutig durh A

bestimmt.

Korollar 2.7.7. Sei A eine endlihe abelshe Gruppe und p eine Primzahl,

die |A| teilt. Dann besitzt A ein Element der Ordnung p.

Beweis. Wegen |A| = ∏k
j=1 p

nj

j bedeutet p | |A|, dass p = pi für ein i. Also
hat A eine Untergruppe, die isomorph zu einer zyklishen Gruppe Z/pnZ

ist. Ihr Erzeuger g hat Ordnung pn. Dann hat das Element gp
n−1

die Ordung

p, denn ord(gk) = n
gcd(k,n) in einer zyklishen Gruppe der Ordung n.

Nun folgt mit Hilfe der Klassengleihung eine Verallgemeinerung, die als

der Satz von Cauhy bekannt ist.

Satz 2.7.8 (Cauhy). Sei G eine endlihe Gruppe und p eine Primzahl,

die |G| teilt. Dann besitzt G ein Element der Ordnung p.
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Beweis. Wir mahen eine Induktion über |G|. Angenommen, es gibt ein

Element y ∈ G \ Z(G) mit p ∤ (G : CG(y)). Dann folgt p | |CG(y)| wegen

(G : 1) = (G : CG(y)) · (CG(y) : 1).

Nah Induktionsannahme gibt es ein Element der Ordung p in CG(y), und

somit auh in G. Also dürfen wir annehmen, dass p alle Terme (G : CG(y))
in der Klassengleihung für niht-zentrale Elemente y teilt. Aber dann haben
wir p | |Z(G)|. Da Z(G) abelsh ist, gibt es wegen Korollar 2.7.7 ein Element

der Ordnung p in Z(G) ⊆ G.

Der Satz von Cauhy ist sehr nützlih für die Strukturtheorie endliher

Gruppen.

Satz 2.7.9. Jede Gruppe der Ordnung 2p für eine Primzahl p > 2 ist

isomorph zu C2p oder Dp.

Beweis. Nah Cauhy's Theorem gibt es für jeden Primteiler p von |G| ein
Element der Ordung p in G. Wegen |G| = 2p und p > 2 können wir das

für 2 und p anwenden. Sei s also ein Element der Ordnung 2, und r ein

Element der Ordnung p. Dann ist Cp = 〈r〉 ein Normalteiler von G wegen

(G : Cp) = 2, siehe Lemma 2.3.10. O�ensihtlih gilt s 6∈ Cp, so dass

G = Cp ∪ Cps. Das bedeutet G = {1, r, . . . , rp−1, s, rs, . . . , rp−1s}. Da Cp
normal ist gilt srs−1 = rk für ein k ∈ Z. Wegen s2 = e haben wir

r = s2rs−2 = s(srs−1)s−1 = rk
2

.

Das bedeutet k2 ≡ 1 mod p, also p | (k− 1)(k+1). Es folgt also entweder
k ≡ 1 mod p oder k ≡ −1 mod p. In ersten Fall ist G abelsh (jede

Gruppe, die durh kommutierende Elemente erzeugt wird, ist kommutativ),

d.h., G = 〈r, s | rp = s2 = e, rs = sr〉 ∼= C2p. Im zweiten Fall haben wir

srs−1 = r−1, so dass G ∼= Dp.

De�nition 2.24. Eine endlihe Gruppe G heiÿt p-Gruppe, falls sie Prim-

zahlpotenzordnung hat, d.h., falls |G| = pm.

Satz 2.7.10. Eine endlihe Gruppe G ist genau dann eine p-Gruppe falls

jedes Element eine p-Potenz Ordung hat.
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Beweis. Ist |G| = pm, dann hat wegen des Satzes von Lagrange jedes Ele-

ment eine Ordnung, die pm teilt, also eine p-Potenz ist. Für die Umkehrung

nehmen wir an, es gäbe eine Primzahl q 6= p mit q | |G|. Dann gäbe es ein

Element g ∈ G mit ord(g) = q 6= pk wegen Cauhys Theorem. Das ist ein

Widerspruh zur Voraussetzung. Also gilt |G| = pm für ein m ∈ N.

Satz 2.7.11. Sei G eine niht-triviale endlihe p-Gruppe. Dann ist Z(G)

niht-trivial.

Beweis. Nah Voraussetzung ist (G : 1) eine p-Potenz. Also sind alle Terme

über y ∈ C ′ in der Klassengleihung durh p teilbar. Das bedeutet p |
|Z(G)|.
Satz 2.7.12. Eine Gruppe der Ordnung pn hat Normalteiler von jeder mög-

lihen Ordnung 1, p, . . . , pn.

Beweis. Wir mahen eine Induktion über n. Wegen Korollar 2.7.7 besitzt

Z(G) ein Element g der Ordnung p. Also ist N = 〈g〉 ein Normalteiler der

Ordnung p. Es gilt |G/N | = pn−1, und wir können die Induktionsvoraus-

setzung anwenden. Da die Normalteiler von G/N zu den Normalteilern von

G, die N enthalten korrespondieren, folgt die Behauptung für G.

Lemma 2.7.13. Sei H eine Untergruppe von G mit H ⊆ Z(G), so dass

G/H zyklish ist. Dann ist G abelsh.

Beweis. Sei a ein Element in G, dessen Bild in G/H ein Erzeuger ist. Dann

kann man jedes Element von G shreiben als g = ajh mit h ∈ H und j ∈ Z.

Wegen H ⊆ Z(G) haben wir

aih · ajh′ = aiajhh′

= ajaih′h

= ajh′ · aih.

Satz 2.7.14. Jede Gruppe der Ordnung p2 mit einer Primzahl p ist abelsh

und deshalb isomorph zu Cp × Cp oder Cp2.
Beweis. Wegen Lagrange gilt |Z(G)| ∈ {1, p, p2} und wegen Satz 2.7.11
können wir Ordnung 1 ausshliessen, d.h., |G/Z(G)| ∈ {1, p}. In beiden

Fällen ist G/Z(G) zyklish, so dass G abelsh ist wegen Lemma 2.7.13.

36



2.7 Die Klassengleihung

Gruppen der Ordnung p3 müssen niht notwenig abelsh sein, wie wir in

Satz 2.5.6 für p = 2 gesehen haben. Zusammen mit Lemma 2.5.5, oder mit

Theorem 2.7.6 haben wir folgende Klassi�kation.

Satz 2.7.15. Jede Gruppe G der Ordnung 23 ist isomorph zu einer der

Gruppen C8, C4 × C2, C2 × C2 × C2 oder D4, Q8.

Auh für p > 2 gibt es niht-abelshe Gruppen der Ordnung p3. Die

Heisenberggruppe über Z/(p) ist de�niert durh

Heis(Z/(p)) =











1 a b

0 1 c
0 0 1



 | a, b, c ∈ Z/(p)







.

Sie ist o�ensihtlih niht-abelsh und hat die Ordnung p3. Für p = 2 erhält
man Heis(Z/(2)) ∼= D4. Für p > 2 haben alle niht-trivialen Elemente in

Heis(Z/(p)) die Ordnung p, da




1 a b
0 1 c

0 0 1





p

=





1 0 p(p−1)
2 ac

0 1 0

0 0 1



 = I,

weil

p(p−1)
2 ≡ 0 mod p für alle p > 2. Eine weitere niht-abelshe Gruppe

der Ordnung p3 ist wie folgt gegeben. Sei

Aff(Z/(p2)) =

{(

a b
0 1

)

| a, b ∈ Z/(p2), a 6= 0

}

⊆ GL2(Z/(p
2))

die a�ne Gruppe über Z/(p2). Sie hat die Ordnung p2ϕ(p2) = p3(p − 1)
und besitzt einen eindeutigen Normalteiler Γ(p) der Ordnung p3, gegeben

durh

Γ(p) =

{(

a b

0 1

)

| a, b ∈ Z/(p2), ap = 1 in (Z/(p2))×
}

.

Er ist der Kern des Homomorphismus Aff(Z/(p2)) → (Z/(p2))× gegeben

durh

(

a b
0 1

)

7→ ap,

und hat ein Element der Ordnung p2, nämlih ( 1 1
0 1 ). Deshalb sind Γ(p) und

Heis(Z/(2)) für p > 2 niht isomorph. Für p = 2 sind sie allerdings beide

isomorph zu D4.
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Theorem 2.7.16 (Hölder 1893). Jede Gruppe der Ordnung p3 für eine

Primzahl p > 2 ist isomorph zu einer der Gruppen Cp×Cp×Cp, Cp×Cp2,
Cp3, Heis(Z/p) oder Γ(p).

2.8 Die Sylowsätze

De�nition 2.25. Sei G eine endlihe Gruppe und p ein Primteiler von |G|.
Eine Untergruppe von G heiÿt p-Sylowgruppe von G falls ihre Ordnung die

höhste p-Potenz ist, die |G| teilt.

Eine p-Sylowgruppe ist also eine maximale p-Untergruppe von G. Für
p ∤ |G| ist o�enbar die triviale Gruppe eine p-Sylowgruppe von G.

Beispiel 2.8.1. 1. P = {(1), (123), (132)} ist eine 3-Sylowgruppe von S4.

2. P = {(1), (1234), (13)(24), (1432), (24), (14)(23), (13), (12)(34)} ist eine
2-Sylowgruppe von S4. Sie ist isomorph zu D4.

Hier haben wir |S4| = 24 = 23 · 3, und r = (1234), s = (24) für D4.

Für die Sylowsätze benötigen wir folgendes Lemma.

Lemma 2.8.2. Sei H eine p-Gruppe, die auf einer endlihen Menge X

operiert und sei XH
die Menge der Punkte, die von H �xiert wird, d.h.

XH = {x ∈ X | hx = x ∀h ∈ H}.

Dann gilt

|X| ≡ |XH | mod p.

Insbesondere folgt

|H| ≡ |Z(H)| mod p.

Beweis. Es gilt (H : Stab(x0)) = |Hx0| wegen Theorem 2.7.1. Da H ei-

ne p-Gruppe ist, muss dieser Index eine p-Potenz sein. Also besteht Hx0
entweder nur aus einem Element, oder |Hx0| ist durh p teilbar. Da X die

disjunkte Vereinigung seiner Bahnen ist, folgt die erste Behauptung. Wen-

det man diese auf die Konjugationsoperation an, so erhält man die zweite

Behauptung.
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Theorem 2.8.3 (Sylow I). Sei G eine endlihe Gruppe und p eine Prim-

zahl. Gilt pr | |G| für ein r ≥ 1, dann hat G eine Untergruppe der Ordnung

pr.

Beweis. Wegen Satz 2.7.12 genügt es die Aussage für den Fall zu bewei-

sen, wo pr || |G| die höhste p-Potenz ist, die |G| teilt. Denn wenn G eine

Untergruppe der Ordnung pr hat, so hat sie auh Untergruppen aller mögli-

hen kleineren Ordnungen 1, p, p2, . . . , pr. Wir können also annehmen, dass

|G| = prm mit p ∤ m ist. Sei

X = {S ⊆ G | |S| = pr}.
De�niere eine G-Operation auf X durh

(g, A) 7→ gA = {ga | a ∈ A}.
Sei A ∈ X, i.e., A = {g1, . . . , gpr} und sei

H = Stab(A) = {g ∈ G | gA = A}.
Für jedes gi ∈ A ist die Abbildung h 7→ hgi, H → A injektiv wegen des

Kürzungsgesetzes, und so gilt

(H : 1) ≤ |A| = pr.

In der Gleihung

(G : 1) = (G : H)(H : 1)

ist (G : 1) = prm mit p ∤ m und (H : 1) = pk mit k ≤ r, und (G : H) ist
die Anzahl der Elemente in dem Orbit von A. Also genügt es, eine einzige

Menge A zu �nden, für die p niht die Anzahl der Elemente in ihrer Bahn

teilt. Denn dann können wir, für dieses spezielle A, shliessen, dass die

Untergruppe H = Stab(A) Ordnung pr hat, und wir sind fertig. Die Anzahl

der Elemente in X ist

|X| =
(

prm

pr

)

=
(prm)(prm− 1) · · · (prm− i) · · · (prm− pr + 1)

pr(pr − 1) · · · (pr − i) · · · (pr − pr + 1)
.

Wegen i < pr ist die p-Potenz, die prm − i teilt gleih der p-Potenz, die i

teilt. Das gleihe gilt für pr − i. Also sind die entsprehenden Terme über

und unter dem Bruhstrih durh die gleihe p-Potenz teilbar, so dass p

kein Teiler von |X| ist. Da die Bahnen eine Partition von X bilden, muss

mindestens eine Bahn (für eine Menge A) niht durh p teilbar sein. Das

zeigt die Behauptung.
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Korollar 2.8.4. Für p-Gruppen gilt die Umkehrung des Theorems von La-

grange. Für jeden Teiler d | |G| gibt es eine Untergruppe der Ordnung d.

Im allgemeinen gilt die Umkehrung von Lagrange niht. Die Gruppe A4

hat Ordnung 12, und d = 6 ist ein Teiler von 12. Es gibt aber keine Unter-
gruppe der Ordnung 6 von A4:

Beispiel 2.8.5. Die Untergruppen von A4 sind wie folgt gegeben:

Ordnung # Untergruppen

1 1 {(1)}
2 3 {(1), (12)(34)}, {(1), (13)(24)}, {(1), (14)(23)}
3 4 {(1), (123), (132)}, {(1), (243), (234)} , {(1), (142), (124)},

{(1), (134), (143)}
4 1 {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
12 1 {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (243), (142), (134),

(132), (143), (234), (124)}

Nah Sylow I gibt es Untergruppen der Ordnung 2, 22, und 3. Die Grup-

pe der Ordnung 4 ist die eindeutige 2-Sylowgruppe von A4, und die vier

Gruppen der Ordnung 3 sind die 3-Sylowgruppen von A4.

Bemerkung 2.8.6. Sylow I impliziert den Satz von Cauhy. Gilt p | |G|, so
hat G eine Untergruppe H der Ordnung p. Dann hat jedes Element h ∈ H
auÿer e die Ordnung p.

Lemma 2.8.7. Sei P eine p-Sylowgruppe von G und H eine p-Untergruppe.

Falls H die p-Sylowgruppe P normalisiert, d.h., falls H ⊆ NG(P ) gilt, dann
folgt H ⊆ P . Insbesondere normalisiert P keine andere p-Sylowgruppe von
G ausser sih selbst.

Beweis. Da H und P Untergruppen von NG(P ) sind, und P normal in

NG(P ), ist HP eine Untergruppe. Der zweite Isomorphiesatz gibt

H/H ∩ P ∼= HP/P.
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Daher ist (HP : P ) eine p-Potenz, denn (H : 1) ist eine p-Potenz nah

Voraussetzung. Wir haben aber

(HP : 1) = (HP : P )(P : 1),

und (P : 1) ist die gröÿte p-Potenz, die (G : 1) teilt, also auh die gröÿte

p-Potenz, die (HP : 1) teilt. Also gilt (HP : P ) = p0 = 1 und H ⊆ P .

Theorem 2.8.8 (Sylow II). Je zwei p-Sylowgruppen von G sind konjugiert,

also isomorph.

Beweis. Sei X die Menge der p-Sylowgruppen in G, und operiere G auf X

durh Konjugation, d.h., durh

(g, P ) 7→ gPg−1.

Sei O eine der G-Bahnen. Wir wollen O = X zeigen. Sei P ∈ O und P

operiere durh die Aktion von G. Die G-Bahn O spaltet sih unter dieser

Operation auf in mehrere P -Bahnen, wovon eine P sein wird. Das muss auh

die einzige einelementige Bahn sein, da {Q} genau dann eine P -Bahn ist,

wenn P das Q normalisiert. Das passiert wegen Lemma 2.8.7 aber nur für

Q = P . Also ist die Anzahl der Elemente in jeder P -Bahn, die vershieden

von {P} ist, durh p teilbar und wir haben

|O| ≡ 1 mod p.

Angenommen es gibt eine p-Sylowgruppe P , die niht inX liegt. Dann zeigt

das vorangegangene Argument, dass die Anzahl der Elemente in jeder P -
Bahn durh p teilbar ist, da es keine einelementigen Bahnen gibt in diesem

Fall. Also erhalten wir |O| ≡ 0 mod p, einen Widerspruh. Also gibt es kein

P mit P 6∈ O, und es folgt O = X.

Theorem 2.8.9 (Sylow III). Sei sp die Anzahl der p-Sylowgruppen in G

und sei |G| = prm mit p ∤ m. Dann gilt sp | m, und sp = (G : NG(P )) für
jede p-Sylowgruppe P of G. Wir haben

sp ≡ 1 mod p.

Beweis. Im Beweis von Sylow II haben wir shon gezeigt, dass sp = |O| ≡
1 mod p. Sei P eine p-Sylowgruppe von G. In Korollar 2.7.2 haben wir ge-

zeigt, dass die Anzahl der Konjugierten von P durh (G : NG(H)) gegeben
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ist. Aber das ist gerade sp. Weiterhin gilt

(G : NG(P )) =
(G : 1)

(NG(P ) : 1)

=
(G : 1)

(NG(P ) : P )(P : 1)

=
m

(NG(P ) : P )
,

welhes ein Faktor von m ist. Also hat man sp | m.

Korollar 2.8.10. Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe
enthalten.

Beweis. Sei H eine p-Untergruppe von G und operiere H auf der Menge X
der p-Sylowgruppen von G durh Konjugation. Da |X| = sp niht durh p

teilbar ist wegen Sylow III, muss XH
niht-leer sein wegen Lemma 2.8.2.

Das bedeutet, es gibt mindestens eine H-Bahn, die aus einer einzigen p-

Sylowgruppe besteht. Aber dann normalisiert H die Gruppe P und Lemma

2.8.7 impliziert H ⊆ P .

Korollar 2.8.11. Eine p-Sylowgruppe von G ist genau dann normal, wenn

sie die einzige p-Sylowgruppe ist.

Beweis. Angenommen, P ist normal. Dann ist P wegen Sylow II die einzige

p-Sylowgruppe, denn jede andere p-Sylowgruppe Q erfüllt Q = gPg−1 = P .
Umgekeht sei sp = 1. Dann ist gPg−1 = P , so dass P normal ist.

Korollar 2.8.12. Angenommen G hat nur eine einzige p-Sylowgruppe für

jede Primzahl p mit p | |G|. Dann ist G das direkte Produkt seiner p-
Sylowgruppen.

Beweis. Es seien P1, . . . , Pk die Sylowgruppen von G. Es gilt |Pi| = prii mit

vershiedenen Primzahlen pi, die |G| teilen. Wegen Korollar 2.8.11 ist jedes

Pi normal in G, so dass das Produkt P1 · · ·Pk ebenfalls normal in G ist. Mit

Induktion über k folgt nun, dass |P1 · · ·Pk| = pr11 · · · prkk gilt. Für k = 1 gibt

es nihts zu zeigen, so dass wir k ≥ 2 und |P1 · · ·Pk−1| = pr11 · · · prk−1

k−1 an-

nehmen können. Dann ist P1 · · ·Pk−1 ∩ Pk = 1, so dass (P1 · · ·Pk−1)Pk das
direkte Produt von P1 · · ·Pk−1 und Pk ist, und daher Ordnung pr11 · · · prkk
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hat. Nun ist G das direkte Produkt seiner p-Sylowgruppen, da G das Pro-

dukt von ihnen ist, jede davon normal in G ist, und alle Shnitte Pj ∩
(P1 · · ·Pj−1Pj+1 · · ·Pk) trivial sind.
Dieses Korollar kann man anwenden, um zu zeigen, dass Gruppen gewisser

Ordnung abelsh sind.

Beispiel 2.8.13. Jede Gruppe G der Ordnung 99 ist kommutativ.

Wir haben 99 = 32 ·11 und s11 | 9, s11 ≡ 1 mod 11. Das bedeutet s11 = 1.
Also gibt es genau eine 11-Sylowgruppe H in G, und sie ist normal in G.
Ebenso gilt s3 | 11 und s3 ≡ 1 mod 3, also s3 = 1. Also gibt es genau eine

3-Sylowgruppe K in G, und sie ist normal in G. Aus Korollar 2.8.12 folgt

G = H ×K, wo H und K kommutativ sind. Also ist G abeslh.

Bemerkung 2.8.14. Das gleihe Argument zeigt, dass jede Gruppe der

Ordnung p2q mit Primzahlen p < q und q 6≡ 1 mod p kommutativ ist.

De�nition 2.26. Eine niht-triviale Gruppe G heiÿt einfah, falls sie als

Normalteiler nur G und die triviale Gruppe 1 = {e} mit dem neutralen

Element e hat.

Gruppen der Ordnung pn mit n ≥ 2 sind niht einfah wegen Satz 2.7.12.
Für n = 1 sind sie einfah, wegen Lagrange. Die Gruppe Z ist niht einfah,

da 2Z ein ehter Normalteiler ist. Die Gruppe GL2(R) ist niht einfah, da
SL2(R) ein ehter Normalteiler ist.

Man kann leiht zeigen, dass eine kommutative Gruppe genau dann einfah

ist, wenn sie Primzahlordnung hat, also isomorph zu einer zyklishen Grup-

pe Cp ist. Die kleinste niht-abelshe einfahe Gruppe ist A5, die Ordnung

60 hat.

Bemerkung 2.8.15. Ein groÿes Projekt in der Mathematik des 20. Jahr-

hunderts war die Klassi�kation der endlihen einfahen (niht-abelshen)

Gruppen. Um die 100 Mathematiker haben hierzu Beiträge geleistet, die

zusammmen über 10000 Seiten füllen. Die Klassi�kation ist inzwishen ab-

geshlossen, die letzten Lüken wurden 2004 geshlossen:

Es gibt 18 unendlihe Serien von einfahen Gruppen, nämlih die zyklishen

Gruppen Cp mit p ∈ P, die alternierenden Gruppen An mit n ≥ 5, und 16

Serien vom Lie-Typ, die komplizierter zu beshreiben sind. Hinzu kommen
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26 sogenannte sporadishe Gruppen, die in keine dieser Serien passen. Die

kleinste dieser sporadishen Gruppen hat Ordnung 7920, die gröÿte wird

das Monster genannt und hat die Ordnung

|M | = 246 · 320 · 59 · 112 · 133 · 17 · 19 · 23 · 29 · 31 · 41 · 47 · 59 · 71
≃ 8 · 1053.

Lemma 2.8.16. Sei G eine endlihe Gruppe und p die kleinste Primzahl,

die |G| teilt. Dann ist jede Untergruppe H vom Index p normal in G.

Beweis. Sei H eine Untergruppe von G mit (G : H) = p. G operiere auf

der Menge der Linksnebenklassen G/H durh Linksmultiplikation. Diese

Aktion ist niht-trivial, und induziert daher einen niht-trivialen Gruppen-

homomorphismus

θ : G→ Sym(G/H) = Sp.

Da die Aktion transitiv ist, ist ker(θ) der gröÿte Normalteiler N von G, der

in H enthalten ist. Angenommen, N 6= H. Es gilt

(G : N) = (G : H)(H : N) = p(H : N).

Da wir (H : N) > 1 annehmen, existiert eine Primzahl q, die diesen Index

teilt. Da p die kleinste Primzahl ist, die |G| teilt, haben wir p ≤ q. Also gilt

pq | (G : N) =
|G|
|N | = |im(θ)| | p! = |Sp|.

Aber pq | p! ist unmögih für q ≥ p, Widerspruh. Also ist N = H, und

das ist ein Normalteiler von G.

Wir können dieses Lemma zusammen mit den Sylowsätzen anwenden, um

zu zeigen, daÿ Gruppen von gewisser Ordnung niht einfah sein können.

Satz 2.8.17. Sei G eine Gruppe der Ordung pqr für Primzahlen p < q mit

r ≥ 1. Dann ist G niht einfah.

Beweis. Sei H eine q-Sylowgruppe von G. Wegen Lemma 2.8.16 ist H nor-

mal. es gilt |H| = qr, also ist H ein ehter Normalteiler.

Wir erwähnen noh ein berühmtes Resultat von Burnside.
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Theorem 2.8.18 (Burnside 1901). Sei G eine Gruppe der Ordnung prqs

für Primzahlen p < q und r, s ≥ 1. Dann ist G niht einfah.

Dieser Satz kann niht auf Gruppenordnungen mit drei vershiedenen

Primzahlen verallgemeinert werden, da |A5| = 60 = 22 · 3 · 5, und A5

einfah ist.

Wir wollen nun noh zeigen, dass niht nur Gruppen von Primzahlordnung

zyklish sind, sondern auh solhe der Ordnung pq mit zwei vershiedenen

Primzahlen p < q, sofern p niht q − 1 teilt. Dazu benötigen wir zuerst das

folgende Lemma.

Lemma 2.8.19. Sind p und q zwei vershiedene Primteiler von |G| mit
sp = sq = 1, dann kommutieren die Elemente der p-Sylowgruppe mit den

Elementen der q-Sylowgruppe.

Beweis. Sei P die p-Sylowgruppe und Q die q-Sylowgruppe von G. Da die

Ordnungen von P und Q relativ prim sind, folgt P ∩Q = 1 wegen Lagrange.
Die Untergruppen P und Q sind normal in G wegen Korollar 2.8.11. Für
a ∈ P und b ∈ Q gilt

aba−1b−1 = (aba−1)b−1 = a(ba−1b−1) ∈ P ∩Q = 1,

so dass ab = ba.

Satz 2.8.20. Sei G eine Gruppe der Ordnung pq mit Primzahlen p < q

und q 6≡ 1 mod p. Dann ist G zyklish.

Beweis. Wegen Cauhys Theorem hat G ein Element a der Ordnung p und

ein Element b der Ordnung q. Sei P = 〈a〉 und Q = 〈b〉. Diese Unter-

gruppen haben Ordnung p und q, und P ist eine p-Sylowgruppe, Q ist

eine q-Sylowgruppe. Wegen Sylow III gilt sp | q und sp ≡ 1 mod p. We-

gen q 6≡ 1 mod p muss sp = 1 gelten, so dass P normal in G ist. Ebenso

folgt sq | p und sq ≡ 1 mod q. Wegen 1 < p < q und q 6≡ 1 mod p

muss auh sq = 1 gelten. Daher ist Q normal in G. Nun können wir Lemma

2.8.19 anwenden, um zu zeigen, dass die Elemente von P mit den Elementen

von Q kommutieren. Insbesondere kommutieren die Erzeuger a und b, d.h.,
ab = ba, und ord(a), ord(b) sind teilerfremd. Deshalb gilt ord(ab) = pq,

und ab erzeugt G.
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Zum Beispiel ist f(n) = 1 für n = 15, 33, 35, 51, 65, 69, 77, 85, 87, 91, 95

mit n = pq und

(p, q) = (3, 5), (3, 11), (5, 7), (3, 17), (5, 13), (3, 23), (7, 11),

= (5, 17), (3, 29), (7, 13), (5, 19).

Das sind alle Beispiele dieser Art für n < 100.

Bemerkung 2.8.21. Es gilt f(n) = 1 genau dann wenn gcd(n, ϕ(n)) = 1
ist. Das wurde 1947 von von Tibor Szele bewiesen, in der Arbeit Über die

endihen Ordnungszahlen, zu denen nur eine Gruppe gehört, siehe [8℄.

2.9 Semidirekte Produkte

Das semidirekte Produkt zweier Gruppen N und Q ist eine Verallgemeine-

rung des direkten Produktes N × Q, unter Verwendung eines Gruppenho-

momorphismus θ : Q→ Aut(N).
Dazu wollen wir zuerst nohmal an die Gruppe Inn(G) der inneren Auto-

morphismen von G erinnern. Die Elemente sind von der Form ig, gegeben

durh ig(x) = gxg−1.

Lemma 2.9.1. Sei G eine Gruppe. Dann gilt G/Z(G) ∼= Inn(G).

Beweis. Die Abbildung ϕ : G→ Aut(G), g 7→ ig ist ein Gruppenhomomor-

phismus mit Kern Z(G). Nah Korollar 2.3.14 gilt G/ ker(ϕ) ∼= im(ϕ).

Beispiel 2.9.2. Für die Quaternionengruppe Q8 gilt Inn(Q8) ∼= C2 × C2.

In der Tat, wegen Z(Q8) = {±1} gilt Inn(Q8) ∼= Q8/{±1} ∼= C2 × C2.

Man kann zeigen, dass Aut(Q8) ∼= S4 gilt.

Lemma 2.9.3. Die Untergruppe Inn(G) ist normal in Aut(G).

Beweis. Sei g ∈ G und α ∈ Aut(G). Dann gilt

(α ◦ ig ◦ α−1)(x) = α(g · α−1(x) · g−1)
= α(g) · x · α(g)−1
= iα(g)(x).
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De�nition 2.27. Sei G eine Gruppe. Die Faktorgruppe

Out(G) = Aut(G)/Inn(G)

wird die äuÿere Automorphismengruppe von G genannt.

Ein wihtiges Problem ist, zu entsheiden wann die Gruppe Out(G) trivial

ist.

Bemerkung 2.9.4. Es gilt Out(Sn) = 1 für alle n ≥ 1 mit n 6= 6.

Kommen wir jetzt zum semidirekten Produkt. Sei N ein Normalteiler

von G. Jedes Element g ∈ G de�niert einen Automorphismus von N durh

n 7→ gng−1, und das de�niert einen Homomorphismus

θ : G→ Aut(N), g 7→ ig|N .

Angenommen, es existiert eine Untergruppe Q vonG, so dass der kanonishe

Homomorphismus π : G→ G/N die Gruppe Q isomorph auf G/N abbildet.

Dann können wir G aus dem Tripel (N,Q, θ|Q) rekonstruieren. Jedes g ∈
G kann nämlih eindeutig in der Form g = nq mit n ∈ N und q ∈ Q
geshrieben werden, wobei q das eindeutige Element von Q sein muss, dass

auf gN ∈ G/N abgebildet wird, und n gleih gq−1 sein muss. Also haben

wir eine bijektive Korrespondenz der Mengen

G↔ N ×Q.

Das Produkt zweier Elemente g = nq und g′ = n′q′ ist wie folgt gegeben,

gg′ = (nq)(n′q′)

= n(qn′q−1)qq′

= n · θ(q)(n′) · qq′.

Wir de�nieren nun das semidirekte Produkt genau nah dieser obigen

Annahme.

De�nition 2.28. Eine Gruppe G ist das semidirekte Produkt seiner Un-

tergruppen N und Q, falls N ein Normalteiler ist und G → G/N einen

Isomorphismus Q→ G/N induziert. Wir shreiben dann G = N ⋊Q.

47



2 Gruppen

Wir shreiben oft auh genauer G = N ⋊θ Q, wobei θ : Q→ Aut(N) die

Operation von Q auf N durh innere Automorphismen ergibt. Man beahte,

dass Q kein Normalteiler von G sein muss.

Bemerkung 2.9.5. Es ist leiht zu zeigen, dass G genau dann ein semidi-

rektes Produkt seiner Untergruppen N und Q ist, falls N ein Normalteiler

ist, NQ = G und N ∩Q = 1 gilt.

Das semidirekte Produkt N ⋊θ Q wird wie folgt aus zwei Gruppen N
und Q und einem Homomorphismus θ : Q → Aut(N) konstruiert. Es sei
G = N ×Q als Menge. Man de�niere die Komposition in G durh

(n, q)(n′, q′) = (n · θ(q)(n′), qq′). (2.1)

Satz 2.9.6. Mit dieser Komposition ist G eine Gruppe, und es gilt G ∼=
N ⋊θ Q.

Beweis. Wir shreiben

qn für θ(q)(n). Dann gilt

((n, q)(n′, q′))(n′′, q′′) = (n · qn′ · qq
′

n′′, qq′q′′)

= (n, q)((n′, q′)(n′′, q′′)).

Also gilt das Assoziativgesetz in G. Wegen θ(1) = 1 und

q1 = 1 hat man

(1, 1)(n, q) = (n, q) = (n, q)(1, 1).

Also ist (1, 1) das neutrale Element. Wegen

(n, q)(
q−1

n−1, q−1) = (1, 1)

= (
q−1

n−1, q−1)(n, q),

ist (
q−1

n−1, q−1) das inverse Element von (n, q). Also ist G eine Gruppe. Es

ist niht shwer zu sehen, dass N ein Normalteiler ist mit QN = G und

N∩Q = 1. Also ist G ∼= N⋊Q. betrahtet man N und Q als Untergruppen

von G, dann ist die Operation von Q auf N durh θ gegeben.

Beispiel 2.9.7. 1. Für Dn mit n ≥ 2 wählen wir N = 〈r〉 = Cn, Q =
〈s〉 = C2 und θ(s)(r

i) = r−i, und erhalten

Dn = N ⋊θ Q = Cn ⋊θ C2.
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2. Es gilt Sn = An ⋊C2, da An ein Normalteiler vom Index 2 in Sn ist, so

dass Q = {(12)} isomorph auf Sn/An abgebildet wird.

3. Die Gruppe Cp2, für p prim, ist kein semidirektes Produkt von niht-

trivialen Untergruppen, da sie nur eine Untergruppe der Ordnung p hat,

und Cp × Cp niht isomorph zu Cp2 ist.

4. Man kann auh zeigen, dass Q8 niht als semidirektes Produkt von zwei

niht-trivialen Untergruppen geshrieben werden kann.

Beispiel 2.9.8. Das direkte Produkt N × Q ist genau dann ismomorph

zum semidirekten Produkt N ⋊θ Q, wenn θ der triviale Homomorphismus

Q→ Aut(N) ist, gegeben durh θ(q)(n) = n für alle q ∈ Q, n ∈ N .

Beispiel 2.9.9. Jede Gruppe der Ordnung 6 ist ein semidirektes Produkt,

nämlih C6
∼= C3 × C2 und S3

∼= C3 ⋊θ C2.

Es gibt nämlih nur zwei Homomorphismen θ : C2 → Aut(C3) ∼= C2.

Der triviale Homomorphismus ergibt das direkte Produkt C3 × C2, und

der andere ergibt C3 ⋊θ C2. Den hatten wir shon im Beispiel 2.9.7 für D3

gesehen, und es gilt D3
∼= S3.

2.10 Au�ösbare und nilpotente Gruppen

Au�ösbare Gruppen spielen bei der Au�ösung (daher der Name!) von po-

lynomialen Gleihungen

Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 = 0

durh Radikale eine zentrale Rolle.

De�nition 2.29. Sei G eine Gruppe. Eine Kette von absteigenden Unter-

gruppen

G = G0 ⊇ G1 ⊇ · · · ⊇ Gi ⊇ Gi+1 ⊇ · · · ⊇ Gn = 1

heiÿt Subnormalreihe, wenn Gi normal in Gi−1 ist für jedes i. Ist zusätzlih
Gi normal in G für alle i, dann heiÿt sie Normalreihe von G.

49



2 Gruppen

Die QuotientengruppenGi/Gi+1 heiÿen Faktoren der Reihe, und die Länge

der Reihe ist die Anzahl der strkten Inklusionen. Wir shreiben auh

G = G0 ⊲ G1 ⊲ · · · ⊲ Gi ⊲ Gi+1 ⊲ · · · ⊲ Gn = 1

für eine Subnormalreihe, oder

1 = G0 ⊳ G1 ⊳ · · · ⊳ Gj ⊳ Gj+1 ⊳ · · · ⊳ Gn = G.

als aufsteigende Reihe.

De�nition 2.30. Eine Subnormalreihe von G heiÿt Kompositionsreihe,

wenn alle Quotienten niht-trivial und einfah sind.

Mit anderen Worten, eine Subnormalreihe ist eine Kompositionsreihe, falls

sie keine ehte Verfeinerung hat, die auh eine Subnormalreihe ist. Verfeine-

rung bedeutet hier, dass jede Untergruppe der ersten Reihe auh als Term

in der zweiten (verfeinerten) Reihe vorkommt. Jede endlihe Gruppe besitzt

eine Kompositionsreihe.

Beispiel 2.10.1. Die symmetrishe Gruppe S3 hat eine Kompositionsreihe

S3 ⊲ A3 ⊲ 1

mit einfahen Faktoren C2 und C3.

De�nition 2.31. Eine Gruppe G heiÿt au�ösbar, falls sie eine Subnormal-

reihe mit abelshen Faktorgruppen hat.

In diesem Fall nennt man diese Reihe auh au�ösbare Reihe. Zum Beispiel

ist die Gruppe S3 au�ösbar, siehe oben.

Beispiel 2.10.2. Jede abelshe Gruppe ist au�ösbar.

Beispiel 2.10.3. Die Gruppe S4 hat eine Kompositionsreihe

S4 ⊲ A4 ⊲ V4 ⊲ 〈(12)(34)〉 ⊲ 1,

wobei V4 ∼= C2×C2 aus {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} besteht. Die Fak-
toren sind C2, C3, C2, C2, also abelsh. Somit ist S4 au�ösbar.

In der Tat sind die Gruppen Sn für n ≤ 4 au�ösbar, aber niht au�ösbar

für alle n ≥ 5. Das wurde zuerst von Galois gezeigt.
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Theorem 2.10.4. (Galois) Die Gruppe An ist einfah für jedes n ≥ 5.

Beweis. Die Beweisidee ist wie folgt. Man kann zeigen, dass jeder niht-

triviale Normalteiler N von An einen 3-Zykel enthält für n ≥ 5, und dann

alle 3-Zykel enthält. Da wegen Lemma 2.4.8 das Erzeugnis aller 3-Zykel
shon An ist, folgt N = An.

Eine einfahe Gruppe ist au�ösbar genau dann wenn sie abelsh ist. Die

Gruppe An für n ≥ 5 ist also niht au�ösbar, da sie einfah und niht-

abelsh ist.

Korollar 2.10.5. Die einzigen Normalteiler von Sn für n ≥ 5 sind 1, An

and Sn. Insbesondere ist Sn niht au�ösbar für n ≥ 5.

Beweis. SeiN ein Normalteiler in Sn. Dann ist auhN∩An ein Normalteiler

in An. Da An aber einfah ist, gilt entweder N ∩An = An oder N ∩An = 1.

Im ersten Fall gilt N ⊇ An. Da An Index 2 in Sn hat, folgt N = An oder

N = Sn. Im Fall N ∩ An = 1 ist die Abbildung n 7→ nAn von N nah

Sn/An
∼= C2 injektiv, so dass N die Ordnung 1 oder 2 hat. Aber N kann

niht Ordnung 2 haben, da keine Konjugationsklasse in Sn auÿer {1} aus
einem einzigen Element bestehen kann, und N ja die disjunkte Vereinigung

aller Konjugationsklassen ist, die triviale Konjugationsklasse eingeshlossen.

Somit hat Sn, n ≥ 5 nur eine einzige Kompositionsreihe, nämlih

Sn ⊲ An ⊲ 1.

Ihre Faktoren sind C2 und die niht-abelshe Gruppe An.

Satz 2.10.6. Jede Untergruppe und jede Quotientengruppe einer au�ösba-

ren Gruppe ist au�ösbar.

Beweis. Sei G⊲G1 ⊲ · · ·⊲Gn eine au�ösbare Reihe für G und H eine Unter-

gruppe von G. Der Homomorphismus H ∩ Gi → Gi/Gi+1 mit x 7→ xGi+1

hat den Kern

(H ∩Gi) ∩Gi+1 = H ∩Gi+1.

Deshalb ist H ∩Gi+1 ein Normalteiler von H ∩Gi und der Quotient

(H ∩Gi)/(H ∩Gi+1)
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ist abelsh, weil er injektiv in die abelshe Gruppe Gi/Gi+1 abgebildet wird.

Insgesamt folgt, dass

H ⊲ (H ∩G1) ⊲ · · · ⊲ (H ∩Gn)

eine au�ösbare Reihe für H ist.

Sei N ein Normalteiler von G. Wir konstruieren nun eine au�ösbare Reihe

für G/N aus der au�ösbaren Reihe von G. Es gilt NGi ⊲NGi+1, da N und

Gi+1 beide NGi normaliseren in G. Also erhalten wir die Normalreihe

G = NG0 ⊲ NG1 ⊲ · · · ⊲ NGn = N.

Reduktion modulo N ergibt

G = G/N ⊲ G1 ⊲ · · · ⊲ Gn = {1}

mit Gi = (NGi)/N ∼= Gi/(N ∩ Gi). Die natürlihe Abbildung Gi → Gi

ist surjektiv. Also ist auh Gi → Gi/Gi+1 surjektiv und Null auf Gi+1,

so dass Gi/Gi+1 eine Quotientengruppe von Gi/Gi+1 ist für alle i, also

ebenfalls abelsh ist. Damit haben wir gezeigt, dass die obige Normalreihe

eine au�ösbare Reihe für G/N ist.

Satz 2.10.7. Sei N ein Normalteiler von G und seien N und G/N au�ös-

bar. Dann ist G au�ösbar.

Beweis. Sei G = G/N und seien

G ⊲ G1 ⊲ · · · ⊲ Gn = 1,

N ⊲ N1 ⊲ · · · ⊲ Nm = 1

au�ösbaren Reihen für G bzw. N . Sei Gi das inverse Bild von Gi in G, d.h.,
mit Gi 7→ Gi unter der Quotientenabbildung G→ G/N . Dann gilt

Gi/Gi+1
∼= Gi/Gi+1,

und somit ist

G ⊲ G1 ⊲ · · · ⊲ (Gn = N) ⊲ N1 ⊲ · · · ⊲ Nm

eine au�ösbare Reihe für G.
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Korollar 2.10.8. Jede p-Gruppe ist au�ösbar.

Beweis. Sei G eine niht-triviale p-Gruppe. Wir zeigen die Behauptung mit

Induktion über |G|. Da Z(G) niht-trivial ist wegen Satz 2.7.11, ist G/Z(G)
au�ösbar nah Induktionsannahme. Da Z(G) abelsh und somit au�ösbar

ist, ist wegen Satz 2.10.7 auh G au�ösbar.

Für eine au�ösbare Gruppe G gibt es eine kanonishe au�ösbare Reihe,

nämlih die abgeleitete Reihe. Das ist übrigens die kürzeste au�ösbare Reihe

für G. Der Kommutator von zwei Elementen x, y in G ist de�niert als

[x, y] := xyx−1y−1 = (xy)(yx)−1.

Also bedeutet [x, y] = e, dass x und y kommutieren, d.h., xy = yx.

De�nition 2.32. Sei G eine Gruppe. Die abgeleitete Gruppe, oder auh die

Kommutatoruntergruppe vonG ist die Gruppe, die von allen Kommutatoren

von G erzeugt wird. Sie wird mit G′ bzw. [G,G] bezeihnet.

Man beahte, dass G′ niht nur aus Kommutatoren bestehen muss. Sie ist

nur erzeugt von allen Kommutatoren.

De�nition 2.33. Eine Untergruppe H von G heiÿt harakteristish, falls

ϕ(H) ⊆ H für alle ϕ ∈ Aut(G) gilt.

Lemma 2.10.9. Die Kommutatoruntergruppe von G ist eine harakteris-

tishe Untergruppe von G, und daher auh ein Normalteiler von G.

Beweis. Seien x, y in G und ϕ ∈ Aut(G). Dann gilt

ϕ([x, y]) = ϕ(xyx−1y−1)

= ϕ(x)ϕ(y)ϕ(x)−1ϕ(y)−1

= [ϕ(x), ϕ(y)].

Also werden die Erzeuger von G′ auf G′ abgebildet. Deshalb folgt ϕ(G′) ⊆
G′ für alle Automorphismen von G. Betrahtet man die inneren Automor-

phismen, so folgt gG′g−1 ⊆ G′ für alle g ∈ G. Also ist G′ ein Normalteiler

von G.
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Beispiel 2.10.10. 1. Eine Gruppe G ist abelsh genau dann wenn G′ = 1.

2. Für n ≥ 3 gilt D′n = 〈r2〉, mit [r, s] = r(sr−1s−1) = r2.

3. Für n ≥ 5 gilt A′n = An, da [(abd), (ace)] = (abc) für vershiedene

a, b, c, d, e, und da An von allen 3-Zykeln erzeugt wird.

4. Es gilt A′4 = V4, welhes die normale 2-Sylowgruppe von A4 ist.

5. Es gilt Q′8 = {±1} = Z(Q8).

Satz 2.10.11. Die Kommutatoruntergruppe G′ ist der kleinste Normalteiler
N von G, so dass G/N abelsh ist.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass G/G′ abelsh ist. Der kanonishe Homo-

morphismus π : G→ G/G′ bildet g auf g = gG′ ab. Es gilt

[g, h] = [g, h] = 1

für alle g, h, wegen [g, h] ∈ G′. Also kommutieren alle g, h in G/G′.

Sei N ein Normalteiler von G mit G/N abelsh. Dann ist das Bild von [g, h]

in G/N wieder trivial, so dass [g, h] ∈ N . Da diese Elemente G′ erzeugen,
gilt N ⊇ G′.

Beispiel 2.10.12. Für n ≥ 5 gilt S ′n = An, da An der kleinste Normalteiler

von Sn mit abelshem Quotient ist.

De�nition 2.34. Die abgeleitete Reihe von G ist gegeben durh

G = G(0) ⊲ G(1) ⊲ G(2) ⊲ · · ·

mit G(i+1) = [G(i), G(i)] = (G(i))′ für alle i.

Wir haben G = G(0)
, G′ = G(1) = [G,G], G′′ = G(2) = [[G,G], [G,G]]

und so weiter.

Beispiel 2.10.13. Die abgeleitete Reihe von Sn für n ≥ 5 ist

Sn ⊲ An D An D · · ·

und endet niht mit der trivialen Gruppe.

Es stellt sih heraus, dass eine Gruppe G genau dann au�ösbar ist, wenn

ihre abgeleitete Reihe mit der trivialen Gruppe endet.
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Satz 2.10.14. Eine Gruppe G ist genau dann au�ösbar, wenn G(s) = 1 für

ein s ≥ 0 gilt.

Beweis. Gilt G(s) = 1, dann ist die abgeleitete Reihe natürlih eine au�ös-

bare Reihe für G. Sei umgekehrt

G = G0 ⊲ G1 ⊲ · · · ⊲ Gs = 1

eine au�ösbare Reihe für G. Da G/G1 abelsh ist, gilt G1 ⊇ G′ nah Satz

2.10.11. Nun ist G′G2 eine Untergruppe von G1, und wegen

G′/(G′ ∩G2) ∼= G′G2/G2 ⊆ G1/G2

sehen wir, dass die Kommutativität von G1/G2 die von G′/(G′ ∩ G2) im-

pliziert. Das bedeutet aber G′′ ⊂ G′ ∩G2 ⊆ G2. Fahren wir in dieser Weise

fort, folgt G(i) ⊆ Gi für alle i, und deshalb G(s) = 1.

Der zweite Teil des Beweises zeigt auh, dass die abgeleitete Reihe einer

au�ösbaren Gruppe die kürzeste au�ösbare Reihe ist.

De�nition 2.35. Das kleinste i ≥ 0 mit G(i) = 1, beziehungsweise die

Anzahl der Faktoren in der abgeleiteten Reihe von G heiÿt die Au�ösbar-

keitsklasse, oder abgeleitete Länge von G.

Beispiel 2.10.15. 1. Für n ≥ 3 ist Dn au�ösbar der Klasse 2, mit abge-

leiteter Reihe Dn ⊲ 〈r2〉 ⊲ 1.
2. S4 ist au�ösbar der Klasse 3, mit S4 ⊲ A4 ⊲ V4 ⊲ 1.

3. Q8 ist au�ösbar der Klasse 2, mit Q8 ⊲ {±1} ⊲ 1.

Satz 2.10.16. Sei G eine Gruppe der Ordnung pq mit vershiedenen Prim-

zahlen p und q. Dann ist G au�ösbar.

Beweis. Wegen Sylow III gilt für die Anzahl np der p-Sylowgruppen np ≡
1 mod p und np | q. Daraus folgt np = 1 für q < p, so dass G eine eindeutige

p-Sylowgruppe P hat, die deshalb Normalteiler von G ist. Also hat G die

au�ösbare Reihe G ⊲ P ⊲ 1, mit den zyklishen Faktoren G/P ∼= Cq und

P ∼= Cp.
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Bemerkung 2.10.17. Burnside zeigte 1904, dass alle Gruppen der Ord-

nung paqb für Primzahlen p < q und alle a, b ∈ N au�ösbar sind. Feit und

Thompson bewiesen 1963 sogar, dass alle Gruppen ungerader Ordnung auf-

lösbar sind. Der Beweis ist 255 Seiten lang und füllt einen kompletten Band

des Pai� Journal of Mathematis.

Eine spezielle Klasse au�ösbarer Gruppen ist durh nilpotente Gruppen

gegeben.

De�nition 2.36. Eine aufsteigende Reihe von Untergrupppen

1 = G0 ⊆ G1 ⊆ G2 ⊆ · · · ⊆ Gn = G

heiÿt aufsteigende Zentralreihe fürG, fallsGi E G undGi+1/Gi ⊆ Z(G/Gi)
gilt für alle i. Eine absteigende Reihe

G = G0 ⊇ G1 ⊇ G2 ⊇ · · · ⊇ Gn = 1

heiÿt absteigende Zentralreihe, falls Gi E G und Gi/Gi+1 ⊆ Z(G/Gi+1) gilt
für alle i.

Die Bedingung Gi E G is nötig, damit die Faktorgruppe G/Gi Sinn

maht. Es impliziert auh, dass Gi normal in Gi+1 ist für alle i.

De�nition 2.37. Die aufsteigende Reihe

1 ⊆ Z1(G) ⊆ Z2(G) ⊆ · · · ,

wobei Z1(G) = Z(G) und Zi(G) rekursiv durh

Zi+1(G)/Zi(G) = Z(G/Zi(G))

de�niert ist für alle i ≥ 0, heiÿt obere Zentralreihe für G, wenn sie mit G
endet.

Die absteigende Reihe

G0 = G ⊇ G1 ⊇ G2 ⊇ · · ·

de�niert durh G0 = G und Gi+1 = [G,Gi] = [Gi, G] für alle i ≥ 0, heiÿt

untere Zentralreihe für G, wenn sie mit der trivialen Gruppe endet.
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Man kann nahprüfen, dass beide Reihen Zentralreihen sind, sofern sie

terminieren. Auh das folgende Lemma ist niht shwer zu zeigen.

Satz 2.10.18. Für eine Gruppe G sind die folgenden Bedingungen äquiva-

lent:

(1) Gc = 1 für ein c ≥ 0.

(2) Zc(G) = G für ein c ≥ 0.

(3) G hat eine Zentralreihe.

Man beahte dass Gc = 1 genau dann gilt wenn Zc(G) = G.

De�nition 2.38. Eine Gruppe G heiÿt nilpotent, falls sie eine der drei

Bedingungen aus Satz 2.10.18 erfüllt. Die kleinste Zahl c ≥ 0 mit Gc = 1
bzw. Zc(G) = G heiÿt dann Nilpotenzklasse von G.

Eine Gruppe hat Nilpotenzklasse 0 genau dann, wenn sie trivial ist, und

Nilpotenzklasse 1 genau dann, wenn sie abelsh ist und niht-trivial. G ist

nilpotent der Klasse 2 genau dann, wenn G/Z(G) abelsh und niht-trivial

ist.

Korollar 2.10.19. Sei G eine niht-triviale nilpotente Gruppe. Dann ist

Z(G) niht-trivial.

Beweis. Falls Z(G) = 1 gilt, so gibt es kein c ≥ 0 mit Zc(G) = G. Das ist

ein Widerspruh zu Satz 2.10.18.

Beispiel 2.10.20. Die Gruppe S3 ist au�ösbar, aber niht nilpotent.

Es gilt Z(S3) = 1, also kann S3 niht nilpotent sein.

Satz 2.10.21. Jede nilpotente Gruppe ist au�ösbar.

Beweis. Es gilt G(i) ≤ Gi
für alle i ≥ 0. Also impliziert Gc = 1 auh

Gc = 1.

Umgekehrt gibt es Gruppen, die au�ösbar sind, aber niht nilpotent, wie

wir mit S3
∼= D3 bereits gesehen haben. Diedergruppen liefern weitere solhe

Beispiele.
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Beispiel 2.10.22. Sei n ≥ 3 ungerade. Dann ist Dn au�ösbar, aber niht

nilpotent.

Für ungerades n ≥ 3 gilt Di
n = 〈r〉 für alle i ≥ 3. Also gibt es kein c ≥ 0

mit Dc
n = 1. Diedergruppen können auh für gerade n nilpotent sein.

Bemerkung 2.10.23. Die Diedergruppe Dn ist für n ≥ 3 genau dann

nilpotent, wenn n = 2m für ein m ≥ 2 gilt.

Satz 2.10.24. Jede Gruppe der Ordnung p3 für p prim ist nilpotent der

Klasse c ≤ 2.

Beweis. Ist G abelsh, so gilt c = 1. Ist G niht-abelsh, so kann Z(G)
niht Ordnung p2 haben, da sonst G/Z(G) Ordnung p hätte, also zyklish

wäre und somit G abelsh, nah Lemma 2.7.13. Also gilt |Z(G)| = p wegen
|Z(G)| 6= 1. Nun ist |G/Z(G)| = p2, weswegen G/Z(G) abelsh ist nah

Satz 2.7.14. Aus Satz 2.10.11 folgt G′ ⊆ Z(G). Wegen Z(G) ⊆ G′ folgt
G′ = Z(G), und daher G′′ = 1.

Insbesondere sind die Gruppen Q8, D4,Heis(Z/(p)) und Γ(p) nilpotent

der Klasse 2. Wir zeigen nun, dass p-Gruppen immer nilpotent sind.

Satz 2.10.25. Jede p-Gruppe ist nilpotent.

Beweis. Sei |G| = pn. Wir führen den Beweis mit Induktion über n. Für
n = 0 ist G trivial, also nilpotent. Für niht-triviales G ist auh Z(G) niht-
trivial wegen Korollar 2.10.19. Also ist G/Z(G) eine p-Gruppe kleinerer

Ordnung. Nah Induktionsvoraussetzung ist sie nilpotent, d.h.,

(G/Z(G))c = 1

für ein c. Sei π der kanonishe Homomorphismus π : G → G/Z(G). Da π
surjektiv ist, gilt

π(Gc) = (G/Z(G))c = 1.

Also ist Gc ≤ ker(π) = Z(G), und somit

Gc+1 = [Gc, G] ≤ [Z(G), G] = 1.
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3 Ringe

3.1 Ringaxiome

De�nition 3.1. Ein Ring R ist eine Menge zusammen mit zwei Abbildun-

gen +, · : R×R→ R, genannt Addition und Multiplikation, mit folgenden

Eigenshaften.

(1) Das Paar (R,+) bildet eine abelshe Gruppe. Das neutrale Element

wird mit 0 bezeihnet, und das additive Inverse zu a mit −a.

(2) Die Multiplikation ist assoziativ und es gibt ein Einselement 1 = 1R
bezüglih Multiplikation mit 1 · a = a · 1 = a für alle a ∈ R.

(3) Es gilt das Distributivgesetz, d.h. für alle a, b, c ∈ R gilt

a · (b+ c) = a · b+ a · c,
(b+ c) · a = b · a+ c · a.

Gilt weiterhin a · b = b · a für alle a, b ∈ R, so heisst der Ring R
kommutativ.

Das Axiom (2) kann man auh so formulieren, dass man sagt, (R, ·) ist
ein Monoid. In jedem Ring R gelten die Beziehungen 0 · a = a · 0 = 0 für

alle a ∈ R und (−a) · b = a · (−b) = −a · b für alle a, b ∈ R. Gilt 1 = 0, so

ist

a = a · 1 = a · 0 = 0

für alle a ∈ R. Dieser Ring wird als Nullring bezeihnet.

Beispiel 3.1.1. 1. Die Mengen Z,Q,R,C bilden bezüglih der gewöhnli-

hen Addition und Multiplikation einen kommutativen Ring.

2. Die Menge N bildet bezüglih der gewöhnlihen Addition und Multiplika-

tion keinen Ring, da (N,+) keine Gruppe ist.
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3. Die MengeMn(K) der n×n-Matrizen mit Koe�zienten in einem Körper

K bilden einen Ring bezüglih Matrizenaddition und Matrizenmultiplikati-

on. Für n ≥ 2 ist dieser Ring niht kommutativ.

4. Sind R, S zwei Ringe, so ist deren Produkt R × S, versehen mit der

komponentenweisen Addition und Multiplikation, wieder ein Ring.

5. Sei (A,+) eine abelshe Gruppe. Dann ist die Menge End(A) aller Grup-
penendomorphismen ϕ : A → A ein Ring, wenn man Summe und Produkt

durh

(ϕ+ ψ)(x) = ϕ(x) + ψ(x),

(ϕ · ψ)(x) = ϕ(ψ(x))

de�niert, für alle x ∈ A, ϕ, ψ ∈ End(A).

6. Ist K ein Körper, so ist der Polynomring K[X] ein kommutativer Ring.

Bemerkung 3.1.2. Ein Körper ist ein kommutativer Ring K, der niht

der Nullring ist, in dem jedes Element a ∈ K× ein Inverses bezüglih der

Multiplikation besitzt. Mit anderen Worten, (K×, ·) ist eine abelshe Grup-
pe.

De�nition 3.2. Eine Abbildung ϕ : R → S eines Ringes R in einen Ring

S heiÿt (Ring)homomorphismus, falls

ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b),

ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b),
ϕ(1A) = 1B

für alle a, b ∈ R gilt.

Beispiel 3.1.3. Die Abbildung

ϕ : Z→ Z, ϕ(n) = 2 · n

ist kein Ringhomomorphismus, denn die 1 wird niht auf die 1 abgebildet.

Verknüpfungen von Ringhomomorphismen sind Ringhomomorphismen und

die Identitätsabbildung auf einem Ring ist ein Ringhomomorphismus. Mo-

nomorphismus, Endomorphismus, Isomorphismus sind analog de�niert, wie

bei Gruppen.
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3.2 Ideale und Restklassenringe

De�nition 3.3. Eine Teilmenge S eines Ringes R heiÿt Unterring von R,

falls S mit den Verknüpfungen +, · von R, eingeshränkt auf S, einen Ring

bildet mit 1S = 1R.

Mit anderen Worten, S ⊆ R ist ein Unterring, wenn 1R ∈ S, a − b ∈ S
und a · b ∈ S für alle a, b ∈ S.

Beispiel 3.1.4. (Übungsaufgabe) 1. Die Menge Z[i] = {a + bi | a, b ∈ Z}
ist ein Unterring von C. Er wird der Ring der Gauÿshen ganzen Zahlen

genannt.

2. Das Zentrum Z(R) = {x ∈ R | xy = yx für alle x, y ∈ R} ist ein

Unterring von R.

Der Ring Z[i] kann zum Beispiel verwendet werden, um zu untersuhen,

welhe ganzen Zahlen als Summe zweier Quadratzahlen geshrieben werden

können. In Z[i] gilt nämlih für alle a, b ∈ Z, dass

a2 + b2 = (a+ bi)(a− bi).

Eine ungerade Primzahl p kann genau dann als p = a2 + b2 mit a, b ∈ Z

dargestellt werden kann, wenn p ≡ 1 mod 4 gilt (Fermat).

3.2 Ideale und Restklassenringe

De�nition 3.4. Eine Teilmenge I eines Ringes R heiÿt Linksideal, falls

(I,+) eine Untergruppe von (R,+) ist und x · a ∈ I für alle a ∈ I und alle

x ∈ R, d.h. RI ⊆ I gilt. Sie heiÿt Rehtsideal, wenn (I,+) ≤ (R,+) und
IR ⊆ I gilt, und (beidseitiges) Ideal, wenn I ein Rehts-und Linksideal ist.

Für kommutative Ring fallen die Begri�e Linksideal, Rehtsideal und

beidseitiges Ideal zusammen. Man spriht dann nur von Ideal.

Beispiel 3.2.1. Sei R = Z × Z. Dann ist S = {(n, n) | n ∈ Z} ein

Unterring von R, aber kein Ideal.

Mit a = (1, 1) ∈ S und x = (1, 0) ∈ R gilt x · a = (1, 0) · (1, 1) = (1, 0) 6∈
S. Also ist S kein Ideal.
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3 Ringe

Beispiel 3.2.2. Sei R = M2(K) der Ring der 2 × 2-Matrizen über einem

Körper K. Dann ist

I =

{(

a 0
b 0

)

| a, b ∈ K
}

ein Linksideal in R, aber kein Rehtsideal, und

J =

{(

a b

0 0

)

| a, b ∈ K
}

ein Rehtsideal in R, aber kein Linksideal.

Man kann leiht folgendes Resultat zeigen.

Lemma 3.2.3. Für zwei Ideale I, J in R sind auh folgende Teilmengen

I + J = {a+ b | a ∈ I, b ∈ J}

IJ =

{

n
∑

i=1

aibi | ai ∈ I, bi ∈ J
}

I ∩ J = {x ∈ R | x ∈ I, x ∈ J}
wieder Ideale. Es gilt IJ ⊆ I ∩ J .
Die Summe I+J von zwei Idealen ist das kleinste Ideal von R, das I und

J umfasst.

Beispiel 3.2.4. Sei R = Z und I = nZ, J = mZ für n,m ∈ Z. Dann
sind I und J Ideale in R und es bezeihne (m, n) = gcd(m, n), [m, n] =
lcm(m, n). Dann gilt

I + J = (m, n)Z,

IJ = (mn)Z,

I ∩ J = [m, n]Z.

Sei d = (m, n). Wegen d | m ist jedes Vielfahe von m auh ein Vielfahes

von d. Also ist I ⊆ dZ. Ebenso folgt J ⊆ dZ, also I + J ⊆ dZ. Wegen des

Euklidishen Algorithmus gibt es a, b ∈ Z mit d = am+ bn. Wegen am ∈ I
und bn ∈ J folgt dZ ⊆ I + J . Also gilt I + J = dZ.
Die weiteren Behauptungen folgen ebenfalls leiht. Insbesondere gibt es

m, n ∈ Z mit IJ 6= I ∩ J .
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3.2 Ideale und Restklassenringe

Satz 3.2.5. Sei I ein Ideal in Z. Dann gibt es ein n ∈ Z mit I = nZ. Für

zwei Ideale mZ und nZ gilt

mZ ⊇ nZ ⇐⇒ m | n.
Beweis. Für I = 0 ist nihts zu zeigen. Sei also n ∈ I die kleinste positive

Zahl in I. Da I ein Ideal ist, folgt nZ ⊆ I. Ein solhes n ∈ N existiert, da

mit k ∈ Z auh −k ∈ Z gilt. Sei a ∈ Z. Dann existieren q ∈ Z, r ∈ N mit

a = qn+ r, 0 ≤ r < n.

Also ist r = a − qn ∈ I. Da n die kleinste positive Zahl in I war, folgt

r = 0. Also ist a = qn, also I ⊆ nZ. Zusammen folgt I = nZ.

Gilt nZ ⊆ mZ, so ist n ∈ mZ, also n = km für ein k ∈ Z, d.h. m | n. Gilt
umgekehrt n = km, und r ∈ Z, so ist nr = kmr, also nZ ⊆ mZ.

Satz 3.2.6 (Restklassenring). Sei R ein Ring und I ⊆ R ein Ideal. Dann

ist R/I = {x+I | x ∈ R} bezüglih der von der Addition auf R induzierten

Addition auf R/I eine abelshe Gruppe. Es gilt:

(1) Die Multiplikationsabbildung

R/I × R/I → R/I,

(x+ I, y + I) 7→ (x · y) + I

ist wohlde�niert.

(2) Die Menge R/I bildet bezüglih der obigen Addition bzw. Multiplikati-

on einen Ring, den Restklassenring (Faktorring), von R modulo I.

Wir shreiben für die Restklassen x+ I oft auh kurz [x]. Die Abbildung

π : R→ R/I, de�niert durh x 7→ x+ I, ist ein surjektiver Ringhomomor-

phismus, genannt die natürlihe Projektion.

Beispiel 3.2.7. Für R = Z und I = nZ erhält man den Faktorring Z/nZ.

Die unterliegende additive Gruppe ist die zyklishe Gruppe (Z/nZ,+).
Insbesondere enthält Z/nZ genau n Elemente: [0], [1], . . . , [n−1]. In diesem

Ring gilt, für n = km
[k] · [m] = [n] = [0].

Ist n also zusammengesetzt, so untersheidet sih die Multiplikation von

der bei Körpern. Man hat [k], [m] 6= [0], aber [k] · [m] = [0], sogenannte

Nullteiler.

63
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Bemerkung 3.2.8. Die Arithmetik in den Restklassenringen der Form

Z/nZ kann zum Beispiel verwendet werden, um zu zeigen, dass gewisse

Gleihungen keine ganzzahligen Lösungen besitzen. Man betrahte etwa die

Gleihung

x2 + y2 = 2023

über Z. Angenommen sie hätte eine Lösung in Z. Wir betrahten die kano-

nishe Projektion π : Z → 4Z. Da π ein surjektiver Ringhomomorphismus

ist, hat die Gleihung auh eine Lösung in Z/4Z. Jedoh ist [a2] = [a]2 im-

mer [0] oder [1] in Z/4Z und [2023] = [3]. Eine Summe aus zwei Restklassen

[0], [1] kann aber nur [0], [1], [2] ergeben, ein Widerspruh.

Bemerkung 3.2.9. Die Isomorphiesätze für Gruppen lassen sih analog

für Ringe formulieren (und beweisen).

1. Ist ϕ : R → S ein Rinhomomorphismus, so ist ker(ϕ) ein Ideal in R,
im(ϕ) ein Unterring von S und R/ ker(ϕ) ∼= im(ϕ) für den Faktorring.

2. Sind S ⊆ R ein Unterring von R und I ein Ideal von R, so ist I + S ein

Unterring von R, S ∩ I ein Ideal von S und (S + I)/I ∼= S/(S ∩ I).
3. Sind J ⊆ I Ideale inR, dann ist I/J ein Ideal inR/J und (R/J)/(I/J) ∼=
R/I.

3.3 Einheiten, Nullteiler, Integritätsringe

De�nition 3.5. Sei R ein Ring. Ein Element a ∈ R heiÿt Einheit oder

invertierbar, wenn es ein b ∈ R gibt mit ab = ba = 1. Die Einheiten eines

Ringes R bilden eine Gruppe bezüglih Multiplikation, die mit R× oder

U(R) bezeihnet wird. Sie heiÿt die Einheitengruppe von R.

Man beahte, dass ein Ringisomorphismus einen Gruppenisomorphismus

seiner Einheitengruppen induziert.

Beispiel 3.3.1. 1. Es gilt Z× = {±1} ∼= C2.

2. Es gilt Z[i]× = {±1,±i} ∼= C4. (Übung)

3. Es gilt (Z/14Z)× = {[1], [3], [5], [9], [11], [13]} ∼= C6.

4. Die Einheitengruppe des MatrizenringesMn(K) ist die Gruppe GLn(K).
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3.3 Einheiten, Nullteiler, Integritätsringe

Bemerkung 3.3.2. Die prime Restklassengruppe (Z/nZ)× hat ϕ(n) Ele-

mente. Sie ist zyklish dann und nur dann, wenn

n = 2, 4, pk, 2pk

gilt, mit ungerader Primzahl p und k ∈ N, siehe Theorem 3.11.16.

Bemerkung 3.3.3. Ein Körper ist ein kommutativer Ring K, dessen Ein-

heitengruppe mit der multiplikativen Gruppe (K \ 0, ·) übereinstimmt. Ins-

besondere ist 1 6= 0, also K niht der Nullring.

Für a ∈ R de�niert man die Potenzen an rekursiv durh a0 = 1 und

an+1 = an · a.
De�nition 3.6. Ein Element a in R heiÿt Linksnullteiler, falls ein x 6= 0 in
R existiert mit ax = 0. Es heiÿt Rehtsnullteiler, falls ein y 6= 0 inR existiert

mit ya = 0. Ein Element, das sowohl ein Links- als auh Rehtsnullteiler

ist, heiÿt Nullteiler. Ein Element a ∈ R heiÿt nilpotent, wenn es ein n ∈ N
gibt mit an = 0.

Beispiel 3.3.4. Die Nullteiler des Ringes Z/12Z sind gegeben durh die

Niht-Einheiten

[0], [2], [3], [4], [6], [8], [9], [10],

und die nilpotenten Elemente sind gegeben durh [0] und [6].

Lemma 3.3.5. Sei R ein Ring und a ∈ R nilpotent. Dann sind 1− a und

1 + a Einheiten von R.

Beweis. Sei an = 0 mit n ∈ N. Dann gilt

1 = 1− an
= (1− a)(1 + a+ a2 + · · ·+ an−1)

= (1 + a+ a2 + · · ·+ an−1)(1− a),
und 1−a ist eine Einheit. Ersetzt man a durh −a, so folgt auh, dass 1+a
eine Einheit ist.

Allgemeine Ringe sind für viele unserer Fragestellungen zu kompliziert

und ungeeignet. Deshalb wollen wir ab jetzt annehmen, dass alle Ringe

kommutativ sind. Wir nennen einen Ring nullteilerfrei, wenn nur Null ein

Nullteiler ist, d.h., aus xy = 0 folgt, dass entweder x = 0 oder y = 0 gilt.

65



3 Ringe

De�nition 3.7. Sei R (immer kommutativ) ein Ring mit 1 6= 0. R heiÿt

Integritätsring, wenn er nullteilerfrei ist.

Beispiel 3.3.6. Jeder Körper ist ein Integritätsring, und jeder Unterring

eines Integritätsringes ist ein Integritätsring. Insbesondere sind Z,Z[i] und
Z/pZ, p prim, Integritätsringe.

Beispiel 3.3.7. Der Produktring R × S zweier Integritätsringe ist kein

Integritätsring.

Es gilt nämlih (1, 0) ·(0, 1) = (0, 0), mit (1, 0), (0, 1) ∈ R\0. Allgemeiner

ist R × S, R und S vershieden vom Nullring, kein Integritätsring.

In R shreiben wir n · x für (1R + · · · + 1R) · x mit n Summanden. Die

Abbildung χ : Z → R mit n 7→ n · 1R ist ein Ringhomomorphismus. Sein

Kern ist ein Ideal in Z, also von der Form mZ für eine eindeutig bestimmte

natürlihe Zahl m.

De�nition 3.8. Die Charakteristik eines Ringes R ist die eindeutig be-

stimmte natürlihe Zahl m mit ker(χ) = mZ. Ist χ injektiv, so gilt m = 0.
Ansonsten ist m die kleinste positive Zahl für die n · 1R = 0 gilt. Sie wird

mit char(R) bezeihnet.

Beispiel 3.3.8. Es gilt char(Z) = 0, char(Q) = 0 und char(Z/nZ) = n

für alle n > 0.

Lemma 3.3.9. Sei R ein Integritätsring mit char(R) 6= 0. Dann ist die

Charakteristik von R eine Primzahl.

Beweis. Ist char(R) = n = ab mit 1 < a, b < n, so hat man

0 = n · 1R = (a · 1R)(b · 1R)
Da R keine Nullteiler hat, ist entweder a · 1R = 0 oder b · 1R = 0. Das
steht aber im Widerspruh zur Minimalität von n in 3.8. Also ist n niht

zusammengesetzt.

3.4 Hauptidealringe und Euklidishe Ringe

Für a ∈ R ist die Menge (a) = {xa | a ∈ R} ein Ideal. Solhe Ideale werden

Hauptideale genannt. Man shreibt auh Ra = aR = (a). Ist a eine Einheit,
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3.4 Hauptidealringe und Euklidishe Ringe

so ist (a) = (1) = R, denn a ∈ (1) = R und 1 ∈ (a) wegen 1 = a·a−1 ∈ (a).

Für jede Teilmenge M ⊆ R ist

(M) =

{

m
∑

i=1

xiai | m ∈ N, xi ∈ R, ai ∈M
}

ein Ideal in R. Es ist das kleinste Ideal von R, das M enthält. Man erhält

es als Shnitt über alle Ideale, die M enthalten. Man bezeihnet (M) als

das von M erzeugte Ideal in R.

De�nition 3.9. Ein Ideal I inR heiÿt endlih erzeugt, wenn es eine endlihe

Menge M in R gibt mit (M) = I. Ist M = {a1, . . . , an}, so shreibt man

auh

I = (a1, . . . , an).

De�nition 3.10. Ein Integritätsring R, in dem jedes Ideal ein Hauptideal

ist, heiÿt Hauptidealring, oder einfah nur HIR.

Beispiel 3.4.1. 1. Nah Satz 3.2.5 ist Z ein Hauptidealring. Jedes Ideal I

hat die Form (n) = nZ für ein n ∈ N.

2. Z/4Z ist kein Hauptidealring, obwohl alle Ideale Hauptideale sind.

Allerdings ist Z/4Z kein Integritätsring wegen [2] · [2] = [0].

Viele Hauptidealringe besitzen noh eine stärkere Eigenshaft, nämlih

dass sie Euklidish sind.

De�nition 3.11. Ein Integritätsring R heiÿt Euklidish, falls es eine Ab-

bildung d : R \ 0→ N gibt, so dass zu je zwei Elementen a, b ∈ R mit b 6= 0

Elemente q, r ∈ R existieren mit

a = qb+ r,

wobei entweder r = 0 oder d(r) < d(b) ist. Die Abbildung d heiÿt dann

Gradabbildung, oder Euklidishe Funktion.

Zum Beispiel ist Z mit der Gradabbildung f(n) = |n| Euklidish. Der
Name Gradabbildung kommt von dem Beispiel des Polynomringes K[X],

wo d(f) = deg(f) tatsählih der Grad von f ist. Dieser Ring ist auh

Euklidish, wenn K ein Körper ist. Der folgende Satz ist sehr hilfreih für

die Untersuhung von Hauptidealringen.
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Satz 3.4.2. Jeder Euklidishe Ring R ist ein Hauptidealring.

Beweis. Zu gegebenem Ideal I 6= 0 besitzt die Menge {d(b) | b ∈ I \ 0}
niht-negativer ganzer Zahlen ein kleinstes Element, d.h., es existiert ein

c 6= 0 in I mit d(c) ≤ d(b) für alle b 6= 0 in I. Nah Annahme existieren

nun für jedes b ∈ I q, r ∈ R mit b = qc+ r mit r = 0 oder d(r) < d(c). Da

c minimal war, folgt r = 0 und b = qc ∈ (c). Also ist (c) ⊆ I ⊆ (c), d.h.
I = (c) ist ein Hauptideal.

Beispiel 3.4.3. Der Ring Z[i] ist Euklidish, und daher ein Hauptidealring.

Tatsählih ist es leihter zu zeigen, dass Z[i] mit d(a + bi) = a2 + b2

Euklidish ist, als die De�nition von Hauptidealring zu verwenden.

Bemerkung 3.4.4. Die Umkehrung des obigen Satzes gilt niht. Es gibt

Hauptidealringe, die niht Euklidish sind. Das bekannteste Beispiel dürfte

der Ring

Z

[

1 +
√
−19

2

]

sein. Zum Beweis siehe Frage 998716 in StakExhange Mathematis, und

deren Links. Ein etwas unbekannteres Beispiel ist der Faktorring

R[x, y]/(x2 + y2 + 1).

Sei d ∈ Z quadratfrei. Die Menge

Q(
√
d) = {x+ y

√
d | x, y ∈ Q} ⊆ C

ist ein Unterkörper von C. Sei z = a+b
√
d ein Element, dann de�niert man

die Norm von z durh

N(z) = zz = x2 − dy2,
wobei z = x− y

√
d das zu z konjugierte Element genannt wird, auh wenn

z reell ist. Man kann nahrehnen, dass N(wz) = N(w)N(z) gilt für alle
z, w ∈ Q(

√
d). Dann de�niert man

Od = {a+ bωd | a, b ∈ Z},
wobei

ωd =

{√
d, if d ≡ 2, 3(4),

1
2(1 +

√
d), if d ≡ 1(4).
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3.4 Hauptidealringe und Euklidishe Ringe

Als Unterring von C istOd ein Integritätsring, den man den Ring der ganzen

Zahlen in Q(
√
d) nennt. Für d = 1 erhält manO1 = Z in Q, und für d = −1

hat man O−1 = Z[i] in Q(i). Wir nennen einen Ring OK der ganzen Zahlen

eines Zahlkörpers K, der ein endliher-dimensionaler Vektorraum über Q
ist, Norm-Euklidish, falls er Euklidish ist mit der Norm |N(z)| = |zz| ist.
Für K = Q(

√
d) mit d 6= 1 und d quadratfrei gilt dimQ(K) = 2, weswegen

man K einen quadratishen Zahlkörper nennt.

Theorem 3.4.5. Die Ringe Od für quadratfreies d < 0 sind genau dann

Euklidish, wenn

d = −1,−2,−3,−7,−11
gilt, und in diesen Fällen ist Od Norm-Euklidish.
Für quadratfreies d > 0 kennt man nur die Klassi�kation der Norm-

Euklidishen Ringe.

Theorem 3.4.6. Die Ringe Od für quadratfreies d > 0 sind genau dann

Norm-Euklidish, wenn

d = 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73

gilt.

Bemerkung 3.4.7. M. Harper [2℄ zeigte, dass der Ring O14 Euklidish ist,

obwohl er niht Norm-Euklidish ist. Allerdings kennt bisher niemand die

Gradabbildung dazu explizit.

Auh die Frage, welheOd Hauptidealringe sind, ist nur für d < 0 bekannt,
siehe [7℄.

Theorem 3.4.8 (Baker-Heegner-Stark). Die Ringe Od für quadratfreies

d < 0 sind genau dann Hauptidealringe, wenn

d = −1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163.

gilt.

Für d > 0 hat Gauÿ vermutet, dass Od ein Hauptidealring für unendlihe

viele (quadratfreie) d ist. Die bekannte Liste dieser Zahlen beginnt mit d =

1, 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 14.
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3.5 Polynomringe

Wir erinnern nohmal daran, dass alle Ringe kommutativ sind.

De�nition 3.12. Sei R ein Ring. Der Polynomring R[X] in einer Unbe-

stimmten X ist die Menge aller formalen Summen

n
∑

i=0

aiX
i

mit n ∈ N0 und ai ∈ R, zusammen mit folgender Addition und Multiplika-

tion

n
∑

i=0

aiX
i +

m
∑

i=0

biX
i =

max(n,m)
∑

i=0

(ai + bi)X
i,

(

n
∑

i=0

aiX
i

)(

m
∑

i=0

biX
i

)

=
n+m
∑

i=0

(

∑

p+q=i

apbq

)

X i

Hier setzen wir ai = 0 für i ≥ n+ 1 und bi = 0 für i ≥ m+ 1.

Das Nullelement von R[X] ist das Nullpolynom 0 = 0X0
, und das Eins-

element ist 1 = 1X0
. Die Abbildung

R →֒ R[X], a 7→ aX0

ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Er gestattet es, R als Unterring

von R[X] aufzufassen.

De�nition 3.13. Sei f =
∑n

i=0 aiX
i ∈ R[X] ein Polynom. Der Grad von

f ist die gröÿte natürlihe Zahl n ∈ N0 mit an 6= 0, oder −∞, falls alle

ai = 0 sind, d.h., deg(0) = −∞. Man shreibt deg(f) = n und an heiÿt der
Leitkoe�zient von f . Ein Polynom f 6= 0 heiÿt normiert, falls an = 1 gilt

mit n = deg(f).

Das einzige normierte Polynom vom Grad 0 ist 1X0 = 1 = 1R. Nur das

Nullpolynom hat Grad −∞.
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3.5 Polynomringe

Lemma 3.5.1. Es seien f, g ∈ R[X] Polynome über R. Dann gilt

deg(f + g) ≤ max{deg(f), deg(g)},
deg(fg) ≤ deg(f) + deg(g)

Sind die Leitkoe�zienten von f und g keine Nullteiler, also zum Beispiel

wenn R ein Integritätsring ist, so gilt die Gleihheit

deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Beweis. Ist entweder f = 0 oder g = 0, so gilt die Behauptung, wenn man

die Konventionen (−∞) + (−∞) = −∞ und (−∞) + n = −∞ beahtet.

Andernfalls gilt deg(f) = n, deg(g) = m mit n,m ∈ N0. Ist f =
∑n

i=0 aiX
i

und g =
∑m

i=0 biX
i
, so ist ai + bi = 0 für i > max(n,m). Also ist der Grad

von f + g höhstens so gross wie max(n,m). Für die zweite Ungleihung

beahte man, dass

∑

p+q=i apbq = 0 ist für i ≥ n+m. Der Koe�zient vom

Grad n+m in fg ist anbm. Ist R ein Integritätsring, oder sind an, bm keine

Nullteiler in R, so folgt aus an, bm 6= 0 auh anbm 6= 0. Dann gilt

deg(fg) = n+m = deg(f) + deg(g).

Korollar 3.5.2. Der Polynomring R[X] ist genau dann ein Integritätsring,

wenn R ein Integritätsring ist. Dann hat man R[X]× = R×.

Beweis. Ist R[X] nullteilerfrei, so auh sein Unterring R. Sei R nullteilerfrei

und f ∈ R[X] ein Nullteiler von R[X] mit fg = 0 für ein g 6= 0. Dann folgt

wegen Lemma 3.5.1

−∞ = deg(0) = deg(fg) = deg(f) + deg(g),

also deg(f) = −∞ und f = 0. Somit ist auh R[X] nullteilerfrei.
Sei nun f ∈ R[X]×. Dann gibt es ein g ∈ R[X] mit fg = 1. Lemma 3.5.1

ergibt

0 = deg(fg) = deg(f) + deg(g),

also deg(f) = deg(g) = 0 und damit f, g ∈ R×. Somit ist

R[X]× ⊆ R× ⊆ R[X]×.
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Satz 3.5.3. Sei g 6= 0 ein Polynom in R[X], dessen Leitkoe�zient eine

Einheit in R ist. Dann existieren zu jedem Polynom f ∈ R[X] eindeutig
bestimmte Polynome q, r ∈ R[X], so dass f = qg + r mit deg(r) < deg(g)

gilt.

Beweis. Die Fälle f = 0 bzw. f 6= 0, deg(f) < deg(g) sind klar mit q = 0
und r = f . Sei also m = deg(f) ≥ deg(g) = n. Wir führen eine Induktion

über m. Sei f =
∑m

i=0 aiX
i
und g =

∑n
i=0 biX

i
mit bn ∈ R×. Der Grad des

Polynoms

h = f − amb−1n Xm−ng

ist eht kleiner als m, weil sih das Leitmonom amX
m
von f mit dem von

amb
−1
n Xm−ng weghebt. Also gibt es nah Induktionsvoraussetzung q0, r ∈

R[X] mit deg(r) < n, so dass h = q0g + r ist. Daraus folgt

f = (amb
−1
n Xm−n + q0)g + r

= qg + r.

Nun fehlt nur noh die Eindeutigkeit von q und r zu zeigen. Angenommen,

f = q1g + r1 = q2g + r2 mit deg(r1), deg(r2) < deg(g). Dann ist

(q2 − q1)g = r2 − r1.

Da bn eine Einheit in R ist, gilt nah Lemma 3.5.1

deg(g) > deg(r2 − r1) = deg((q2 − q1)g
= deg(q2 − q1) + deg(g).

Das kann nur stimmen, wenn q2 − q1 das Nullpolynom vom Grad −∞ ist,

also für q2 = q1, und dann r2 = r1.

Korollar 3.5.4. Sei K ein Körper. Dann ist K[X] mit der Gradfunktion
d(f) = deg(f) ein Euklidisher Ring.

3.6 Primideale und maximale Ideale

De�nition 3.14. Sei R ein Ring.

(1) Ein Ideal P ⊂ R heiÿt prim oder Primideal, wenn P 6= R und wenn

für alle a, b ∈ R aus ab ∈ P auh a ∈ P oder b ∈ P folgt.
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(2) Ein Ideal M ⊂ R heiÿt maximal oder maximales Ideal, wenn M 6= R

und wenn es kein Ideal I gibt mit M ( I ( R, d.h. wenn für alle

Ideale I ⊆ R mit M ⊆ I gilt I =M oder I = R.

Das Ideal I = 0 ist nah De�nition genau dann ein Primideal, wenn R ein

Integritätsring ist. In einem Körper ist I = 0 das einzige maximale Ideal.

In Z ist jedes Ideal von der Form nZ mit n ∈ N.

Beispiel 3.6.1. Sei m ∈ N. Ein Ideal mZ in Z ist genau dann prim, wenn

m = 0 oder m prim ist. Es ist genau dann maximal, wenn m prim ist.

Das folgt direkt aus den De�nitionen. Allerdings kann man auh den fol-

genden Satz anwenden.

Satz 3.6.2. Sei R ein Ring.

(1) Ein Ideal P ⊂ R ist genau dann prim, wenn R/P ein Integritätsbereih

ist.

(2) Ein Ideal M ⊂ R ist genau dann maximal, wenn R/M ein Körper ist.

Beweis. Zu (1): Ist P ⊂ R ein Primideal, so ist P 6= R und somit R/P 6= 0.

Gilt [a][b] = 0 für a, b ∈ R/P , so ist ab ∈ P , also entweder a ∈ P oder

b ∈ P . Das bedeutet, entweder [a] = 0 oder [b] = 0. Somit ist R/P null-

teilerfrei. Sei umgekehrt R/P ein Integritätsbereih. Da R/P 6= 0 ist, gilt

R 6= P . Ist ab ∈ P , so folgt [a][b] = 0. Da R/P nullteilerfrei ist, folgt [a] = 0
oder [b] = 0. Das bedeutet, a ∈ P oder b ∈ P .
Zu (2): Für jedes Ideal I ⊇ M ist das Bild π(I) unter der Restklassenab-
bildung π : R → R/M ein Ideal in R/M . Umgekehrt ist für jedes Ideal

J ⊆ R/M das Urbild π−1(J) ein Ideal in R, das M enthält. Dann sind

{Ideale I ⊆ R mit M ⊆ I} ←→ {Ideale J ⊆ R/M}
I 7→ π(I)

π−1(J)← [ J

zueinander inverse Bijektionen. Ist R/M ein Körper, so hat R/M nur die

zwei Ideale 0 und R/M . In der Tat, jeder KörperK hat nur die beiden Ideale

0 und K, weil jedes Ideal I 6= 0 ein a 6= 0 enthält, also auh 1 = aa−1

enthält, und somit I = (1) = R gilt. Mit den obigen Bijektionen folgt
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daraus, dass M ein maximales Ideal in R ist.

Ist umgekehrtM ein maximales Ideal von R, so ist R/M niht der Nullring.

Mit der obigen Bijektion folgt, dass R/M nur die Ideale 0 und R/M besitzt.

Jeder Ring S, der niht der Nullring ist und nur die Ideale 0 und S besitzt

ist ein Körper, weil jedes s 6= 0 in S invertierbar ist. Denn (s) ist ein Ideal

ungleih Null, also (s) = S, und somit sx = 1 für ein x ∈ S. Also ist R/M
ein Körper.

Beispiel 3.6.3. Der Ring Z/mZ ist genau dann ein Körper, wenn m eine

Primzahl ist. Wir shreiben dann m = p und Fp := Z/pZ.

Ist m = p prim, so ist pZ ein maximales Ideal in Z. Also ist Z/pZ ein

Körper. Ist m niht prim, so ist Z/mZ niht nullteilerfrei, und daher kein

Körper.

Korollar 3.6.4. Jedes maximale Ideal in R ist ein Primideal.

Beweis. Ist M ein maximales Ideal in R, so ist R/M ein Körper, also ins-

besondere ein Integritätsring. Somit ist M prim.

Tatsählih ist es niht so klar, dass ein Ring R (immer kommutativ)

überhaupt ein maximales Ideal besitzt. Um das zu zeigen, brauht man das

Zornshe Lemma.

Satz 3.6.5. Jeder Ring R 6= 0 besitzt ein maximales Ideal.

Beweis. Die MengeM aller Ideale I 6= (1) in R ist niht leer, da (0) ∈M.

Sie ist durh die Inklusionsrelation geordnet. Um Zorns Lemma anzuwen-

den, müssen wir zeigen, dass jede Kette in M eine obere Shranke in M
hat. Sei T also eine Kette von Idealen I 6= (1). Dann betrahte man

J :=
⋃

I∈T
I.

Dann ist J ein Ideal in R, denn für alle x, y ∈ J existiert ein I ∈ T mit

x, y ∈ I. Da I ein Ideal ist, folgt x − y ∈ I und rx ∈ I für alle r ∈ R.

Weiterhin gilt 1 6∈ J , da 1 6∈ I für alle I ∈ T . Also gilt J ∈ M, und J ist

o�ensihtlih eine obere Shranke der Kette T . Aus Zorns Lemma folgt die

Existenz eines maximalen Elementes fürM.
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Korollar 3.6.6. Sei I ein ehtes Ideal in R. Dann gibt es ein maximales

Ideal M in R mit I ⊆M .

Beweis. Man betrahte im obigen Satz den Ring R/I und verwende die

Bijektion aus dem Beweis von (2) in Satz 3.6.2.

3.7 Bruhringe und Quotientenkörper

In der kommutativen Algebra werden sogenannte Lokalisierungen eines Rin-

ges R bezüglih einer multiplikativ abgeshlossenen Teilmenge S studiert.

Man erhält einen neuen Ring S−1R, in dem die Elemente von S invertierbar

sind. Er heiÿt auh Ring der Brühe. Ist R ein Integritätsring, so erhält man

mit S = R \ 0 den sogenannten Quotientenkörper von R. Für R = Z ist

das genau die Konstruktion, aus der man Q erhält.

De�nition 3.15. Eine Teilmenge S vonR heiÿtmultiplikativ abgeshlossen,

wenn gilt

(1) 1 ∈ S,
(2) Aus a ∈ S, b ∈ S folgt ab ∈ S.
Beispiel 3.7.1. 1. Sei I ein Ideal in R. Dann ist R \ I genau dann multi-

plikativ abgeshlossen, wenn I ein Primideal ist.

2. Ist R ein Integritätsring, so ist R \ 0 multiplikativ abgeshlossen.

3. Die Menge aller Niht-Nullteiler in R ist multiplikativ abgeshlossen.

4. Die Menge aller Einheiten in R ist multiplikativ abgeshlossen.

Sei S eine multiplikative abgeshlossenen Teilmenge von R. Wir de�nieren

eine Relation auf der Menge aller geordneten Paare von R × S wie folgt.

Für zwei Paare (a, s), (b, t) ∈ R× S sei

(a, s) ∼ (b, t)⇐⇒ (at− bs)u = 0 für irgendein u ∈ S.
Lemma 3.7.2. Die Relation ∼ de�niert eine Äquivalenzrelation auf R×S.
Beweis. Es ist klar, dass (a, s) ∼ (a, s) gilt, und (a, s) ∼ (b, t) auh (b, t) ∼
(a, s) impliziert. Es ist also nur die Transitivität zu zeigen. Es gelte also

(a, s) ∼ (b, t) und (b, t) ∼ (c, r). Es existieren also v, w ∈ S mit

(at− bs)v = 0, (br − ct)w = 0.
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Daraus folgt

(at− bs)rvw = 0, (br − ct)svw = 0,

und damit atrvw = bsrvw = ctsvw, so dass

(ar − cs)tvw = 0.

Da S multiplikativ abgeshlossen ist, haben wir tvw ∈ S, also (a, s) ∼
(c, r).

Wir shreiben einfah

a
s
für die Äquivalenzklasse von (a, s).

De�nition 3.16. Der Ring der Brühe bezüglih S ist der Ring

S−1R := {a/s | (a, s) ∈ R × S},

wobei die Addition und die Multiplikation auf S−1R durh

a

s
+
b

t
=
at+ bs

st
,

a

s
· b
t
=
ab

st

gegeben sind.

Bemerkung 3.7.3. Addition und Multiplikation sind wohlde�niert, d.h.

hängen niht von der Wahl der Vertreter (a, s) und (b, t) ab. Das Nah-

rehnen der Ringaxiome ist Routine. Der Ring S−1R hat das Nullelement

0
1
und das Einselement

1
1
. Die Abbildung ϕ : R → S−1R mit r 7→ r

1
ist ein

Ringhomomorphismus mit Kern

ker(ϕ) = {r ∈ R | es existiert ein s ∈ S mit rs = 0 }.

Es gilt genau dann S−1R = 0 wenn 0 ∈ S.

De�nition 3.17. Sei R ein Integritätsring. Dann ist S = R\0multiplikativ
abgeshlossen und S−1R ein Körper. Er heiÿt der Quotientenkörper von R
und wird mit Quot(R) bezeihnet.

Die Abbildung ϕ : R → S−1R ist dann injektiv, da S keine Nullteiler

enthält. Also kann man R mit seinem Bild in S−1R identi�zieren. Wie shon

erwähnt ist Quot(Z) = Q. Ein anderes Beispiel ist Quot(Z[i]) = Q(i).
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3.8 Teilbarkeit und faktorielle Ringe

In der elementaren Zahlentheorie wurde die eindeutige Primfaktorzerlegung

von ganzen Zahlen studiert. Solhe Zerlegungen sind niht nur für den Ring

Z interessant, sondern auh allgemein für Integritätsringe. Allerdings haben

Primfaktorzerlegungen dort niht immer so shöne Eigenshaften wie in Z.

De�nition 3.18. Sei R ein Integritätsring.

(1) Für Elemente a, b ∈ R sagt man a teilt b, oder a | b, falls es ein c ∈ R
gibt mit ac = b.

(2) Zwei Elemente a, b ∈ R heiÿen assoziiert, oder a ∼ b, falls a | b und
b | a gilt.

(3) Ein Element p ∈ R heiÿt prim oder Primelement, falls p 6= 0 und p

keine Einheit ist, und für alle a, b ∈ R mit p | ab folgt p | a oder p | b.
(4) Ein Element u ∈ R heiÿt irreduzibel, falls u 6= 0 und u keine Einheit

ist, und aus einer Darstellung u = ab mit a, b ∈ R immer folgt, dass a

oder b eine Einheit ist.

Beispiel 3.8.1. Für R = Z sind die Primelemente genau alle Zahlen {±p},
wobei p eine Primzahl ist. Ebenso sind auh alle irreduziblen Elemente ge-

geben. Die Begri�e prim und irreduzibel sind also äquivalent in Z.

Zwei ganze Zahlen m und n sind genau dann assoziiert, wenn m = ±n
gilt, d.h., wenn sie sih durh eine Einheit in Z untersheiden. Sind allgemein

a, b ∈ R assoziiert, so gilt a = µb und b = νa für µ, ν ∈ R, also b = νµb,

und somit b(1 − νµ) = 0. Ist b 6= 0, so sind µ, ν Einheiten. Für b = 0 ist

a = 0 und b = 1 · a. Also gilt

a ∼ b⇐⇒ a = µb mit einer Einheit µ.

Ein Körper hat gar keine Primelemente, da alle Elemente ungleih Null

Einheiten sind. Ebenso hat er auh keine irreduziblen Elemente.

Wir können obige Begri�e auh idealtheoretish beshreiben.

Lemma 3.8.2. Sei R ein Integritätsring.

(1) Es gilt (a) ⊇ (b)⇐⇒ a | b. "To ontain is to divide".
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(2) Es gilt a ∼ b⇐⇒ (a) = (b).

(3) Ein Element p ∈ R ist genau dann prim, wenn p 6= 0 und (p) ein

Primideal in R ist.

(4) Ist R ein Hauptidealring, dann ist ein Element u ∈ R genau dann

irreduzibel, wenn (u) ein maximales Ideal in R ist.

Beweis. Wir überlassen (1) − (3) dem Leser. (4) folgt aus (1), weil in ei-

nem Hauptidealring jedes Ideal von der Form (a) ist. Also ist (a) genau

dann maximal wenn a keine niht-trivialen Teiler hat, genau dann wenn a
irreduzibel ist.

Das folgende Beispiel zeigt, dass (4) niht in jedem Integritätsring gelten

muss.

Beispiel 3.8.3. Das Polynom X in R = Z[X] ist ein irreduzibles Element,

aber das Ideal (X) ist niht maximal.

In der Tat, da Z[X]/(X) ∼= Z kein Körper ist, kann (X) kein maximales

Ideal sein. Die Aussage in (4) kann verbessert werden, idem man sagt, dass

ein Element r ∈ R genau dann irreduzibel ist, wenn das Ideal (a) maximal

unter den Hauptidealen in R ist. Für Hauptidealringe sind die Begri�e prim

und irreduzibel sogar äquivalent.

Satz 3.8.4. Sei R ein Integritätsring.

(1) Jedes Primelement in R ist irreduzibel.

(2) In einem Hauptidealring R ist ein Element genau dann prim wenn es

irreduzibel ist.

(3) In einem Hauptidealring R ist ein Ideal ungleih Null genau dann prim

wenn es maximal ist.

Beweis. Zu (1). Sei p ein Primelement in R und p = ab. Dann gilt a | p
und b | p. Da p prim ist, folgt auh p | a oder p | b. Im ersten Fall ist p ∼ a

und deshalb b ∈ R×, und im zweiten Fall p ∼ b, also a ∈ R×. Also ist p
irreduzibel.

Zu (2). Sei u ∈ R irreduzibel. Wegen Lemma 3.8.2, (4) für Hauptidealringe
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ist (u) ein maximales Ideal, also auh ein Primideal. Somit ist u ein Prim-

element. Die Umkehrung gilt allgemein wegen (1).

Zu (3). Das folgt aus Lemma 3.8.2, (3) und (4).

Satz 3.8.5. Der Polynomring R[X] ist genau dann ein Hauptidealring,

wenn R ein Körper ist.

Beweis. Die Abbildung R[X] → R, f 7→ f(0) ist ein Ringepimorphismus

mit Kern (X). Nah dem Isomorphiesatz gilt also R[X]/(X) ∼= R. Sei R[X]
ein Hauptidealring. Dann ist das Ideal I = (X) prim, da R[X]/(X) ∼= R als

Unterring von R[X] selbst ein Integritätsring ist. Wegen 3.8.4, (2) ist (X)
auh maximal, und somitR/I ∼= R ein Körper. Umgekehrt seiR ein Körper.

Dann ist R[X] ein Euklidisher Ring mit der Gradfunktion d(f) = deg(f),
also auh ein Hauptidealring, siehe Satz 3.4.2.

De�nition 3.19. Sei R ein Integritätsring und a, b ∈ R.

(1) Ein gröÿter gemeinsamer Teiler, oder ein ggT von a und b ist ein d ∈ R
mit d | a, d | b und der Eigenshaft, dass für alle r ∈ R mit r | a, r | b
folgt r | d. Wir shreiben d = gcd(a, b).

(2) Ein kleinstes gemeinsames Vielfahes, oder ein kgV von a und b ist ein
v ∈ R mit a | v, b | v, und der Eigenshaft, dass für alle s ∈ R mit

a | s, b | s folgt v | s. Wir shreiben v = lcm(a, b).

Satz 3.8.6. Sei R ein Integritätsring und a, b ∈ R.

(1) Falls es in R einen ggT von a und b gibt, so ist er bis auf eine Einheit
eindeutig.

(2) Falls es ein d ∈ R gibt mit (d) = (a, b), so ist d ein ggT von a und b.

(3) Falls es in R ein kgV von a und b gibt, so ist es bis auf eine Einheit

eindeutig.

(4) Falls es ein v ∈ R gibt mit (v) = (a)∩ (b), so ist v ein kgV von a und

b.

Beweis. Zu (1). Sind d und e zwei ggTs, so gilt d | e und e | d. Damit gilt

d ∼ e, also d = µe für eine Einheit µ.
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Zu (2). Aus (d) = (a, b) folgt (a) ⊆ (d), (b) ⊆ (d), also d | a, d | b. Wegen

d ∈ (a, b) gibt es x, y ∈ R mit d = xa + yb. Gilt also r | a, r | b, so folgt

r | d. Also ist d ein ggT von a und b.

Ähnlih zeigt man (3) und (4).

Falls ein ggT oder kgV existiert, ist er also im wesentlihen eindeutig. Für

Hauptidealringe haben wir folgdenes Resultat.

Satz 3.8.7. Sei R ein Hauptidealring und a, b ∈ R. Dann gibt es einen ggT

d = gcd(a, b) und es gilt (d) = (a, b) = (a) + (b). Ebenso gibt es ein kgV

v = lcm(a, b) und es gilt (v) = (a) ∩ (b).

Beweis. Da R ein Hauptidealring ist, gibt es zu dem Ideal (a, b) ein d ∈ R
mit (d) = (a, b). Wegen 3.8.6, (2) ist d ein ggT von a und b. Nah De�nition

ist (a, b) das kleinste Ideal das a und b enthält. Also gilt in jedem Ring

(a, b) = (a) + (b).

Da auh das Ideal (a) ∩ (b) ein Hauptideal ist, gibt es ein v ∈ R mit

(v) = (a) ∩ (b). Wegen 3.8.6, (4) ist v ein kgV von a und b.

De�nition 3.20. Zwei Elemente a, b ∈ R heiÿen teilerfremd, falls 1 ein

ggT von a und b ist. Zwei Ideale I und J in einem Ring heiÿen teilerfremd,

falls I + J = R gilt.

Aus Satz 3.8.7 folgt

Satz 3.8.8. Sei R ein Hauptidealring. Dann sind a und b aus R genau

dann teilerfremd, wenn die Ideale (a) und (b) teilerfremd sind. In diesem

Fall gibt es r, s ∈ R mit ra+ sb = 1.

De�nition 3.21. Ein faktorieller Ring ist ein Integritätsring R, in dem

sih jedes Element a ∈ R mit a 6= 0, a 6∈ R× als ein endlihes Produkt von

Primelementen shreiben läÿt.

Wir nennen diese Darstellung als Produkt von Primelementen eine Prim-

faktorzerlegung. Das leere Produkt ist dabei eingeshlossen, also ist ein Kör-

per auh ein faktoreller Ring. Er hat keine Niht-Einheiten ungleih Null.
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Bemerkung 3.8.9. Man kann leiht zeigen, dass Primfaktorzerlegungen,

wenn sie existieren, eindeutig in folgendem Sinne sind. Gilt

n
∏

i=1

pi =
m
∏

j=1

qj

mit Primelementen pi, qj ∈ R, so folgt m = n und es gibt eine Permutation

σ ∈ Sn und Einheiten εi in R mit pj = εj · qσ(j) für alle j = 1, . . . , n.

Satz 3.8.10. Ein Integritätsring R is genau dann faktoriell, wenn sih jedes

Element r 6= 0, r 6∈ R× als ein endlihes Produkt von irreduziblen Elemen-

ten shreiben läÿt, und diese Zerlegung bis auf Reihenfolge und Einheiten

eindeutig ist.

Beweis. Sei R faktoriell und r 6= 0 keine Einheit. Dann existiert eine ein-

deutige Zerlegung in Primelemente, d.h., r = p1 · · · pn. Jedes Primelement

ist aber irreduzibel nah Satz 3.8.4. Also erhalten wir eine eindeutige Zer-

legung in irreduzible Elemente. Hat jedes Element eine Zerlegung in irredu-

zible Elemente, dann ist jedes irreduzible Element u auh prim. Denn hat

man u | ab, so gibt es ein c ∈ R mit uc = ab. Nun ersetze man a, b, c durh

eine Zerlegung in irreduzible Elemente, d.h.,

a = p1 · · · pr, b = q1 · · · qs, c = r1 · · · rt.

Dann erhält man aber auf beiden Seiten von uc = ab im wesentlihen die

gleihe Zerlegung, wegen der Eindeutigkeit der Zerlegungen,

ur1 · · · rt = p1 · · · pr · q1 · · · qs.

Also ist u = pi für ein i, oder u = qj für ein j und es folgt entweder u | a
oder u | b. Somit ist u auh prim und R faktoriell.

Korollar 3.8.11. Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist ein Element a ∈ R
genau dann prim wenn es irreduzibel ist.

Beispiel 3.8.12. 1. Jeder Körper ist ein faktorieller Ring.

2. Z ist ein faktorieller Ring.

3. O−5 = Z[
√
−5] ist kein faktorieller Ring.
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Zu 3. Sei R = O−5. Die Normabbildung N : Od → Z ist durh

N(z) = zz = (a+ b
√
−5)(a−

√
−5) = a2 + 5b2

gegeben. Es ist leiht zu sehen, dass z eine Einheit ist, genau dann wenn

N(z) = 1 gilt. Das bedeutet, R× = {±1}. Das Element z = 6 hat folgende

Zerlegungen in irreduzible Elemente,

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5).

Nun ist 2 kein Primelement, denn 2 | 6, aber 2 teilt keinen der beiden

Faktoren 1 ±
√
−5. Dazu bemerkt man, dass aus z | w in R folgt N(z) |

N(w) in Z. Aber

N(2) = 4 ∤ 6 = N(1±
√
−5).

Andererseits ist 2 aber irreduzibel. Angenommen 2 = (a + b
√
−5)(c +

d
√
−5), und ein Faktor, sagen wir der erste, wäre keine Einheit, d.h., a2 +

5b2 6= 1. Dann gilt (a + b
√
−5) | 2 in R, also a2 + 5b2 | 4 in Z. Dann

bleibt nur 4 = 2 · 2 und a2 + 5b2 = 2, was aber keine Lösung in Z hat, ein

Widerspruh. Wegen Korollar 3.8.11 kann R also niht faktoriell sein.

Lemma 3.8.13. Sei R ein faktorieller Ring. Dann gibt es zu gegebenem

a 6= 0 in R nur endlih viele vershiedene Hauptideale (b) mit (b) ⊇ (a) in
R.

Beweis. Ist a eine Einheit, so ist (a) = R und die Aussage klar. Andernfalls

hat man eine Zerlegung a = u1 · · · un in irreduzible Elemente. Für (b) ⊇ (a)
gilt b | a, also a = bq mit einem q ∈ R. Wegen der Eindeutigkeit der

Zerlegung muss es 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n geben mit b ∼ ui1 · · ·uim. Das
sind nur endlih viele Möglihkeiten für (b).

Satz 3.8.14. Ein Integritätsbereih R ist genau dann ein faktorieller Ring,

wenn jedes irreduzible Element prim ist und jede aufsteigene Kette von

Hauptidealen

I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · ·
stationär wird.

Beweis. Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist nah Korollar 3.8.11 jedes ir-

reduzible Element prim. Wegen Lemma 3.8.13 wird jede aufsteigende Kette
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von Hauptidealen stationär.

Sei umgekehrt R ein Integritätsring mit aufsteigender Kettenbedingung für

Hauptideale. Betrahte die Menge H aller Hauptideale (a) in R mit a 6= 0,

a 6∈ R×, so dass a kein Produkt von irreduziblen Elementen ist. Wir müssen

zeigen, dass H = ∅ ist und nehmen das Gegenteil an. Dann enthält H ein

maximales Element I, denn andernfalls hätte man zu jedem J1 ∈ H ein

J2 ∈ H mit J1 ( J2, und so durh Fortsetzen des Verfahrens eine aufstei-

gende Kette von Hauptidealen, die niht stationär wäre. Sei I = (a) für ein
a ∈ R. Dann ist a 6= 0, keine Einheit und muss reduzibel sein. Also gibt es

Niht-Einheiten b, c ∈ R mit a = bc. Man erhält ehte Inklusionen (a) ( (b)

und (a) ( (c). Also gehören wegen der Maximalität von (a) die Ideale (b)
und (c) niht zu H. Also sind b und c das Produkt irreduzibler Elemente,

und somit auh a = bc. Das ist ein Widerspruh zu (a) ∈ H. Also ist H
leer.

Die aufsteigende Kettenbedingung kann man überhaupt für alle Ideale

in einem beliebigen Ring fordern. Dann erhält man eine weitere wihtige

Klasse von Ringen.

De�nition 3.22. Ein Ring R heiÿt Noethersh, wenn jede aufsteigende

Kette von Idealen

I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · ·
stationär wird.

Satz 3.8.15. Sei R ein Ring. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent.

(1) R ist Noethersh.

(2) Jede niht-leere Menge von Idealen in R hat ein maximales Element

bezüglih Inklusion.

(3) Jedes Ideal in R ist endlih erzeugt.

Beweis. (1) ⇒ (2): Ist M eine niht-leere Menge von Idealen, die kein

maximales Element hat, so gibt es zu jedem I1 ∈ M ein I2 ∈ M mit

I1 ( I2. Somit erhält man eine aufsteigende Kette von Idealen, die niht

stationär wird, im Widerspruh zur Annahme. Also folgt (2).

(2) ⇒ (3): Sei I ein Ideal in R und M die Menge aller Ideale in R, die
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endlih erzeugt sind und in I enthalten sind. Dann istM niht-leer. Sei M

ein maximales Element in M und a ∈ I. Dann gilt (a) + M ∈ M und

M ⊆ (a) +M . Wegen der Maximalität folgt M = (a) +M , also a ∈ M .

Also ist I ⊆ M ⊆ I, d.h., I = M . Da M nah De�nition vonM endlih

erzeugt ist, folgt (3).

(3) ⇒ (1): Ist I1 ⊆ I2 ⊆ I2 ⊆ · · · eine aufsteigende Kette von Idealen in

R, so ist ihre Vereinigung I wieder ein Ideal. Es ist endlih-erzeugt nah

Voraussetzung, d.h., I = (a1, . . . , am). Zu jedem 1 ≤ j ≤ m existiert ein nj
mit aj ∈ Inj

. Ist n0 die gröÿte der Zahlen nj, so gilt I = In0
, und die Kette

wird stationär. Also folgt (1).

Korollar 3.8.16. Jeder Hauptidealring ist faktoriell und Noethersh. Wir

haben die Implikationen

Euklidish =⇒ Hauptidealring =⇒ faktoriell

Beweis. Sei R ein Hauptidealring. Nah Satz 3.8.4 ist jedes irreduzible Ele-
ment prim. O�ensihtlih ist jedes Ideal in R von einem Element erzeugt.

Nah (3) des obigen Satzes 3.8.15 ist R also Noethersh. Somit ist R fak-

toriell nah Satz 3.8.14. Euklidishe Ringe sind Hauptidealringe nah Satz

3.4.2, und deshalb faktoriell.

Beispiel 3.8.17. Alle Ringe Od mit
d = −163,−67,−43,−19,−11,−7,−3,−2,−1, 1, 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 14, . . .
sind faktoriell, siehe Theorem 3.4.8.

Bemerkung 3.8.18. Die Umkehrungen der Implikationen aus Korollar

3.8.16 gelten im allgemeinen niht. Wir werden noh sehen, dass Z[X] ein
faktorieller Ring ist. Er ist aber kein Hauptidealring, da Z kein Körper ist,

siehe Satz 3.8.5. Allerdings, Ganzzahlringe in Zahlkörpern sind genau dann

faktoriell, wenn sie Hauptidealringe sind. Das gilt insbesondere für die Ringe

Od.

3.9 Der Satz von Gauÿ

Der Satz von Gauÿ besagt, dass der Poylnomring R[X] über einem fak-

toriellen Ring R wieder faktoriell ist. Für R = Z erhält man also, dass
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der Ring Z[X] faktoriell ist. Der Beweis führt über den Quotientenkörper

K = Quot(R). DaK[X] ein Hauptidealring ist wegen Satz 3.8.5, ist er auh
faktoriell. Die kanonishe Einbettung von R nah K liefert eine Einbettung

von R[X] nah K[X]. Allerdings muÿ man nun überlegen, wie man aus

Primfaktorzerlegungen in K[X] solhe in R[X] erhalten kann. Sei p ∈ R
prim. Man betrahte die Abbildung (Bewertung) νp : R→ N ∪ {∞},

x 7→ sup{n ∈ N | pn | x}.
De�nition 3.23 (Primbewertungen auf Quotientenkörpern). Sei R ein fak-

torieller Ring mit Quotientenkörper K und p ∈ R prim. Man setze die

Abbildung νp auf K fort durh

νp

(a

b

)

= νp(a)− νp(b) ∈ Z ∪ {∞}

für eine Klasse

a
b
∈ K. Für f =

∑n
i=0 aiX

i ∈ K[X] de�niere man

νp(f) = min{νp(ai) | i = 0, . . . , n}.
Bemerkung 3.9.1. Für f ∈ K[X] gilt f ∈ R[X] ⊆ K[X] genau dann,

wenn νp(f) ≥ 0 für alle Primelemente p ∈ R.
Lemma 3.9.2 (Lemma von Gauÿ). Sei R ein faktorieller Ring mit Quoti-

entenkörper K und p ∈ R prim. Dann gilt für alle f, g ∈ K[X]

νp(fg) = νp(f) + νp(g).

Sind zudem f, g beide normiert und fg ∈ R[X], so folgt f, g ∈ R[X].

Beweis. 1. Die "Gradgleihung"gilt o�ensihtlih für f, g ∈ K, wie man

leiht mit der Primfaktorzerlegung von Zähler und Nenner nahrehnet.

2. Sei S = {0, 1, . . . , n}. Ist f ∈ K und g =
∑n

j=0 bjX
j ∈ K[X], so folgt

νp(fg) = νp

(

n
∑

j=0

fbjX
j

)

= min{νp(fbj) | j ∈ S}
= min{νp(f) + νp(bj) | j ∈ S}
= νp(f) + min{νp(bj) | j ∈ S}
= νp(f) + νp(g).
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3.Wir zeigen nun, dass die Gradformel für f, g ∈ R[X] mit νp(f) = νp(g) =

0 gilt. Die natürlihe Projektion R→ R/(p) induziert einen Ringhomomor-

phismus

π : R[X]→ R/(p)[X].

Da p prim ist, ist (p) ein Primdeal in R und daher R/(p) ein Integritäts-

ring, wegen Satz 3.6.2. Nah Korollar 3.5.2 ist dann auh R/(p)[X] ein
Integritätsring. Nah Konstruktion gilt

ker(π) = {h ∈ R[X] | νp(h) > 0}.

Wegen νp(f) = νp(g) = 0 gilt π(f), π(g) 6= 0. Da R/(p)[X] nullteilerfrei
ist, folgt π(fg) 6= 0, also fg 6∈ ker(π), und deshalb νp(fg) = 0. Damit gilt

die Gradgleihung auh in diesem Fall.

4. Nun können wir den allgemeinen Fall behandeln. Seien f, g ∈ K[X]. Dann

gibt es Elemente c, d ∈ K× mit cf, dg ∈ R[X] und νp(cf) = νp(dg) =
0. Man kann zum Beispiel mit dem Produkt aller Nenner multiplizieren

und durh geeignete p-Potenzen dividieren. Mit den vorangegangenen Fällen

folgt nun

νp(cd) + νp(fg)
2.
= νp(cdfg)

= νp(cf · dg)
3.
= νp(cf) + νp(dg)
2.
= νp(c) + νp(f) + νp(d) + νp(g)
1.
= νp(cd) + νp(f) + νp(g).

Das ergibt die Behauptung.

Da f, g normiert sind, folgt νp(f), νp(g) ≤ 0, und fg ist ebenfalls normiert.

Da die Koe�zienten von fg sogar in R liegen, gilt νp(fg) = 0. Also liefert

die Gradgleihung

0 = νp(fg) = νp(f) + νp(g),

und somit νp(f) = νp(g) = 0. Da dies für alle Primelemente p gilt, folgt, dass
in f und g keine ehten Nenner auftreten können. Also gilt f, g ∈ R[X].

De�nition 3.24. Sei R ein faktorieller Ring. Ein Polynom f in R[X] heiÿt

primitiv, wenn νp(f) = 0 für alle Primelemente p ∈ R gilt.
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Bemerkung 3.9.3. Ist f ∈ R[X], so heiÿt

c(f) =
∏

p

pνp(f)

der Inhalt von f . Dabei läuft das Produkt über ein Repräsentantensystem

von Primelementklassen, mit genau einem Primelement in der Äquivalenz-

klasse bezüglih Assoziiertheit. Ein Polynom f ist genau dann primitiv,

wenn sein Inhalt 1 ist.

Lemma 3.9.4. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkörper K. Dann

gelten die folgenden Aussagen.

(1) Ist q ∈ R prim in R, so auh in R[X].

(2) Ist q ∈ R[X] primitiv und prim in K[X], so ist q shon prim in R[X].

(3) Jedes Polynom f 6= 0, f keine Einheit in R[X] ist ein Produkt von

Primelementen von R und von primitiven Polynomen in R[X], die
prim in K[X] sind.

Beweis. Zu (1). Wie wir im Beweis von Lemma 3.9.2 gesehen haben, ist

R/(q)[X] ein Integritätsring, da q prim in R ist. Der kanonishe Ringho-

momorphismus

R[X]/(q)→ R/(q)[X],

der r + qR[X] auf r + qR abbildet für r ∈ R, und [X] auf X, zeigt, dass

auh R[X]/(q) ein Integritätsring ist. Also ist das von q erzeugte Ideal in

R[X] prim. Dann ist q prim in R[X] wegen Lemma 3.8.2.

Zu (2). Sei q ∈ R[X] primitiv und prim in K[X]. Seien f, g ∈ R[X] mit

q | fg. Dann ist q auh auh in K[X] ein Teiler von fg. Da q prim in K[X]
ist, ist q ein Teiler von f oder g in K[X]. Ohne Einshränkung gelte q | f ,
d.h., es gibt ein h ∈ K[X] mit f = qh. Da q primitiv ist und wegen Lemma

3.9.2 gilt

νp(h) = νp(qh)− νp(q)
= νp(f)− νp(q)
= νp(f) ≥ 0.
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Also ist h ∈ R[X], siehe Bemerkung 3.9.1. Insbesondere ist q ein Teiler von

f in R[X]. Somit ist q prim in R[X].

Zu (3). Sei f 6= 0 in R[X]. Wir dürfen annehmen, dass f primitiv ist.

Ansonsten multiplizieren wir den gröÿten gemeinsamen Teiler der Koe�zi-

enten von f aus und erhalten eine Zerlegung f = cg mit c 6= 0 in R und

einem primitiven Polynom g ∈ R[X]. Da R faktoriell ist, besitzt c eine

Primfaktorzerlegung in R, wenn es niht eine Einheit ist. Nah (1) ist eine

solhe Primfaktorzerlegung von c auh eine in R[X]. Sei also f jetzt primitiv

mit deg(f) > 0. Der Ring K[X] ist als Hauptidealring über einem Körper

faktoriell. Aufgefasst als Element von K[X] besitzt f somit eine Primfak-

torzerlegung der Form f = p1 · · · pn mit Primelementen pi ∈ K[X]. Indem
wir mit den Nennern der Koe�zienten dieser Polynome multiplizieren und

jeweils durh den gröÿten gemeinsamen Teiler der entstehenden Koe�zi-

enten dividieren, erhalten wir c1, . . . , cn ∈ R \ 0 und primitive Polynome

q1, . . . , qn ∈ R[X] mit

f =
q1
c1
· · · qn

cn
=

1

c
· q1 · · · qn,

wobei c = 1
c1
· · · 1

cn
. Da f und alle qi primitiv sind, folgt aus Lemma 3.9.2

νp(c) = νp(f)−
n
∑

i=1

νp(qi)

= 0

für alle Primelemente p in R. Also folgt c ∈ R. Da 1
c
= c1 · · · cn ist sogar

c ∈ R×. Also ist

f = (cq1) · · · q2 · · · qn
eine Faktorisierung der gewünshten Form.

Aus diesem Lemma erhalten wir insbesondere, dass jedes niht-triviale

Element in R[X] eine Primfaktorzerlegung besitzt. Also ist R[X] faktoriell.

Theorem 3.9.5 (Satz von Gauÿ). Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist

auh R[X] faktoriell.

Beispiel 3.9.6. Der Polynomring (Z[i])[X] ist faktoriell.
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In der Tat ist Z[i] Euklidish, also ein Hauptidealring und ein faktorieller

Ring.

Korollar 3.9.7. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkörper K und

sei f ∈ R[X] ein primitives Polynom. Dann sind die folgenden Aussagen

äquivalent.

(1) Das Polynom f ist prim in R[X].

(2) Das Polynom f ist irreduzibel in R[X].

(3) Das Polynom f ist prim in K[X].

(4) Das Polynom f ist irreduzibel in K[X].

Beweis. In faktoriellen Ringen sind die Begri�e prim und irreduzibel nah

Korollar 3.8.11 äquivalent. Der Ring R[X] ist in der Tat faktoriell nah

dem Satz von Gauss. Ebenso ist K[X] ein faktorieller Ring. Also gelten

(1)⇔ (2) und (3)⇔ (4).

(3)⇔ (1): Das folgt aus Lemma 3.9.4, (2).

(1)⇔ (3): Die Primfaktorzerlegung von f in R[X] besteht, wie wir gesehen
haben, aus Primelementen von R und primitiven Polynomen in R[X], die
prim in K[X] sind. Da f in R[X] prim ist, besteht diese Produktzerlegung

aus nur einem Faktor. Da f primitiv ist, ist f kein Primelement von R. Also
muÿ f ein Primelement von K[X] sein.

Bemerkung 3.9.8. Sei R ein faktorieller Ring. Der Satz von Gauÿ im-

pliziert induktiv, dass auh der iterierte Polynomring R[X1, . . . , Xn] ein
faktorieller Ring ist. Hierbei ist R[X1, X2] = (R[X1])[X2], und

R[X1, . . . , Xk] = (R[X1, . . . , Xk−1])[Xk]

für alle k ≥ 2.

3.10 Irreduzibilitätskriterien für Polynome

Kriterien, die in gewissen Fällen die Irreduzibilität von Polynomen zeigen,

sind unter anderem nützlih wegen der folgenden Konstruktion von neuen

Körpern.
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Satz 3.10.1. Sei K ein Körper und f ∈ K[X] ein irreduzibles Polynom.

Dann ist der Restklassenring

K[X]/(f)

ein Körper.

Beweis. Wegen Satz 3.8.5 ist R = K[X] ein Hauptidealring. Aus Lemma

3.8.2 folgt, dass (f) ein maximales Ideal in R ist, da f irreduzibel ist. Wegen

Satz 3.6.2, Teil (2) ist der Restklassenring R/(f) deshalb ein Körper.

Beispiel 3.10.2. Das Polynom X2 + 1 ist irreduzibel in R[X]. Der Rest-

klassenring ist isomorph zu C,

R[X]/(X2 + 1) ∼= C.

Die Auswertungsabbildung R[X] → C mit f 7→ f(i) ist ein surjektiver

Ringhomomorphismus, dessen Kern das Ideal ist, welhes von demMinimal-

polynom von i erzeugt wird, also von X2 + 1. Hierbei ist R[X] Euklidish,
also ein Hauptidealring. Deswegen folgt R[X]/(X2 + 1) ∼= C nah dem

ersten Isomorphiesatz.

Bemerkung 3.10.3. Im allgemeinen ist R[X]/(f) kein Körper, auh wenn

f irreduzibel in R ist. Es gilt Z[X]/(X) ∼= Z, siehe Beispiel 3.8.3, welhes

kein Körper ist. Aber X ist irreduzibel in Z[X].

Theorem 3.10.4 (Nullstellenkriterium). Sei K ein Körper und f ∈ K[X]
mit deg(f) > 1. Hat f eine Nullstelle in K, so ist f reduzibel in K[X]. Hat

f Grad 2 oder 3, so ist f genau dann irreduzibel, wenn f keine Nullstelle

in K hat.

Beweis. Polynomdivision von f durh X − a ergibt f = q(X − a) + r mit

eindeutig bestimmten q, r ∈ K[X] und deg(r) < 1. Nah Voraussetzung

folgt 0 = f(a) = r und f = (X − a)q ist in K[X] reduzibel.
Für die zweite Behauptung nehme man an, f sei reduzibel. Also existieren

g, h ∈ K[X] mit f = gh, und g, h sind niht Null und keine Einheiten in

K[X]. Insbesondere ist deg(g) > 0 und deg(h) > 0. Wegen

deg(g) + deg(h) = deg(gh) = deg(f) ∈ {2, 3}
ist einer der beiden Grade gleih 1. Ohne Einshränkung sei deg(g) = 1.
Also ist g = aX+b mit a 6= 0, und somit f(−b/a) = g(−b/a)h(−b/a) = 0.

Also hat f eine Nullstelle in K.
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Für Polynome von Grad n ≥ 4 gilt die Aussage im allgemeinen niht

mehr. So hat f = (x2 + 1)2 keine Nullstellen in R[X], ist aber reduzibel.

Korollar 3.10.5. Sei K ein Körper und f ∈ K[X] mit f 6= 0. Dann hat

f höhstens deg(f) Nullstellen in K.

Beweis. Sind a1, . . . , an Nullstellen von f , dann folgt induktiv aus der Po-

lynomdivision, dass

(X − a1) · · · (X − an) | f
gilt, wobei der Fall n = 1 im Beweis von 3.10.4 gezeigt wurde. Also gilt

n ≤ deg(f).

Bemerkung 3.10.6. Die Aussage von Korollar 3.10.5 gilt auh für Polyno-
me inR[X], wobeiR ein Integritätsring ist, aber niht notwendig ein Körper.

Zwar muÿ dann R[X] kein Euklidisher Ring sein, aber die Polynomdivision

für normierte Polynome gilt in jedem Ring R, siehe Satz 3.5.3. Damit kann

man den Beweis mit Induktion auh für R[X] mahen. Allerdings benötigt

man, dass R keine Nullteiler hat. Ist f(a) = 0 und f = (X − a)q + f(a)
mit b 6= a und f(b) = 0, dann hat man 0 = f(b) = (b − a)q(b) und man

möhte q(b) = 0 shlieÿen für den Induktionsshritt. In der Tat, wenn R
Nullteiler hat, so wird die Aussage falsh:

f = X2 − 1

hat 4 Nullstellen in R = Z/8Z.

Sei f ein reduzibles Polynom in R[X]. Dann hat man f = gh mit g, h ∈
R[X]. Im allgemeinen kann man niht shliessen, dass deg(g) > 0 und

deg(h) > 0 gilt. Zum Beispiel ist f = 2(X + 1) ∈ Z[X] reduzibel, weil 2
keine Einheit ist. Ist f allerdings primitiv, also etwa ein normiertes Polynom,

so folgt die Aussage. Das werden wir im Beweis des folgenden Resultates

brauhen.

Theorem 3.10.7 (Reduktionskriterium). Sei R ein faktorieller Ring mit

Quotientenkörper K, p ein Primelement in R und π : R[X] → R/(p)[X]

der von der kanonishen Projektion R → R/(p) induzierte Ringhomomor-
phismus. Sei f ∈ R[X] ein Polynom vom Grad deg(f) > 0, dessen Leitko-

e�zient niht durh p teilbar ist. Dann gelten folgende Aussagen.
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(1) Ist f primitiv und π(f) in R/(p)[X] irreduzibel, so ist f in R[X]

irreduzibel.

(2) Ist π(f) in R/(p)[X] irreduzibel, so ist f in K[X] irreduzibel.

Beweis. Zu (1): Angenommen, f ist reduzibel in R[X], d.h., f = gh,
wobei g, h ∈ R[X] und weder f noh g ein Einheit ist. Da f primitiv

ist, können g und h keine Konstanten sein. Also gilt deg(f) > 0 und

deg(g) > 0. Dann ist das Produkt der höhsten Koe�zienten von g und

h gerade der höhste Koe�zient von f . Da dieser niht von p geteilt wird,

werden auh die höhsten Koe�zienten von g und h niht von p geteilt. Denn
R und R/(p) sind Integritätsringe, so dass deg(gh) = deg(g) + deg(h) und

deg(π(g)π(h)) = deg(π(g))+deg(π(h)) gilt. Also ist deg(π(g)) = deg(g) >
0 und deg(π(h)) = deg(h) > 0 in R/(p)[X]. Wegen

π(f) = π(gh) = π(g)π(h)

ist also π(f) in R/(p)[X] reduzibel, Widerspruh. Also ist f irreduzibel in

R[X].

Zu (2): Wir können f = c ·g shreiben, wobei c ∈ R der ggT der Koe�zien-

ten von f ist und g dann primitiv ist. Da π(f) irreduzibel in R/(p)[X] ist,

gilt das erst reht für π(g). Nah (1) ist g also irreduzibel in R[X]. Nah
Korollar 3.9.7 ist g dann auh irreduzibel in K[X]. Da K ein Körper ist,

ist c aber eine Einheit in K[X]. Also ist auh f irreduzibel in K[X].

Beispiel 3.10.8. Das Polynom f = −8X3− 4X +1 ∈ Z[X] ist irreduzibel
in Z[X] (und in Q[X]).

In der Tat, Reduktion modulo p = 3 in R = Z liefert das Polynom

π(f) = X3 −X + 1 ∈ F3[X], das keine Nullstelle in F3 hat. Also ist π(f)
irreduzibel in F3[X] nah dem Nullstellenkriterium. Da f primitiv ist, folgt

die Behauptung aus dem Reduktionskriterium.

Man kann das folgende Kriterium anwenden, um zu sehen, dass gewisse

Polynome keine rationalen Nullstellen haben.

Satz 3.10.9 (Rationaler Nullstellentest). Sei f = anX
n+ · · ·+a1X+a0 ∈

Z[X] ein Polynom vom Grad n und a = r
s
eine rationale Nullstelle von f

mit gcd(r, s) = 1. Dann gilt r | a0 und s | an in Z.
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Beweis. Wir dürfen annehmen, dass f primitiv ist, indem wir den ggT her-

ausziehen. Damit ändert man niht die Menge der rationalen Nullstellen und

die Teilbarkeitbedingungen gelten erst reht. Wegen f
(

r
s

)

= 0 ist sX−r ein
Teiler von f in Q[X]. Nah dem Lemma von Gauss ist dann f = (sX− r)g
mit einem primitiven Polynom g ∈ Z[X]. Jedes Vielfahe von sX − r in

Z[X] hat aber einen Leitkoe�zienten, der durh s teilbar ist, und einen

konstanten Term, der durh r teilbar ist, also insbesondere auh f .

Beispiel 3.10.10. Das Polynom f = 2X3 + X − 1 hat keine rationalen

Nullstellen.

Sei

r
s
eine Nullstelle von f . Dann gilt r | −1 und s | 2. Also sind die

potentiellen rationalen Nullstellen gerade ±1 und ±1
2 . Doh keine davon ist

eine Nullstelle, wie man leiht ausrehnet.

Bemerkung 3.10.11. Das Reduktionskriterium ist zwar oft reht hilfreih,

hat aber auh seine Grenzen. Zum Beispiel ist das Polynom f = X4 + 1

irreduzibel in Z[X], aber reduzibel über Fp für jede Primzahl p.

Theorem 3.10.12 (Eisensteinshes Irreduzibiliätskriterium). Sei R ein

faktorieller Ring mit Quotientenkörper K und f = anX
n+ · · ·+a1X+a0 ∈

R[X] ein primitives Polynom vom Grad n. Sei p ein Primelement in R mit

p | a0, . . . an−1 und p ∤ an, p
2 ∤ a0. Dann ist f irreduzibel in R[X] und

K[X].

Beweis. Wegen Korollar 3.9.7 genügt es zu zeigen, dass f irreduzibel in

R[X] ist. Angenommen, f = gh ist reduzibel, mit g, h ∈ R[X] und deg(g) >

0, deg(h) > 0. Sei g = brX
r+ · · ·+b0 und h = csX

s+ · · ·+c0 mit br, cs 6= 0.
Es gilt

r + s = deg(g) + deg(h) = deg(f) = n,

da R ein Integritätsring ist. Wegen r, s > 0 folgt auh r, s < n. Wir haben

an = brcs und a0 = b0c0. Da p ∤ an folgt p ∤ br, cs und da p2 ∤ a0 teilt p genau

eines der Elemente b0 und c0. Ohne Einshränkung gelte p | b0, p ∤ c0. Sei t
maximal mit der Eigenshaft, daÿ p | bi für alle i mit 0 ≤ i ≤ t. Dann ist

at+1 = bt+1c0 + (btc1 + · · ·+ b0ct+1)

und jeder Summand in der Klammer ist durh p teilbar, aber niht der Term

bt+1c0. Also ist at+1 niht durh p teilbar. Nah Voraussetzung geht das nur
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für t + 1 = n. Aber dann ist r = deg(g) ≥ t + 1 = n, im Widerspruh zu

r < n.

Beispiel 3.10.13. Sei f = Xn − p ∈ Z[X] mit p prim und n ≥ 1. Dann

ist f irreduzibel in Z[X] und Q[X]. Insbesondere ist n
√
p irrational.

Das folgt aus Eisenstein mit der Primzahl p in Z. Manhmal kann man

Eisenstein niht direkt anwenden, sondern erst nah einer SubstitutionX 7→
X + a. Eine ehte Zerlegung von f(X) induziert eine von f(X + a) und

umgekehrt, also ändert sih an der Irreduzibilität nihts.

Beispiel 3.10.14. Sei p ein Primzahl. Das Kreisteilungspolynom

Xp − 1

X − 1
= Xp−1 + · · · +X + 1 ∈ Z[X]

ist irreduzibel in Q[X].

Hier können wir Eisenstein niht direkt anwenden. Wir können aber zei-

gen, dass f(X + 1) irreduzibel ist, und daher auh f(X). Wir haben

f(X + 1) =
(X + 1)p − 1

X

=
1

X
((X + 1)p − 1)

= Xp−1 +

(

p

1

)

Xp−2 + · · ·+
(

p

p− 1

)

.

Hier können wir Eisenstein mit der Primzahl p anwenden, da p |
(

p
k

)

für

k = 1, . . . , p− 1 und p2 ∤
(

p
p−1
)

= p gilt.

Bemerkung 3.10.15. Es gibt irreduzible Polynome in Z[X] wie etwa f =
X4 + 10X2 + 1 oder f = X3 + X + 1, auf die man Eisenstein für keine

Translation anwenden kann.

3.11 Anwendungen in der Zahlentheorie

Die elementare Zahlentheorie liefert Motivationen und ein reihes Beispiel-

material für die Algebra. Umgekehrt aber kann man auh viele klassishe

Resultate der Zahlentheorie mit algebraishen Mittel kurz und elegant be-

weisen. Wir wollen in diesem Abshnitt einige dieser Resultate vorstellen.
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De�nition 3.25. Sei R ein kommutativer Ring. Zwei Ideale I und J in R

heiÿen teilerfremd, wenn I + J = R gilt.

Die De�nition ist äquivalent dazu, dass es ein a ∈ I und ein b ∈ J gibt

mit a + b = 1. Für Ideale I und J gilt immer IJ ⊆ I ∩ J , siehe Lemma

3.2.3, aber für teilerfremde Ideale gilt sogar IJ = I ∩ J . In der Tat, sei

x ∈ I ∩ J . Da I und J teilerfremd sind, existieren a ∈ I und b ∈ J mit

a+ b = 1. Dann gilt x = x · 1 = xa+ xb ∈ IJ + IJ = IJ .

Für den Ring Z existieren m, n ∈ Z mit I = mZ und J = nZ, und es gilt

mZ + nZ = gcd(m, n)Z, siehe Beispiel 3.2.4. Also sind die Ideale mZ und

nZ genau dann teilerfremd, wenn m und n teilerfremd sind.

Satz 3.11.1 (Chinesisher Restsatz). Seien I und J teilerfremde Ideale in

R. Dann de�niert die Zuordnung x 7→ (x+ I, x+ J) einen Ringhomomor-

phismus ϕ : R→ R/I × R/J , der einen Ringisomorphismus

R/IJ
∼=−→ R/I × R/J

induziert.

Beweis. Nah dem Homomorphiesatz für Ringe, siehe Bemerkung 3.2.9, gilt
R/ ker(ϕ) ∼= im(ϕ). Nah Konstruktion gilt ker(ϕ) = I ∩ J . Da I und J
teilerfremd sind, folgt die Gleihheit IJ = I ∩ J . Also gilt ker(ϕ) = IJ .

Wir zeigen nun, dass ϕ surjektiv ist, und deshalb auh im(ϕ) = R/I×R/J
folgt. Seien x, y ∈ R. Nah Voraussetzung gibt es a ∈ I und b ∈ J mit

a+ b = 1. Also ist

(ay + bx) + I = bx+ I = (ax+ bx) + I = x+ I

und ebenso (ay + bx) + J = x + J . Also gilt ϕ(bx + ay) = (x + I, x + J)
und ϕ is surjektiv.

Man kann den hinesishen Restsatz auh auf mehrere Faktoren ausdeh-

nen.

Theorem 3.11.2 (Chinesisher Restsatz). Seien I1, . . . , In paarweise tei-

lerfremde Ideale in R. Dann ist jedes Ideal Ij teilerfremd zu

∏

i 6=j Ii und
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es gilt

∏n
i=1 Ii = ∩ni=1Ii. Die Zuordnung x 7→ (x + I1, . . . , x + In) de�-

niert einen Ringhomomorphismus ϕ : R → R/I1 × · · · × R/In, der einen
Ringisomorphismus

R/(I1 · · · In) ∼= R/I1 × · · · ×R/In
induziert.

Korollar 3.11.3. Seien m1, . . .mn paarweise teilerfremde Zahlen und sei

m := m1 · · ·mn. Dann erhalten wir einen Ringisomorphismus

Z/mZ ∼= Z/m1Z× · · · × Z/mnZ.

Sind x1, . . . xn ∈ Z, dann hat das System von Kongruenzen x ≡ xj mod mj

für j = 1, 2, . . . , n genau eine Lösung modulo m.

Beweis. Der Ringisomorphismus folgt direkt aus dem Theorem. Die Lös-

barkeit der simultanen Kongruenzen bedeutet genau, dass die Abbildung

ϕ : Z → Z/m1Z × · · · × Z/mnZ surjektiv ist. Also gibt es eine Lösung

x ∈ Z und die Menge aller Lösungen ist durh die zugehörige Nebenklas-

se x + ∩ni=1miZ = x + mZ gegeben. Man kann eine Lösung x aus dem

Beweis der Surjektivität von ϕ explizit konstruieren. Für alle j setze man

m′j = m
mj
. Nah Voraussetzung sind mj und m′j teilerfremd. Deshalb ist

mjZ +m′jZ = 1 und man kann (auh mit dem Euklidishen Algorithmus)

ganze Zahlen aj und bj �nden mit ajmj + bjm
′
j = 1. Dann ist

x =

n
∑

j=1

xjbjm
′
j

die gesuhte Lösung, die eindeutig ist modulo m.

Beispiel 3.11.4. Das System von Kongruenzen x ≡ 1 mod 2, x ≡ 2 mod 3
und x ≡ 3 mod 5 hat genau die ganzzahligen Lösungen x ∈ S = 23 + 30Z.

Man hat

m1 = 2, m2 = 3, m3 = 5,

x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3,

m′1 = 15, m′2 = 10, m′3 = 6.

96



3.11 Anwendungen in der Zahlentheorie

Wegen

1 = −7 ·m1 + 1 ·m′1,
1 = −3 ·m2 + 1 ·m′2
1 = −1 ·m3 + 1 ·m′3

können wir b1 = b2 = b3 = 1 wählen. Dann ist

x = x1b1m
′
1 + x2b2m

′
2 + x3b3m

′
3

= 1 · 1 · 15 + 2 · 1 · 10 + 3 · 1 · 6
= 53 ≡ 23 mod 30.

Sei U(n) die prime Restklassengruppe, also die Gruppe der Einheiten des

Ringes Z/nZ, siehe Bemerkung 2.3.4. Dann erhalten wir folgendes Resultat.

Korollar 3.11.5. Seien m1, . . .mn paarweise teilerfremde Zahlen und sei

m := m1 · · ·mn. Dann erhalten wir einen Gruppenisomorphismus

U(m) ∼= U(m1)× · · · × U(mn).

Beweis. Ist R ∼= R1 × · · · × Rn ein Ringisomorphismus, dann erhält man

einen induzierten Gruppenisomorphismus der Einheitengruppen U(R) ∼=
U(R1)× · · · × U(Rn). Daher folgt die Aussage aus Korollar 3.11.3.

Da |U(m)| = ϕ(m) und |U(m1) × · · · × U(mn)| = ϕ(m1) · · ·ϕ(mn), so

folgt

ϕ(m1 · · ·mn) = ϕ(m1) · · ·ϕ(mn)

für paarweise teilerfremde Zahlen mi. Die Eulershe ϕ-Funktion ist also

multiplikativ. Wir haben

ϕ(n) = |U(n)| =
∑

1≤d≤n

(n,d)=1

1.

Für Primzahlen p gilt ϕ(p) = p− 1, und für Primzahlpotenzen gilt ϕ(pe) =

pe(1− 1
p
), mit e ≥ 1. In der Tat,

pe − ϕ(pe) = |d : 1 ≤ d ≤ n, gcd(n, pe) > 1|,
was genau der Anzahl der Vielfahen von p, zwishen 1 und pe, entspriht,
und das sind genau pe − pe−1 = pe(1− 1

p
) Vielfahe.
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Korollar 3.11.6. Für eine natürlihe Zahl n ≥ 1 gilt

ϕ(n) = n
∏

p|n

(

1− 1

p

)

.

Beweis. Sei n = pe11 · · · pekk die Primfaktorzerlegung von n. Da ϕ multipli-

kativ ist, gilt

ϕ(n) = ϕ(pe11 ) · · ·ϕ(pekk )

= pe11

(

1− 1

p1

)

· · · pekk
(

1− 1

pk

)

= pe11 · · · pekk ·
(

1− 1

p1

)

· · ·
(

1− 1

pk

)

= n
∏

p|n

(

1− 1

p

)

.

De�nition 3.26. Sei d eine ganze Zahl, die teilerfremd zu n ist. Sei ordn(d)
die Ordnung von d als Element in U(n). Dann heiÿt d eine Primitivwurzel

modulo n, falls ordn(d) = ϕ(n) gilt, also U(n) zyklish ist.

Beispiel 3.11.7. Die Zahl 3 ist eine Primitivwurzel modulo 7. Für n = 8
existiert gar keine Primitivwurzel.

In der Tat, modulo 7 gilt

31 ≡ 3, 32 ≡ 2, 33 ≡ 6, 34 ≡ 4, 35 ≡ 5, 36 ≡ 1.

Also hat 3 die Ordnung ϕ(7) = 6, und U(7) is zyklish, mit Erzeuger 3.

Allerdings ist auh 5 eine Primitivwurzel modulo 7. Für n = 8 ist U(8) =
{1, 3, 5, 7} und ϕ(8) = 4. Allerdings ist 32 ≡ 52 ≡ 72 ≡ 1 mod 8. Also gibt

es keine Primitivwurzel modulo 8. Die Gruppe U(8) ist niht zyklish. Sie
ist isomorph zur Kleinshen Vierergruppe C2 × C2.

Satz 3.11.8. Ist U(n) zyklish, so gibt es genau ϕ(ϕ(n)) Primitivwurzeln

modulo n.
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Beweis. Sei g ein erzeugendes Element von U(n). Dann hat gk genau dann

die Ordung |U(n)| = ϕ(n), wenn gcd(k, |U(n)|) = 1 gilt. Shreibt man

U(n) = {g0, g1, . . . , gϕ(n)−1}, so tri�t diese Bedingung genau für

ϕ(|U(n)|) = ϕ(ϕ(n))

der auftretenden Exponenten k zu.

Korollar 3.11.9. Sei p eine Primzahl. Dann ist U(p) zyklish und es gibt

ϕ(ϕ(p)) = ϕ(p− 1) viele Primitivwurzeln modulo p.

Beweis. Die multiplikative Gruppe des endlihen Körpers Fp ist zyklish,

siehe Satz 4.1.4. Das ist aber gerade die Gruppe U(p) ∼= Cp−1. Nah Satz

3.11.8 gibt es also ϕ(ϕ(p)) viele Primitivwurzeln modulo p.

Eine natürlihe Frage ist, ob auh die Gruppen U(pe) zyklish sind, für

Primzahlpotenzen. Allerdings wissen wir shon, dass U(8) = U(23) niht
zyklish ist, siehe Beispiel 3.11.7. Doh wir werden sehen, dass die Primzahl

2 hier eine Sonderrolle spielt. Für p > 2 sind tatsählih alle Gruppen U(pe)
mit e ≥ 1 zyklish. Zum Beweis brauhen wir einige Hilfsresultate.

Lemma 3.11.10. Sei p eine Primzahl und g eine Primitivwurzel modulo

p. Dann gilt entweder gp−1 6≡ 1 mod p2 oder (g + p)p−1 6≡ 1 mod p2.

Beweis. Angenommen, die Aussage wäre falsh, d.h., wir hätten

gp−1 ≡ 1 ≡ (g + p)p−1 mod p2.

Dann folgt aus dem binomishen Lehrsatz

(g + p)p−1 ≡ gp−1 + p(p− 1)gp−2 +
p−1
∑

i=2

(

p− 1

i

)

pigp−1−i mod p2

≡ gp−1 + p(p− 1)gp−2 mod p2,

da alle Terme in der letzten Summe durh p2 teilbar sind. Zusammen mit

der Voraussetzung folgt, dass

p(p− 1)gp−2 ≡ 0 mod p2,

und somit (p − 1)gp−2 ≡ 0 mod p, also p | gp−2. Das ist ein Widerspruh,

da gp−2 eine Primitivwurzel modulo p ist. Also ist die Aussage des Lemmas

wahr.
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Beispiel 3.11.11. Für p = 7 ist g = 3 eine Primitivwurzel modulo p mit

gp−1 ≡ 43 6≡ 1 mod p2. Für p = 29 ist g = 14 eine Primitivwurzel modulo

p mit gp−1 ≡ 1 mod p2, aber (g + p)p−1 = 4328 ≡ 59 6≡ 1 mod p2.

Satz 3.11.12. Sei p > 2 eine Primzahl, g eine Primitivwurzel modulo p
mit gp−1 6≡ 1 mod p2. Dann ist g eine Primitivwurzel modulo pe für alle

e ≥ 1.

Beweis. Wir zeigen zunähst durh Induktion nah e ≥ 2, dass gilt

g(p−1)p
e−2 6≡ 1 mod pe.

Für e = 2 ist das gerade die Voraussetzung des Satzes. Also ist der Induk-

tionsanfang gezeigt. Nah Induktionsvoraussetzung gilt g(p−1)p
e−2 6≡ 1 mod

pe. Dann ist g(p−1)p
e−2

= 1 + ape−1 für ein a ∈ Z mit gcd(a, p) = 1, weil

g(p−1)p
e−2

= gϕ(p
e−1) ≡ 1 mod pe−1 nah Euler. Dann gilt

g(p−1)p
e−1

= (1 + ape−1)p

= 1 + pape−1 +

(

p

2

)

a2p2e−2 +
p−1
∑

i=3

(

p

i

)

aip(e−1)i

≡ 1 + ape +
p− 1

2
a2p2e−1 mod pe+1

≡ 1 + ape,

denn (e− 1)i ≥ 3e− 3 ≥ e− 1 für i ≥ 3, so dass die letzte Summe durh

pe+1
teilbar ist, und weiterhin p2e−1 ≡ 0 mod pe+1

gilt, wegen e ≥ 2. Aber

das zeigt wegen gcd(p, a) = 1 den Induktionsshluss, nämlih

g(p−1)p
e−1 6≡ 1 mod pe+1.

Sei nun r = ordpe(g). Nah De�nition ist gr ≡ 1 mod pe, also insbesondere

auh gr ≡ 1 mod p. Daher ist r einerseits ein Teiler von ϕ(pe) = (p−1)pe−1

nah Euler, und andererseits p− 1 ein Teiler von r wegen gp−1 ≡ 1 mod p

nah dem kleinen Fermat (der aus Euler folgt). Insgesamt gilt daher

r

p− 1
| pe−1,

so dass

r
p−1 = pk ist für ein k < e. Wir zeigen, dass k = e − 1 gilt.

Angenommen, k < e− 1. Nah Euler ist

gr = gp
k(p−1) = gϕ(p

k+1) ≡ 1 mod pk+1.
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Wegen k < e− 1 gilt diese Kongruenz auh modulo pe. Wir können gp
k(p−1)

dann noh zur Potenz mit pe−2−k erheben und erhalten

g(p−1)p
e−2 ≡ 1 mod pe.

Das steht im Widerspruh zu unserer ersten Formel, die wir mit Induktion

bewiesen haben. Also folgt k = e− 1 und somit

ordpe(g) = r = (p− 1)pe−1 = ϕ(pe).

Somit ist g eine Primitivwurzel modulo pe.

Korollar 3.11.13. Sei p > 2 eine Primzahl und e ≥ 1. Dann ist U(pe)

zyklish.

Beweis. Es ist g eine Primitvwurzel modulo p genau dann, wenn g+ p eine
ist. Für eine der beiden ist aber, wegen Lemma 3.11.10, die Voraussetzung

von Satz 3.11.12 erfüllt. Also ist U(pe) zyklish, mit entweder g oder g + p
als erzeugendes Element.

Korollar 3.11.14. Sei p > 2 eine Primzahl und e ≥ 1. Dann ist U(2pe)

zyklish.

Beweis. Nah Korollar 3.11.5 ist

U(2pe) ∼= U(2)× U(pe) ∼= U(pe)

zyklish.

Der Fall p = 2 ist wesentlih komplizierter. Wir stellen hier nur die Be-

weisideen zusammen, geben aber keinen vollständigen Beweis. Die Gruppen

U(1) und U(2) sind trivial, wegen ϕ(1) = ϕ(2) = 1, und U(4) ∼= C2 ist

zyklish wegen ϕ(4) = 2.

Satz 3.11.15. Für alle e ≥ 3 ist die Gruppe U(2e) niht zyklish. Genauer

gilt, dass

U(2e) ∼= C2 × C2e−2.

Wir können nun unser Hauptresultat formulieren.

Theorem 3.11.16 (Gauÿ). Die Gruppe U(n) ist genau dann zyklish, wenn

n von der Form pe oder 2pe ist, mit p > 2 prim und e ≥ 1, oder n = 1, 2, 4

ist.
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Beweis. Ist n = pe11 · · · pekk die Primfaktorzerlegung von n, dann gilt nah

Korollar 3.11.5, dass

U(n) ∼= U(pe11 )× · · · × U(pekk ).
Diese Gruppe ist genau dann zyklish, wenn n niht durh 8 teilbar ist

(ansonsten wäre U(8) eine niht-zylishe Untergruppe), und die Zahlen

ϕ(pe11 ), . . . , ϕ(p
ek
k ) paarweise teilerfremd sind. Da ϕ(pe) gerade ist für al-

le ungeraden Primzahlen p, folgt die Behauptung, mit Korollar 3.11.13 und
3.11.14..

Beispiel 3.11.17. Die Gruppe

U(360) = U(23 · 32 · 5)
∼= U(23)× U(32)× U(5)
∼= C2 × C2 × C6 × C4

ist niht zyklish.

In der Tat, 360 ist durh 8 teilbar. Auh die Gruppe

U(45) ∼= U(32)× U(5) ∼= C6 × C4

ist niht zyklish, da ϕ(32) = 6 und ϕ(5) = 4 beide gerade sind, also

gcd(6, 4) > 1 gilt.

Nun wollen wir auf quadratishe Reste und das quadratishe Reziprozitäts-

gesetz von Gauÿ eingehen, das zur Allgemeinbildung gehören sollte. Als

Motivation können wir uns folgende Frage stellen:

Sei p eine ungerade Primzahl und a ∈ Z. Wie stellt man fest, ob die Kon-

gruenz x2 ≡ a mod p in Z lösbar ist?

Anders gefragt, wann ist a ein Quadrat in Z/pZ?

De�nition 3.27. Sei p eine ungerade Primzahl und a ∈ Z mit p ∤ a. Dann

heiÿt a ein QR (quadratisher Rest) modulo p, wenn x2 ≡ a mod p in Z
lösbar ist, und andernfalls ein QNR (quadratisher Nihtrest).

Für ein beliebiges a ∈ Z de�nieren wir das Legendre-Symbol wie folgt:

(

a

p

)

=











0 falls p | a,
1 falls a ein QR modulo p ist,

−1 falls a ein QNR modulo p ist.
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Ist a ≡ b mod p, so folgt o�ensihtlih

(

a

p

)

=

(

b

p

)

.

Beispiel 3.11.18. Die QR modulo p = 11 sind a = 1, 3, 4, 5, 9, und die

QNR modulo 11 sind a = 2, 6, 7, 8, 10.

Dazu berehnet man einfah die Restklassen der Quadrate

12, 22, . . . ,

(

p− 1

2

)2

modulo p. Für p = 11 hat man

p−1
2

QR und

p−1
2

QNR. Das gilt immer:

Lemma 3.11.19. Sei p > 2 eine Primzahl. Unter den Zahlen 1, 2, . . . , p−1
gibt es genau

p−1
2 quadratishe Reste und

p−1
2 quadratishe Nihtreste.

Beweis. Die Aussage ist equivalent dazu, dass es in F×p genauso viele Qua-

drate wie Nihtquadrate gibt. Dazu betrahten wir die Abbildung

q : F×p → F×p , a 7→ a2.

Ihre "Fasern"q−1({c}) haben entweder null oder zwei Elemente: da Fp null-
teilerfrei ist, also a2 = b2 gleihwertig mit (a+b)(a−b) = 0 ist, also b = ±a.
Ist a 6= 0, so gilt a 6= −a wegen p 6= 2. Also haben die nihtleeren Fasern

stets zwei Elemente a und −a. Deshalb ist

|im(q)| = |F
×
p |
2

=
p− 1

2
.

Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung 3.11.20. Eine kurze und shöne Zusammenfassung der obigen

Aussage ist folgende Formel:

p−1
∑

a=0

(

a

p

)

= 0.

Satz 3.11.21 (Euler). Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt für a ∈ Z
(

a

p

)

≡ a
p−1

2 mod p.

Diese Kongruenz bestimmt das Legendre-Symbol eindeutig.
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Beweis. Für p | a sind beide Seiten Null. Wir können also p ∤ a anneh-

men. Nah dem kleinen Satz von Fermat gilt ap−1 ≡ 1 mod p. Mit anderen

Worten, es gilt

p | (ap−1 − 1) = (a
p−1

2 − 1)(a
p−1

2 + 1).

Da p prim ist, folgt a
p−1

2 ≡ ±1 mod p. Ist a ein QR modulo p, dann gibt es

ein b ∈ Z mit a ≡ b2 mod p, und es folgt a
p−1

2 ≡ bp−1 ≡ 1 ≡
(

a
p

)

mod p,

und was die Behauptung ist. Das Polynom f(x) = x
p−1

2 − 1 hat in Fp
höhtens

p−1
2 Nullstellen. Die Restklassen [a] für QR a tragen aber nah

Lemma 3.11.19 shon p−1
2 Nullstellen bei. Also folgt für jeden QNR amodulo

p, dass a
p−1

2 6≡ 1 mod p ist, also a
p−1

2 ≡ −1 mod p gilt. Wegen

(

a
p

)

= −1
liefert das die Behauptung.

Die Eindeutigkeit des Legendre-Symbols folgt daraus, dass 0, 1,−1 wegen

p > 2 in vershiedenen Restklassen modulo p liegen.

Korollar 3.11.22. Sei p eine ungerade Primzahl. Für a, b ∈ Z gilt

(

ab

p

)

=

(

a

p

)(

b

p

)

.

Beweis. Nah Satz 3.11.21 gilt
(

ab

p

)

≡ (ab)
p−1

2 = a
p−1

2 b
p−1

2 ≡
(

a

p

)(

b

p

)

mod p.

Also ist die Abbildung χ : U(p)→ {1,−1}, a 7→
(

a
p

)

ein Gruppenhomo-

morphismus. Man kann dieses Resultat zum Beispiel auh benutzen, um zu

zeigen, dass das Produkt von zwei QNR ein QR ist.

Korollar 3.11.23. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt

(−1
p

)

= (−1) p−1

2 =

{

1 falls p ≡ 1 mod 4,

−1 falls p ≡ 3 mod 4.

Beweis. Nah Satz 3.11.21 gilt
(−1
p

)

≡ (−1) p−1

2 mod p.

Da aber beide Seiten den Wert ±1 haben, folgt die Gleihheit.
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Diese Aussage wird auh oft als Erster Ergänzungssatz zum Quadrati-

shen Reziprozitätsgesetz bezeihnet. Der zweite Ergänzungssatz besagt das

folgende.

Satz 3.11.24. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt

(

2

p

)

= (−1) p2−1

8 =

{

1 falls p ≡ ±1 mod 8,

−1 falls p ≡ ±3 mod 8.

Das Quadratishe Reziprozitätsgesetz besagt folgendes.

Theorem 3.11.25 (QRG). Seien p und q vershiedene ungerade Primzah-
len. Dann gilt

(

q

p

)

= (−1) p−1

2

q−1

2

(

p

q

)

.

Falls p ≡ 1 mod 4 oder q ≡ 1 mod 4 gilt also

(

q
p

)

=
(

p
q

)

, und falls p ≡
q ≡ 3 mod 4 gilt

(

q
p

)

= −
(

p
q

)

.

Gauÿ hat für dieses Theorem als Erster einen vollständigen Beweis gege-

ben. Er �ndet sih in seiner Shrift Disquisitiones Arithmetiae von 1801.
Insgesamt fand er aht vershiedene Beweise. Sei p eine ungerade Primzahl.

Wir setzen zur Abkürzung

p∗ =

(−1
p

)

· p.

Dann gilt stets p∗ ≡ 1 mod 4, und das QRG is äquivalent zu der Aussage

(

q

p

)

=

(

p∗

q

)

.

De�nition 3.28. Sei p eine ungerade Primzahl und ζ = e
2πi
p
. Für a ∈ Z

heiÿt

ga =

p−1
∑

j=0

(

j

p

)

ζaj ∈ Z[ζ]

eine Gauÿ-Summe zur Primzahl p. Sie ist ein Element in dem Ring Z[ζ].

Für a = 1 shreiben wir g1 = g.
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Lemma 3.11.26. Sei p eine ungerade Primzahl und a ∈ Z.

(1) Es gilt
p−1
∑

j=0

ζaj =

{

0 falls p ∤ a,

p falls p | a.

(2) ga =
(

a
p

)

g.

(3) g2 = p∗.

Beweis. (1): Für p | a gilt ζa = 1, also ist die Summe gleih p · 1 = p. Für
p ∤ a ist ζa 6= 1 und es folgt

p−1
∑

j=0

ζaj =

p
∑

j=1

ζaj = ζa
p−1
∑

j=0

ζaj,

also

(1− ζa)
(

p−1
∑

j=0

ζaj

)

= 0.

Da der erste Faktor niht Null ist, muss es der zweite sein.

(2): Für p | a ist

ga =

p−1
∑

j=0

(

j

p

)

= 0

nah Bemerkung 3.11.20. Da dann auh
(

a
p

)

= 0 gilt, folgt die Behauptung.

Wir können also p ∤ a annehmen. Also gibt es ein b ∈ Z mit ab ≡ 1 mod p,

also ein inverses Element zu a in der Gruppe U(p). Also ist

1 =

(

1

p

)

=

(

ab

p

)

=

(

a

p

)(

b

p

)

,

aber in Z kann man nur 1 = 1 · 1 oder 1 = (−1) · (−1) haben. Also

gilt

(

a
p

)

=
(

b
p

)

. Mit j durhläuft auh bj alle Restklassen modulo p, also

erhalten wir

ga =

p−1
∑

j=0

(

j

p

)

ζaj =

p−1
∑

j=0

(

bj

p

)

ζj =

(

b

p

) p−1
∑

j=0

(

j

p

)

ζj =

(

a

p

)

g.
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(3): Wegen (2) gilt

p−1
∑

a=0

g2a =

p−1
∑

a=0

(

a

p

)2

g2 = g2
p−1
∑

a=0

(

a

p

)2

= g2(p− 1).

Andererseits ist wegen (1)

p−1
∑

a=0

ζa(j+k) =

{

0 falls p ∤ j + k,

p falls p | j + k.

Deshalb gilt auh

p−1
∑

a=0

g2a =

p−1
∑

a=0

p−1
∑

j,k=0

(

j

p

)(

k

p

)

ζaj+ak

=

p−1
∑

j,k=0

(

jk

p

) p−1
∑

a=0

ζa(j+k)

=

p−1
∑

j=0

(−j2
p

)

p

= (p− 1)

(−1
p

)

p.

Zusammen folgt

g2(p− 1) = (p− 1)p∗,

und somit g2 = p∗.

Nun können wir das QRG beweisen:

Beweis von Theorem 3.11.25: Sei I = (q) das von q erzeugte Ideal in Z[ζ].

Mit (3) gilt dann modulo I

gq = (g2)
q−1

2 · g = (p∗)
q−1

2 g ≡
(

p∗

q

)

g.

Andererseits haben wir wegen (2) auh

gq ≡
p−1
∑

j=0

(

j

p

)q

ζaj =

p−1
∑

j=0

(

j

p

)

ζaj = gq =

(

q

p

)

g.
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Zusammen folgt

(

p∗

q

)

g ≡
(

q
p

)

g mod I. Nah Multiplikation mit g und

wegen g2 = p∗, was wir kürzen können, da p und q teilerfremd sind, erhalten

wir

(

q

p

)

≡
(

p∗

q

)

mod (q).

Da aber q keine Einheit ist in Z[ζ] und zudem 2 6∈ (q), da q ungerade ist,

folgt daraus die sogar Gleihheit in Z.

Mit dem QRG kann man nun das Legendre-Symbol leiht ausrehnen.

Beispiel 3.11.27. Es gilt

(

67
109

)

= −1.

Wir haben nämlih, da 109 ≡ 1 mod 4 ist,

(

67

109

)

=

(

109

67

)

=

(−25
67

)

=

(−1
67

)(

5

67

)2

= −1.

Eine weiteres Thema der Zahlentheorie sind Summen von Quadraten. Mit

den Eigenshaften des Ringes Z[i], der ganzen Gausshen Zahlen, können

wir genau beshreiben, wann eine natürlihe Zahl die Summe von zwei Qua-

dratzahlen ist. Den folgenden Satz haben wir in den Übungen bewiesen:

Satz 3.11.28. Der Ring Z[i] ist ein Euklidisher Ring mit der Normfunk-

tion

N(a+ bi) = (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2.

Für α, β ∈ Z[i] gilt N(αβ) = N(α)N(β). Folglih ist Z[i] auh ein Haupt-

idealring und ein faktorieller Ring.

Mit dem Euklidishen Algorithmus kann man daher einen ggT berehen.

Zum Beispiel ist 5 + 4i ein gröÿter gemeinsamer Teiler von 41 und 32 + i.
Wegen N(5+4i) = 52+42 = 41 ist die Primzahl 41 also die Summe zweier

Quadratzahlen. Wir wissen auh shon, dass

Z[i]× = {1,−1, i,−i}

die Einheiten des Ringes Z[i] sind. Hier ist ε ∈ Z[i] genau dann eine Einheit,

wenn N(ε) = 1 gilt. Das folgende Lemma behandelt Primelemente in Z[i].
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3.11 Anwendungen in der Zahlentheorie

Lemma 3.11.29. Sei π ∈ Z[i]. Ist N(π) eine Primzahl, dann ist π ein

Primelement in Z[i]. Ist umgekehrt π ein Primelement, so gibt es eine

Primzahl p mit p | π und N(π) ist p oder p2. In letzterem Fall gilt π ∼ p

in Z[i] und es gibt keine Elemente der Norm p in Z[i].

Beweis. Ist N(π) eine Primzahl, so ist die Norm niht 1. Also ist π keine

Einheit und von Null vershieden. Da Z[i] ein Hauptidealring ist, ist π prim

genau dann wenn es irreduzibel ist. Wir zeigen, dass π irreduzibel ist. Dazu

sei π = αβ eine Faktorisierung in Z[i]. Dann folgt N(π) = N(α)N(β). Da
N(π) eine Primzahl ist, muss entweder N(α) = 1 oder N(β) = 1 gelten.

Also ist entweder α oder β eine Einheit und π ist irreduzibel, beziehungs-

weise prim.

Sei umgekehrt π ein Primelement in Z[i]. Dann ist π 6= 0 und keine Ein-

heit, so dass n = ππ = N(π) > 1 ist. Dann ist n ein niht-leeres Produkt

von Primzahlen in Z. Da π prim ist, muss π einen der Primfaktoren von n

teilen. Sei p dieser Primfaktor, also π | p. Es folgt N(π) | N(p) = p2, und
somit gibt es zwei Möglihkeiten. Entweder ist N(π) = p oder N(π) = p2.

Im zweiten Fall shreibe man p = πα mit einem α ∈ Z[i]. Dann folgt

p2 = N(p) = N(π)N(α) = p2N(α),

also N(α) = 1. Also ist α eine Einheit und deshalb π ∼ p. Angenommen,

es gibt ein σ ∈ Z[i] mit N(σ) = p. Dann folgt auh σ | p, so dass p niht

irreduzibel, also auh niht prim ist. Das ist ein Widerspruh, denn mit π

ist auh p prim in Z[i]. Also gibt es kein Element der Norm p in Z[i] im
zweiten Fall.

Bevor wir die Primelemente von Z[i] genau beshreiben können, brauhen

wir noh ein Lemma.

Lemma 3.11.30. Sei p eine Primzahl der Form p = 4k + 1. Dann gibt es

ein u ∈ Z mit p | u2 + 1.

Beweis. Wegen Korollar 3.11.23 ist −1 genau dann ein quadratisher Rest

modulo p, wenn p ≡ 1 mod 4 gilt. Das ist hier der Fall. Also gibt es ein

u ∈ Z mit u2 ≡ −1 mod p, also mit p | u2 + 1.

Der folgende Satz beshreibt alle Primelemente des Ringes Z[i].
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Satz 3.11.31. Ein Repräsentantensystem der Primelemente in Z[i] bis auf

Assoziierte ist gegeben durh folgende Elemente:

(1) 1 + i,

(2) q, für jede Primzahl q ≡ 3 mod 4,

(3) π = a + bi und π = a − bi, für jede Primzahl p ≡ 1 mod 4 mit

p = a2 + b2 und 0 < a < b.

Beweis. Nah Lemma 3.11.29 teilt jedes Primelement π von Z[i] eine Prim-

zahl p, und es gilt dann entweder N(π) = p oder π ∼ p. Wir betrahten die

möglihen Primzahlen p je nah ihrem Rest bei Division durh 4.

1. Fall: p ≡ 2 mod 4. Das bedeutet p = 2. Der zweite Fall von Lem-

ma 3.11.29 kann niht auftreten, da es Elemente der Norm 2 gibt, näm-

lih genau die vier Elemente π = ±1 ± i. Sie sind alle zueinander assozi-

iert, und wir können eines als Repräsentant auswählen. Man beahte, dass

2 = (1+ i)(1− i) eine ehte Faktorisierung ist, und daher 2 niht prim und

niht irreduzibel ist.

2. Fall: q ≡ 3 mod 4. Es gibt in Z[i] keine Elemente der Norm q, weil die

Norm die Summe zweier Quadrate ist, also kongruent 0, 1, 2 modulo 4 ist,

aber niht kongruent 3 modulo 4. Da ein niht-trivialer Teiler von q in Z[i],
also keine Einheit und niht zu q assoziiert, die Norm q haben müsste, ist q

irreduzibel und damit prim. Nah Lemma 3.11.30 sind alle Primteiler von

q in Z[i] zu q assoziiert.

3. Fall: p ≡ 1 mod 4. Nah Lemma 3.11.30 gibt es ein u ∈ Z mit p | u2+1.
Da p ein Teiler von u2+1 = (u+ i)(u− i), aber niht von u± i, kann p niht
prim in Z[i] sein. Also gibt es einen Primteiler π = a + bi von p, und nah

Lemma 3.11.29 gilt p = N(π) = a2 + b2, also p = (a + bi)(a − bi) = ππ.

Durh eventuelles Ändern der Vorzeihen oder Vertaushen von a und b
können wir 0 < a < a erreihen. Da p ungerade ist, ist |a| 6= |b|. Da
N(π) = N(π) = p prim ist, sind π und π beide prim in Z[i]. Wegen p = ππ
sind alle Primteiler von p entweder zu π oder zu π assoziiert, die wiederum

niht zueinander assoziiert sind (die Assoziierten von π sind a+ bi, −b+ai,
−a− bi, b− ai).
Ist also π ein Primelement in Z[i], dann ist π ein Teiler einer Primzahl p, und
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3.11 Anwendungen in der Zahlentheorie

jeder Primteiler in Z[i] einer Primzahl ist zu genau einem der aufgelisteten

Primelemente assoziiert. Damit sind wir fertig.

Der Satz hat ein shönes Korollar über die Summe von zwei Quadratzah-

len.

Korollar 3.11.32. Sei p eine Primzahl mit p ≡ 1 mod 4. Dann gibt es

eindeutig bestimmte a, b ∈ Z mit 0 < a < b, und p = a2 + b2.

Beweis. Die Existenz von ganzen Zahlen a, b mit p = a2 + b2 folgt aus

p = N(π) = a2 + b2 wie oben im Satz. Wir zeigen noh die Eindeutigkeit.

Es gelte auh p = c2+d2 mit 0 < c < d. Mit π = c+di gilt dann π | p. Dann
hat man π ∼ a + bi oder π ∼ a − bi aus dem obigen Satz. Das bedeutet,

dass sih c, d von a, b nur durh Vorzeihen oder Reihenfolge untersheiden

können. Durh die Bedingung 0 < c < d werden aber sowohl die Vorzeihen

als auh die Reihenfolge eindeutig festgelegt. Also folgt (c, d) = (a, b).

So ist etwa 5 = 12 + 22, 13 = 22 + 32, oder 17 = 12 + 42. Allerdings

ist p = 7 niht die Summe zweier Quadratzahlen, und noh niht einmal

die Summe dreier Quadratzahlen. Dann brauht man 4 Quadrate, nämlih

7 = 12 + 12 + 12 + 22. Das Korollar heiÿt auh Zwei-Quadratesatz für

Primzahlen, und wurde von Pierre de Fermat formuliert und bewiesen. Der

allgemeine Zwei-Quadratesatz lautet wie folgt.

Theorem 3.11.33 (Zwei-Quadratesatz). Eine natürlihe Zahl n ≥ 1 ist

genau dann die Summe zweier Quadratzahlen, wenn in ihrer Primfaktor-

zerlegung jede Primzahl q der Form 4k+ 3 mit geradem Exponenten (auh

der Exponent Null ist gerade) auftritt.

Beweis. Wegen N(a+ bi) = a2 + b2 ist die Menge der darstellbaren Zahlen

n gerade {N(α) | 0 6= α ∈ Z[i]}. Wegen der Multiplikativität der Norm

und weil Z[i] faktoriell ist, erhalten wir als Werte gerade alle Produkte von

Normen N(π) von Primelementen π. Diese Normen sind 2, und p für alle

Primzahlen p ≡ 1 mod 4 und q2 für alle Primzahlen q ≡ 3 mod 4. Aber n
ist genau dann ein Produkt solher Normen, wenn die Primzahlen q in der

Primfaktorzerlegung von n mit geradem Exponenten vorkommen.

Demnah ist 7 niht die Summe zweier Quadratzahlen, 49 aber shon,

nämlih 49 = 02 + 72. In diesem Zusammenhang wollen wir die sogenannte

Brahmagupta-Identität erwähnen.
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Satz 3.11.34. Für a, b, c, d ∈ Z gilt die Identität

(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac− bd)2 + (ad+ bc)2.

Beweis. In Z[i] gilt

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i.

Nimmt man die Norm auf beiden Seiten, und wendet die Multiplikativität

der Norm an, so erhält man die Identität.

Zum Beispiel ist (12 + 42)(22 + 72) = 262 + 152.

Wie steht es mit der Darstellbarkeit von n als Summe von mehr als zwei

Quadraten? Hier gibt es einen berühmten Satz von Lagrange. Er besagt,

dass man jede natürlihe Zahl n als Summe von vier Quadraten shreiben

kann, also n = a2 + b2 + c2 + d2 gilt. Für den Beweis sind einige Vorberei-

tungen nötig. Zunähst sei

S := {a2 + b2 + c2 + d2 | a, b, c, d ∈ Z}.

Wir brauhen nun den Ring H der Quaternionen, den Hamilton entdekt

hat. Dieser ist ein 4-dimensionaler R-Vektoraum mit Basis {1, i, j, k}, der
mit einem Algebraprodukt (Ringprodukt) versehen ist, das man nur auf

der Basis de�nieren muss. Die Multiplikation H ×H→ H, (x, y) 7→ xy ist

R-bilinear und erfüllt die Distributivgesetze. Die 1 ist das Einselements des

Ringes, und die restlihen Produkte auf der Basis sind gegeben durh

i2 = j2 = k2 = −1,
ij = k, jk = i, ki = j,

ji = −k, kj = −i, ik = −j.

Für eine Quaternion α = a + bi + cj + dk deni�ert man die konjugierte

Quaternion durh

α = a− bi− cj − dk.

De�nition 3.29. Die Norm einer Quaternion α = a + bi + cj + dk is

de�niert als

N(α) = αα = a2 + b2 + c2 + d2.
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Die Konjugation ist ein bijektiver Anti-Ringhomomorphismus, d.h., es gilt

αβ = βα. Die Norm ist multiplikativ, wegen

N(αβ) = αβαβ = αββα = αN(β)α = ααN(β) = N(α)N(β).

Es ist leiht zu sehen, dass U(H) = H \ 0 ist. In der Tat, für α 6= 0 gilt

α−1 =
1

N(α)
α.

Damit ist H fast ein Körper, wie C. Allerdings ist die Gruppe (H×, ·) niht
kommutativ (wegen ij = −ji et.).
De�nition 3.30. Der Unterring ZH = {a + bi + cj + dk | a, b, c, d ∈ Z}
von H heiÿt der Ring der ganzzahligen Quaternionen.

Es gilt S = N(ZH). Nun können wir folgendes Lemma beweisen.

Lemma 3.11.35. Die Menge S ist multiplikativ abgeshlossen. Das bedeu-

tet, für m, n ∈ S gilt auh mn ∈ S.
Beweis. Seien m, n ∈ S. Dann gibt es α, β ∈ ZH mit N(α) = m und

N(β) = n. Also ist mn = N(α)N(β) = N(αβ) ∈ S.
Damit reduziert sih der Beweis, dass alle n ∈ N sih als Summe von vier

Quadraten darstellen lassen auf Primzahlen. Wir können für das Lemma

auh eine explizite Formel ableiten, nämlih aus der GleihungN(α)N(β) =
N(αβ).

Korollar 3.11.36. Für a, b, c, d ∈ Z und w, x, y, z ∈ Z gilt

(a2 + b2 + c2 + d2)(w2 + x2 + y2 + z2) = (aw + bx+ cy + dz)2

+ (−ax+ bw − cz + dy)2

+ (−ay + bz + cw − dx)2
+ (−az − by + cx+ dw)2.

Wir brauhen ein Lemma, analog zum Lemma 3.11.30 für den Beweis des

Zwei-Quadratesatz.

Lemma 3.11.37. Sei p eine Primzahl. Dann gibt es u, v ∈ Z mit u2+v2 ≡
−1 mod p und |u|, |v| ≤ p

2.
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Beweis. Für p = 2 können wir u = 0 und v = 1 nehmen. Sei also p > 2. Wir

wollen u, v ∈ Fp �nden mit u2+v2 = −1, also mit u2 = −1−v2. Die Menge

{u2 | u ∈ Fp} hat genau p+1
2 Elemente. Um das einzusehen, betrahten wir

die Abbildung q : Fp → Fp, u 7→ u2. Ihre Fasern sind entweder leer, haben

ein Element (das passiert genau für 0), oder zwei Elemente u und −u (denn

x2 = a2 impliziert x = ±a in Fp). Hier sind u und −u vershieden, da

p > 2 ist. Also werden die p− 1 Elemente von F×p auf

p−1
2 Werte abgebildet

werden. Zusammen mit dem Wert 0 folgt also, dass die obige Menge genau

p+1
2 Elemente hat. Da a 7→ −1 − a eine Bijektion ist, hat auh die Menge

{−1 − v2 | v ∈ Fp}, genau p+1
2 Elemente. Da aber

p+1
2 + p+1

2 > p, und Fp
nur p Elemente hat, gilt nah dem Shubfahprinzip, dass

{u2 | u ∈ Fp} ∩ {−1− v2 | v ∈ Fp} 6= ∅

Das bedeutet, es gibt u, v ∈ Fp mit u2 = −1−v2. Es gibt also ganze Zahlen
u, v ∈ Z mit u2 + v2 ≡ −1 mod p. Wir können dabei u und v durh ihre

betragsmässig kleinsten Reste modulo p erstetzen, ohne die Klasse modulo

p zu ändern. Dann hat man auh |u|, |v| ≤ p
2 .

Ein ganz ähnliher Beweis zeigt auh, dass es für jedes a ∈ Fp Elemente

u, v ∈ Fp gibt mit u2 + v2 = a. In Fp sind also alle Elemente die Summe

zweier Quadrate. Nun können wir den Satz von Lagrange beweisen.

Satz 3.11.38 (Lagrange 1770). Jedes n ∈ N kann man in der Form

n = a2 + b2 + c2 + d2

mit a, b, c, d ∈ Z shreiben.

Beweis. Da die Menge S = N(ZH) multiplikativ ist, genügt es zu zeigen,

dass jede Primzahl p in S liegt. Für p = 2 haben wir 2 = 02 +02 +12 +12.
Sei also p > 2. Nah Lemma 3.11.37 gibt es u, v ∈ Z mit |u|, |v| ≤ p

2 und

p | 12 + u2 + v2. Also gibt es ein m mit 02 + 12 + u2 + v2 = mp ∈ S, und

1 ≤ m ≤ 1 + (p/2)2 + (p/2)2

p
< p.

Wir können also jedenfalls ein Vielfahes von p als Summe von vier Qua-

draten shreiben. Sei nun m ≥ 1 minimal mit mp ∈ S. Wir müssen m = 1
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zeigen. Wir führen einen Beweis durh Widerspruh und nehmen an, dass

m > 1 gilt. Sei α = a+ bi+ cj+ dk ∈ ZH mit N(α) = mp. Wir betrahten

β = A + Bi + Cj +Dk modulo k, indem wir A,B, C,D ∈ Z wählen mit

|A|, |B|, |C|, |D| ≤ m
2 , und mit β ≡ α mod m, also mit

A ≡ a, B ≡ −b, C ≡ −c, D ≡ −d mod m.

Dann haben wir

N(β) = A2 +B2 + C2 +D2 ≤ 4 · (m/2)2 = m2,

N(β) ≡ a2 + b2 + c2 + d2 = N(α) ≡ 0 mod m.

In der Ungleihung kann aber keine Gleihheit gelten. Denn sonst mussm =
2r gerade sein, und A,B, C,D = ±r. Dann ist auh a, b, c, d ≡ r mod 2r,

und a, b, c, d sind alle durh r teilbar. Dann kann man

a = ra′, b = rb′, c = rc′, d = rd′

shreiben, mit a′, b′, c′, d′ ungerade. Dann ist

mp = a2 + b2 + c2 + d2 = r2((a′)2 + (b′)2 + (c′)2 + (d′)2)

durh m2 = 4r2 teilbar, weil (a′)2, . . . (d′)2 ja kongruent 1 modulo 4 sind.

Aber m2 | mp ist ein Widerspruh, da m wegen 1 < m < p kein Teiler

von p ist, da p prim ist. Ebenso folgt, dass A,B, C,D niht alle Null sein

können. Die Kongruenz oben für N(β) ist

A2 + B2 + C2 +D2 ≡ a2 + b2 + c2 + d2 ≡ 0 mod m,

und es gilt A2 +B2 +C2 +D2 = mm′ mit 0 < m′ < m. Die Fälle m′ = m
und m′ = 0 haben wir gerade ausgeshlossen. Nun ist

m2m′p = (a2 + b2 + c2 + d2)(A2 + B2 + C2 +D2)

= (aA− bB − cC − dD)2

+ (aB + bA+ cD − dC)2
+ (aC + cA− bD + dB)2

+ (aD + dA+ bC − cB)2.

Die vier Quadrate auf der rehten Seite sind alle durh m2
teilbar, weil

der Ausdruk in jeder Klammer durh m teilbar ist. Also erhalten wir eine
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3 Ringe

Darstellung von m′p als Summe von vier Quadraten, also m′ ∈ S mit m′ <
m. Das ist ein Widerspruh zur Minimalität von m. Also folgt m = 1 und

wir sind fertig.

Was kann man über ganze Zahlen n sagen, die als Summe von drei Qua-

draten darstellbar sind?

Theorem 3.11.39 (Gauÿ). Eine positive ganze Zahl n ist genau dann von

der Form n = a2 + b2 + c2 mit a, b, c ∈ Z, wenn n niht von der Form

4m(8k + 7)

mit ganzen Zahlen k,m ≥ 0 ist.

Zum Beispiel ist n = 15 sehr wohl von der Form 8k + 7, und m = 0.

Und in der Tat, 15 ist niht die Summe dreier Quadrate, wie man leiht

nahprüft.

Der Satz ist viel shwerer zu beweisen, als der Zwei- und Vier-Quadrate

Satz. Ein Grund ist, dass die Menge S = {a2 + b2 + c2 | a, b, c ∈ Z} hier
niht multiplikativ abgeshlossen ist. Es ist 3, 5 ∈ S, wegen 3 = 12+12+12

und 5 = 02 + 12 + 22, aber 15 = 3 · 5 6∈ S. Weiterhin kann man erwähnen,

dass nur eine Rihtung shwierig ist. Wenn n von der Form 4m(8k+ 7) ist,
zeigt eine Betrahtung modulo 8 reht shnell, dass n niht die Summe von

drei Quadraten sein kann. Für die anspruhsvolle Rihtung kann man die

Theorie binärer quadratisher Formen verwenden.
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