14. Semidiskrete Methoden

Bisher haben wir direkt voll diskrete Methoden hergeleitet, d.h. sowohl in Ortsrichtung als auch in Zeitrich-
tung wurde gleichzeitig diskretisiert. Manchmal ist es glinstig, Orts- und Zeitdiskretisierung getrennt zu
behandeln. Eine Ortsdiskretisierung verwandelt das Problem in ein System von gewdhnlichen Differen-
tialgleichungen, auf das dann eine Standardmethode zur Losung von Anfangswertproblemen angewendet
wird. Dieser Zugang zur numerischen Lésung von partiellen Differentialgleichungen wird Linienmethode
genannt. Besonders geeignet ist er zur Herleitung von Methoden mit hoherer Konsistenzordnung, da ortliche
und zeitliche Genauigkeit getrennt behandelt werden kénnen.
Fiir die Mittelwerte der exakten Losung gelten die Differentialgleichungen

(1) = — (£ 172, 0)) = £z 2,1)]

Wir approximieren die Mittelwerte zum Zeitpunkt ¢ durch U(¢) = {U;(¢)} und suchen eine Approximation
F(U;j) fiir f(u(x41/2,t)). Zum Beispiel kénnten wir aus der Losung des Riemann-Problems mit den Daten
U;(t) und Ujyq(t) den Zwischenzustand u*(U;(t), Uj41(t)) ermitteln und

F(U();4) = £(u™(U;(t), Ujpa (1)) (14.1)

setzen.
Fiir die U, (t) ergibt sich das folgende System von gewdhnlichen Differentialgleichungen:

Uj(0) = 3 [F(U(D; )~ F(U(1); ~ 1)] (14.2)
Verwendet man (14.1) fiir 7 und das explizite Eulerverfahren fiir die Diskretisierung von (14.2), dann ergibt
sich das Verfahren von Godunov.

Eine Methode hoéherer Ordnung gewinnt man, indem man sowohl die Approximation F verbessert,
als auch eine Zeitdiskretisierung hoherer Ordnung wahlt. Wir wollen uns hier auf die erste Fragestellung
beschrénken und beziiglich der zweiten auf die numerische Standardliteratur verweisen. Weiters behandeln
wir im folgenden nur skalare Gleichungen.

Zur besseren Approximation des Flusses verwenden wir folgenden Zugang. Auf dem Intervall
[%j_1/2,Tj41/2] Wird die Losung durch ein Polynom g;(,t) in 2 approximiert. Dann setzt man

Ufiayo(t) = 4j(@j51/2,1) Uiti o) = dj1 (@j41251)

und UFR

j+1/2° Analog zu (14.1) setzt man

und 16st das Riemann-Problem mit den Daten U ].LH /2

FU;j) = f(U*(UjL—i-l/27 Uﬁ-1/2)) .
Eine einfache Methode erhélt man mit der Vorgangsweise des vorigen Abschnittes: Man wahlt
qj(wvt) = U](t) + U](t)(.’lf - .’L'j) )

wobei ¢; der minmod-Anstieg ist. An dieser Herleitung ist die Tatsache etwas unbefriedigend, daf§ Informa-

tion iiber das punktweise Verhalten der Losung aus den Approximationen U; fiir die Mittelwerte bezogen

wird. Insbesondere ist unklar, wie bei der Herleitung von Methoden héherer Ordnung vorzugehen ist.
Diesem Dilemma entkommt man durch Verwendung einer Stammfunktion

wiet) = | " e de,

1/2

wobei die Wahl der unteren Integrationsgrenze unbedeutend ist. Die wesentliche Eigenschaft von w ist, dafl
seine Werte an den Punkten x;,,/, aus den Mittelwerten von u berechnet werden kénnen:

J
w(Zjg1/2,t) = h Y (1)
i=1
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Als Niherung fiir diese Beziehung verwenden wir

und approximieren w in dem Intervall [x;_;/2,%;41/2) durch ein Polynom g-ten Grades p;(z,t), indem wir
Interpolation von g+1 Punkten W;_;,-- -, W;_;, fiir ein bestimmtes i verwenden (Auf die Wahl von i gehen
wir weiter unten noch ein). Die Polynome p; sind Approximationen der Ordnung g+ 1 fiir die Stammfunktion
w, und daher sind ihre Ableitungen

qj = Djz

Approximationen g-ter Ordnung fiir die Losung.

Bei Methoden hoherer Ordnung ist es im allgemeinen nicht méglich, die TVD-Eigenschaft aufrecht zu
erhalten. Andererseits gibt es Zugénge, die die Oszillationen in der Losung moglichst klein halten. Diese
Verfahren haben in der Literatur den Namen ENO (essentially nonoscillatory). Sie bestehen darin, i so zu
bestimmen, dafl das auf den Werten W;_;,---, W;_;1, beruhende Interpolationspolynom mdglichst wenig
oszilliert. Eine typische Vorgangsweise soll hier skizziert werden. Sie beruht auf dem Ansatz von Newton
zur Darstellung des Interpolationspolynoms:

pi(®) =7 +m@—&) + 1@ —E)(@—§)+ - +ylx—E5) - (r—E§-1),

wobei (&, -+ -, §,) eine beliebige Permutation der Punkte (z;_;41/2, ", Zj—itq+1/2) ist und die Koeffizienten
durch die dividierten Differenzen

'Yl:[flfo]W l:077q

bestimmt sind. Die dividierten Differenzen sind rekursiv definiert durch

EO]W = W(&)) )
GG =[G SV
(- &]W = s _

Der Newtonsche Ansatz hat den Vorteil, daf$ die Stiitzpunkte der Reihe nach hinzugefiigt werden konnen.
Man geht nun folgendermaflen vor: Ein erstes Interpolationspolynom pg-l) wird durch lineare Interpola-
tion der Werte W;_1 und W; bestimmt. Das ist gleichbedeutend mit der Wahl o = z;_, /> und & = j41/2-
Dann berechnet man die dividierten Differenzen [z;13/2£16]W und [z;_3/261]W. Die dem Betrag nach
kleinere wird als v, verwendet, was auch die Wahl von &, festlegt und damit ein quadratisches Interpola-
tionspolynom p§-2). Nun wird der Polynomgrad Schritt fiir Schritt erh6ht, indem der néchste Gitterpunkt
links oder rechts von den bisher gewéhlten hinzugefiigt wird, wobei man den Betrag der beiden in Frage

kommenden dividierten Differenzen als Auswahlkriterium verwendet.
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15. Mehrdimensionale Probleme

In diesem Abschnitt soll angedeutet werden, wie Verfahren fiir eindimensionale Probleme in der Lsung von
Problemen mit hoherer Ortsdimension verwendet werden konnen. Dabei beschrinken wir uns auf den zwei-
dimensionalen Fall. Die vorgestellten Ideen kénnen allerdings auf dreidimensionale Probleme verallgemeinert
werden.

Wir betrachten Systeme von Erhaltungssitzen der Form

w, + £(u); +g(u), =0
und beschrénken uns auf die Betrachtung von Rechtecksgittern der Form
Zr; = ih, Yy = ]h

Ahnlich wie im vorigen Abschnitt gelten die folgenden Differentialgleichungen fiir die Mittelwerte:

_, 1 Yji+1/2
W=z [ [t ~ Sl e 0)] dy
Yji—
) m;/l 2/2 (15.1)
i [ ey ) - gl t)] do
Ti-1/2

Numerische Verfahren, die von (15.1) ausgehen, werden oft als Finite Volumen-Methoden bezeichnet.
Eine Ortsdiskretisierung erreicht man, indem man die Integrale in (15.1) durch numerische Fliisse approx-
imiert:
1 Yj+1/2
FUiii g [ i) dy
y

i—1/2

o 1 Tit1/2
oWt~y [ ey t)ds
T

i—1/2

Das ergibt das System von gewohnlichen Differentialgleichungen

1
Uj; = —E[f(U;i,j) - F(Usi—1,5) + G(Usi, j) = G(Usd,5 - 1)] . (15.2)

Eine einfache Méglichkeit, die numerischen Fliisse zu wihlen, ist die folgende: Man 16st das eindimensionale
Riemann-Problem fiir die Gleichung
w + f(u), =0

mit den Daten Uj;;(t) und U;4q ;(t) und ermittelt den Zwischenzustand u*. Dann setzt man

F(Usi, j) = f(u”).
Ahnlich verfihrt man bei der Bestimmung von G, indem man das Riemann-Problem fiir die Gleichung

u; + g(U)y =0

mit den Daten Uj;;(t) und Uj; j41(¢) 16st. W&hlt man nun das explizite Euler-Verfahren zur Diskretisierung
von (15.2), dann ist die entstehende Methode eine direkte Verallgemeinerung des Godunov-Verfahrens.
Natiirlich lassen sich mit Hilfe der Ideen des vorhergehenden Abschnittes auch Verfahren héherer Ordnung
herleiten.

Einen anderen Zugang stellen die sogenannten Splitting-Verfahren dar. Die Grundidee ist die fol-
gende: Man betrachtet Anfangswertprobleme fiir abstrakte Differentialgleichungen der Form

us = (A + B)u, u(0) = up, (15.3)
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wobei A und B Operatoren sind, die auf gewissen Rdumen operieren. Formal kann die Losung des Problemes
in der Form

u(t) — e.AH—BtuO

geschrieben werden. Kommutieren die beiden Operatoren, dann gilt die Produktregel
eAtHBt — AL Bt (15.4)

Daraus folgt, daf} in diesem Fall die Losung zum Zeitpunkt ¢ ermittelt werden kann, indem man die beiden
Anfangswertprobleme
v = Av, v(0) = wo (15.5)

und
wy = Bw, w(0) = wv(t) (15.6)

16st und u(t) = w(t) setzt. Das kann von Vorteil sein, wenn die Probleme (15.5) und (15.6) wesentlich
leichter zu lésen sind als (15.3).

Wenn die Operatoren 4 und B nicht kommutieren, dann gilt (15.4) nicht. Mit Hilfe der formalen
Potenzreihen 148t sich dann die Entwicklung

t2
eAteBt _ AFB — (AR — BA)S + O(t?)

angeben. Das zeigt, daf} fiir kurze Zeitintervalle der mit Hilfe von (15.5), (15.6) berechnete Wert eine gute
Approximation fiir die Losung ist. Ein Splitting-Verfahren ist ein numerisches Verfahren, in dem (15.5),
(15.6) zur Berechnung von einzelnen Zeitschritten der Lange k verwendet wird. Es ergibt sich ein Fehler der
Ordnung O(k?) pro Zeitschritt, was bedeutet, da§ das Verfahren von erster Ordnung ist.

Ein Verfahren zweiter Ordnung erhilt man mit Hilfe des Strang Splittings

A 2Bt A2 — ((A+B)E L O(13) |
Fiir einen linearen zweidimensionalen Erhaltungssatz
u; + Au, +Bu, =0

bietet sich natiirlich die Wahl 5 5
A=—-A—, B=-B—
Oox Jy
an. Die beiden Operatoren kommutieren genau dann, wenn die Matrizen A und B kommutieren. In diesem
Fall liefert das Splitting-Verfahren die exakte Losung, vorausgesetzt die eindimensionalen Probleme (15.5),
(15.6) werden exakt gelost. In der Praxis werden die eindimensionalen Probleme jedoch durch numerische
Approximationen ersetzt, was natiirlich zum Fehler beitragt.
Splitting-Verfahren fiir nichtlineare Probleme werden auf offensichtliche Art definiert.
Abschlielend ein Resultat, das einen wesentlichen Unterschied zwischen ein- und mehrdimensionalen
Problemen aufzeigt: Definieren wir die zweidimensionale Totalvariation durch

TVW)=h > Y (U1 = Uyl + Ui = Ugl]

i=—00 j=—00

so kdnnte man wie im eindimensionalen Fall die TVD-Eigenschaft fiir Konvergenzbeweise niitzen. Der
folgende Satz zeigt allerdings, dafl dieses Konzept im mehrdimensionalen Fall nur beschrénkt brauchbar ist.

Satz. AufBer in gewissen trivialen Féllen ist die Konsistenzordnung einer TVD-Methode fiir zweidimensionale
Probleme héchstens 1.
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