12. Nichtlineare Stabilitat

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit Konzepten, die fiir nichtlineare Probleme den Begriff der
Stabilitat ersetzen. Das wird uns gestatten, Konvergenzaussagen fiir numerische Methoden herzuleiten. Da
es eine einigermaflen geschlossene Theorie bisher nur fiir skalare Probleme gibt, werden wir uns in diesem
Abschnitt auf solche beschrianken:

ug + f(u)y =0, u(z,0) = up(w) (12.1)

Fiir die Anfangsfunktion nehmen wir an, daf sie kompakten Triger besitzt.
Wir definieren einen Konvergenzbegriff, der beriicksichtigt, dal schwache Losungen nicht eindeutig sind.

Sei
W = {w: w(z,t) ist eine schwache Losung des Erhaltungssatzes} .

Fiir ein Zeitintervall [0, T] wiihlen wir als Norm die L*-Norm auf R x [0, T]:

T T (o)
ol 7 = / (s t)l dt = / / lo(z, )] d
0 0 — 00

Den globalen Fehler definieren wir durch

dist (U, W) :J.Iel1f/v||Uk — w17

Ein wesentliches Werkzeug bei Konvergenzbeweisen fiir nichtlineare Probleme ist Kompaktheit. Die in
diesem Zusammenhang bedeutende Eigenschaft kompakter Mengen ist die Existenz konvergenter Teilfolgen
fiir jede in einer kompakten Menge enthaltene Folge. In unendlichdimensionalen Réumen ist die Charakter-
isierung kompakter Mengen im allgemeinen nicht leicht. Hier interessiert uns der Raum

Ly ={v: [Pl < oo}

Wir definieren die Totalvariation auf R x [0, 7] durch

T o]
TVir(u) = / / (It + e ]) e
0 —00
wobei die Ableitungen wieder im distributionellen Sinn zu verstehen sind. Dann gilt, dafl Mengen der Form
K={ueL}: TVr(u) <R, supp(u) C [-M,M] x [0,T]} (12.2)

kompakt in L1 sind.
Fiir die stiickweise konstanten numerischen Losungen Ug(z,t) ist die Totalvariation gegeben durch

T/k o T/k
TVr(Uy) = > (KU} = UF|+ UM = U7)) = > (kTVU™) + [U™ = U")) - (12.3)
n=0 j=—o00 n=0

Definition. Eine Methode heifit T'V -stabil, wenn fiir k < ko die numerischen Ldsungen Uy in einer Menge
der Form (12.2) liegen, wobei R und M von ug und f(u), nicht aber von k abhidngen.

Fiir konservative numerische Methoden zeigt der folgende Satz, daf fiir TV -Stabilitat die Kontrolle der
eindimensionalen Totalvariation ausreicht.
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Satz 12.1. Wir betrachten eine konservative Methode mit Lipschitz-stetigem numerischen Fluf3, sodaf fiir
jedes ug Konstante ky, R > 0 existieren mit

TV({U™) <R Vn,kmit k <k, nk<T. (12.4)

Dann ist die Methode T'V -stabil.

Beweis. Fiir eine konservative Methode gilt offensichtlich
o0
o™t = Uml =k Y [F(U5) = FU™ = 1)
j=—o00

Da U™ kompakten Triger hat, folgt aus (12.4) die Abschétzung |U}'| < R/2. Damit impliziert die Lips-
chitzstetigkeit von F

q
|F(U"5) — F(U"j-1)] < K_mal?éq Uiy — U 4| < K Z \Uis = Ujpial -

p< .
1=—p

Es gilt daher
U™ — U™ <kK(p+q+ )TV (U") < ak (12.5)

mit « = KR(p + ¢ + 1). Nun schétzen wir mit Hilfe von (12.5) die Totalvariation ab:

T/k T/k
TVp(U™) = > (KTVU™) + U™ = U"|l1) < Y (kR + ak) < (R+ )T
n=0 n=0

Da wegen der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit die Tréger der U" in einem beschrénkten Intervall
liegen, ist der Beweis vollstandig. m

Nun koénnen wir ein Konvergenzresultat formulieren:

Satz 12.2. Fiir eine konservative, konsistente numerische Methode mit Lipschitz-stetigem numerischen Fluf3
folgt aus TV -Stabilitdt Konvergenz in dem Sinn, daf lim_,q dist(Uy, W) = 0 gilt.

Beweis. Angenommen, dist(Uy, W) konvergiert nicht gegen 0. Dann gibt es ein € > 0 und eine Nullfolge k;
mit

dist(Ug;, W) > Vj. (12.6)

Da die Uy, in einer kompakten Teilmenge von L% liegen, gibt es eine Teilfolge, die gegen ein Element v
der kompakten Menge konvergiert. Der Satz von Lax-Wendroff impliziert, dafl v eine schwache Losung des
Erhaltungssatzes ist. Das steht im Widerspruch zu (12.6). =

Eine Moglichkeit, die Voraussetzungen des Satzes 12.1 zu erfiillen, besteht in der Forderung, daf die
eindimensionale Totalvariation {iber einen Zeitschritt hinweg nicht zunimmt.

Definition. Eine Methode heifit TVD (total variation diminishing), wenn fiir alle Gitterfunktionen U™
TV(U"™ <TV(U™)

gilt.

Die folgende Definition beinhaltet einen weiteren Stabilitétsbegriff.
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Definition. Eine Methode heifit monotonieerhaltend, wenn fiir monotone Anfangsdaten auch die nu-
merische Losung zu jedem Zeitpunkt monoton ist.

Satz 12.3. Jede numerische Methode, die TVD ist, ist auch monotonieerhaltend.

Beweis. Sei U > UY,, fiir alle j und TV (U°) < oo. Dann gilt TV (U°) = U°  — UY,. Wegen der endlichen

Ausbreitungsgeschwindigkeit gilt U?., = U9 fiir alle n. Daraus folgt TV (U™) > U%_ — U2 und somit
wegen der TVD-Eigenschaft TV (U™) = U”  — UZ. Das gilt nur dann, wenn U™ monoton ist. =

Entropielésungen u(x,t) und v(z,t) eines skalaren Erhaltungssatzes sind L'-kontrahierend, d.h. es
gilt
lu(st2) =v(st2) [l < lulst) —o( 0l firty > 6.

Definition. Eine numerische Methode heift [,-kontrahierend, wenn fiir beliebige Gitterfunktionen U™
und V™ die Ungleichung
Ut = v < o - v

gilt.
Satz 12.4. Jede Iy -kontrahierende numerische Methode ist TVD.

Beweis. Fiir eine Gitterfunktion U definieren wir V' durch V; = U;_;. Dann gilt
1
TVU) = 31U~V

Sei die Methode I;-kontrahierend. Fiir ein beliebiges U™ definieren wir V;* = U;' ;. Da das numerische

Verfahren translationsinvariant ist, gilt fiir das mit Hilfe des numerischen Verfahrens ermittelte V" *! die
Gleichung anﬂ =U ;‘fll. Daraus folgt

1 1
TV(UrH-l) — E||Un+1 _ Vn+1||1 S E”Un _ Vn“l — TV(Un)

Beispiel : Die Methode der linksseitigen Differenzen ist /;-kontrahierend, wenn die CFL-Bedingung
erfiillt ist. Wir nehmen an, daf§

k
0< @S T  fir min(U], V) < u < max(U], V)

gilt. Mit W' =U;* — V" ergibt sich

W = Wi S {(FU) ~ F077) = (FUF) = FV]))]

k n n k n n
= (1 - Efl(ej )) Wi+ Efl(aj—ﬂ j—1
mit Hilfe des Mittelwertsatzes. Anwendung der Dreiecksungleichung sowie Summation iiber j ergibt
Wl < W1

Analog kann man zeigen, daf3 das Lax-Friedrichs-Verfahren [;-kontrahierend ist, wenn die CFL-
Bedingung erfiillt ist.

Eine weitere Stabilitdtseigenschaft der Entropielosung ist die folgende:

vo(z) > uo(z) Vo = w(z,t)>ulz,t) Va,t
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Definition. Eine numerische Methode heilt monoton, wenn
n n 1 n+1 n+1 .
Vir>2U Vi = V" >U; Vj.
Hinreichend fiir Monotonie einer numerischen Methode ist die Eigenschaft

)
ouT

HU™j) =20 Vi, j,U"

des Losungsoperators.

Beispiel : Das Lax-Friedrichs-Verfahren mit dem Lésungsoperator

HU™ §) = LU +Up) = oo (FUF) — FU)

ist monoton, wenn die CFL-Bedingung
ki irom .
ATGAESWY

erfiillt ist.

Satz 12.5. Jede monotone numerische Methode ist i -kontrahierend.
Satz 12.6. Die Konsistenzordnung einer monotonen Methode ist héchstens 1.

Satz 12.7. Fiir k — 0 konvergieren die mit einer konsistenten, monotonen numerischen Methode berech-
neten Losungen gegen die Entropielosung.

In Anbetracht von Satz 12.6 ist die Eigenschaft der Monotonie eine zu strenge Stabilitdtsforderung.
Im folgenden Abschnitt werden wir uns auf die TVD-Eigenschaft beschranken, was uns gestattet, stabile
Methoden mit hoherer Konsistenzordnung herzuleiten.
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