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Teil I: Mathematische Theorie

1. Skalare Erhaltungssatze

1.1. VerkehrsfluB — Die Burgers-Gleichung

Dichte (Anzahl pro Lingeneinheit) der Fahrzeuge am Ort z zum Zeitpunkt ¢: p(z,t). Geschwindigkeit der
Fahrzeuge am Ort x zum Zeitpunkt ¢: v(z,t). Anzahl der Fahrzeuge pro Zeiteinheit, die eine Stelle passieren:
p(z,t)v(z,t). Fahrzeugerhaltung im Intervall [zy, zo]:

T2

d_ p(:r,t) dz :p(xl)t)v(xl)t) _p(xZ)t)U(m%t)
tJe,

Daraus folgt wegen der Beliebigkeit von z; und z2:

p+ (pv)e =0

Einfaches Modell fiir die Geschwindigkeit: v = Vsa2(1 — p/pPmaz). Skalierung:

z —lz, t— 7t, mit I/7 = vmaz ,
und die Transformation:
_ pmam — _ pmaw u
2 2 ’

liefern die reibungsfreie Burgers-Gleichung

u
ut+<?) =0 oder us + uug, = 0.

Allgemeiner:
ut + f(u)e =0 oder ur + f(u)u, =0. (1.1)

Die Funktion f(u) wird als Flu8 bezeichnet. Typische Annahme: f(u) > 0 fiir alle u (“Echte Nichtlin-
earitit”).
Beriicksichtigung von “Reibungseffekten” (z.B. Intelligenz von Autofahrern):

ug + f(u)e = egy mit0<e<k1 (1.2)

Anfangswertproblem:
u(z,0) = uo(x) (1.3)



1.2. Nichtexistenz klassischer Losungen — Schwache Formulierung

Losung von (1.1), (1.3) mit der Methode der Charakteristiken:
= f'(u), =0

Die Charakteristiken sind geradlinig (konstante Geschwindigkeit f'(u)). Die Losung ist konstant entlang von
Charakteristiken.

Beispiel 1: Burgers-Gleichung (f(u) = u?/2). Die Anfangsdichte nimmt mit der Fahrtrichtung
ab:

a

-1 firz < —a,
wp(x) =< £ fiir —a <z < q,
1 fir z > a.

Losung:

u(z,t) = o fir—a-t<z<a+t,

{—1 fir z < —a —t,
1 fir x > a+t.

Beispiel 2: Die Anfangsdichte nimmt mit der Fahrtrichtung zu:

-2 fiir —a<z <a,

-1 firz > a.

uo () =

{1 fir x < —a,

Losung;:

1 fir z < —a +t,

u(z,t) = ¢ & fir —a+t<z<a-—t,
-1 firz>a—t.

Die Losung wird an ¢ = a unstetig. Fiir ¢t > a kann daher keine klassische Losung existieren.

Schwache Formulierung von (1.1), (1.3): Sei C4(IR?) (stetig differenzierbar, kompakter Triger) der Raum
der Testfunktionen. Wir multiplizieren (1.1) mit ¢ = ¢(z,t) € C3(IR?) und integrieren partiell:

/OOO /O:O[cbtu + ¢ f(u)]dzdt = — /O:O o(z,0)ug () da (1.4)

Definition. Die Funktion u(z,t) heifit schwache Lésung von (1.1), (1.3), wenn (1.4) fiir alle ¢ € C4(IR?)
gilt.

Bemerkung: Jede klassische Losung ist auch eine schwache Losung. Schwache Losungen brauchen nicht
differenzierbar zu sein. Schwache Losungen erfiillen oft die integrierte Version des Erhaltungssatzes:

%/:t2 ’U,(Z’,t) dr = f(u(xlat)) - f(u(1'2,t)) (]_5)
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1.3. Das Riemann-Problem — Stoflwellen — Verdiinnungswellen
Das Riemann-Problem ist ein Problem der Form (1.1), (1.3) mit

wo(z) = w  fiir z <0,
7w, fiirz > 0.

Da mit u(z,t) auch u(az,at) Losung des Riemann-Problems ist, hingt die Losung nur von £ = z/t ab:
u = u(§). Einsetzen in (1.1) gibt
du , ,
— —-§) =0.
-9
1. Fall: u = const,
2. Fall: Mit der Annahme f” > 0 hat die Gleichung f'(u) = ¢ die eindeutige Losung v = u,(£). Die
Losung u(x,t) = u,(x/t) heift Verdiinnungswelle.
Eine dritte Moglichkeit ist ein Sprung entlang eines Strahles =/t = const. Es gibt eine schwache Lésung
des Riemann-Problems der Form )
w(z, t) = {ul fir z < st, (1.6)

u, fir x > st.

Eine solche Losung heifit StoBwelle. Die StoBgeschwindigkeit s wird aus (1.5) bestimmt. Das gibt die
Rankine-Hugoniot-Sprungbedingung

s(up —up) = flw) — fuy). (1.7)

Bemerkung: Ist die Losung links und rechts der Unstetigkeit nicht konstant, dann variiert auch die
Geschwindigkeit der Stofiwelle. Die Sprungbedingung behélt ihre Giltigkeit, wobei allerdings s als die
Momentangeschwindigkeit der StofSwelle und u; und u, als links- bzw. rechtsseitige Grenzwerte an der
Unstetigkeit aufgefaf3t werden miissen.

Beispiel: Fiir die Burgers-Gleichung ergibt sich

Uy + Uy
s=—5 - (1.8)

Es gibt nun 2 Falle:

A) u; > u,. In diesem Fall ist die Stofiwellenlésung (1.6) die einzige schwache Losung des Riemann-
Problems.

B) uw; < u,. Eine zweite schwache Losung ist gegeben durch die Verdiinnungswelle

uy fiir © < f'(uw)t,
u(e,t) = { uy(aft) fir funt <z < £t (1.9)
. fir z > f'(ur)t.

Es gibt allerdings noch unendlich viele andere Losungen, die aus Kombinationen von Stof}- und Verdiin-
nungswellen bestehen.

Manipulationen mit Erhaltungssatzen: Multipliziert man die Burgers-Gleichung mit 2u, so 148t
sich das Resultat schreiben als

(u?); + (§U3>x =0. (1.10)

Das ist ein Erhaltungssatz fiir die GroBe u?. Offensichtlich haben (1.10) und die Burgers-Gleichung
dieselben differenzierbaren Losungen. Fiir schwache Losungen gilt diese Aquivalenz allerdings nicht. Fir
StoBwellenlosungen von (1.10) ergibt sich aus der Sprungbedingung (1.7) die Stofigeschwindigkeit

2ul3—u3

_ T

= —5
3 uj —uj

was sich klarerweise von (1.8) unterscheidet.
_ Welche Formulierung eines Erhaltungssatzes die richtige ist, kann nur auf der Basis von physikalischen
Uberlegungen entschieden werden.



1.4. Entropiebedingungen

Wie kann die Losung in obigem Fall B) eindeutig gemacht werden? Eine Moglichkeit besteht darin, das
Problem (1.1), (1.3) als Grenzfall des “viskosen” Problems (1.2), (1.3) fiir € — 0 zu betrachten. Ldésungen
der parabolischen Gleichung (1.2) sind fiir ¢ > 0 glatt. Unstetige Losungen von (1.1) sind daher nur dann
zulédssig, wenn sie durch Grenzschichten gegliattet werden konnen. Fiir eine Stofiwelle entlang von z = st

ergibt sich mit der Grenzschichtvariablen
T — st

n= -

aus (1.2) die Grenzschichtgleichung
—sty + f(w)y = Uny -

Wir suchen nach Losungen mit
lim w =1y, lim v = u,.
n——00 n—00
Aus dieser Forderung a8t sich die Sprungbedingung (1.7) ableiten. Zusétzlich ist aber die Entropiebedingung
(erste Version)

fiw) > 5> f'(uy)

notwendig. Unter der Annahme f” > 0 ist diese Bedingung auch hinreichend und gilt genau dann, wenn
u; > u,. Das bedeutet, da} die Stofwellenlosung des Riemann-Problems nur im Fall A) die Entropiebe-
dingung erfiillt, wihrend im Fall B) die Verdiinnungswelle (1.9) die einzige schwache Losung ist, die keine
entropieverletzenden Spriinge enthilt. Die Entropiebedingung macht also die Losung des Riemann-Problems
eindeutig (Entropielosung).

Statt eine Gliattung in der Differentialgleichung durchzufiihren, 1d8t sich die Entropielosung des
Riemann-Problems auch mit Hilfe einer Gliattung der Anfangsdaten herleiten. Die Losung in Beispiel 1
von Abschnitt 1.2 konvergiert fiir a — 0 gegen eine Verdiinnungswelle. Die Stoflwelle ist beziiglich kleiner
Anderungen der Anfangsdaten nur dann stabil, wenn die Entropiebedingung erfiillt ist. Das kann man auch
damit begrinden, daf} in diesem Fall die Charakteristiken in die StofSwelle “hineinlaufen”, wihrend sie im
Fall eines entropieverletzenden Verdiinnungsstof3es aus der Stoflwelle herauslaufen.

Eine andere Version der Entropiebedingung wird mit Hilfe einer Entropiefunktion formuliert. Sei
n(u) eine konvexe Funktion (" > 0) und ¢ (u) eine Stammfunktion von n'(u) f'(u). Dann gilt fiir klassische
Losungen von (1.1)

n(w)e + 1 (u)e = 0. (1.11)

7(u) heifit Entropiefunktion und ¢(u) Entropieflufl. Schwache Lésungen von (1.1) geniigen im allgemeinen
nicht der schwachen Formulierung von (1.11).
Multiplikation der viskosen Gleichung (1.2) mit n'(u) gibt

n(w): + ¥(u), = e (wu,), —en' (wu] .

Wir integrieren diese Gleichung:

/t 2 /acz[n(u)t +(u),] dz dt :5/ 2 [0 (w(z2, ) ug (22, t) — ' (w(@1, b)) ug (21, 1)] dt

ty
to xTo
—€ / / 0 (u)u? dx dt
t1 x1

Fiir e — 0 verschwindet das erste Integral auf der rechten Seite, wihrend das zweite im allgemeinen wegen
der Konvexitit der Entropiefunktion gegen eine nichtpositive Zahl konvergiert.

Daraus folgt die zweite Version der Entropiebedingung: Eine schwache Losung u(z,t) von (1.1), (1.3)
ist die Entropiel6sung, wenn fiir alle konvexen Entropiefunktionen und die entsprechenden Entropiefliisse im
schwachen Sinn die Ungleichung

n(w)e +(u)e <0
gilt.



