3 Elastizitatstheorie

Fiir ein elastisches Medium nimmt man einen spannungsfreien Referenzzu-
stand an, der in Eulerkoordinaten durch x = A(x,t) gegeben ist. Abwe-
ichungen werden beschrieben durch die Verschiebung

u(x,t) =x— A(x,t). (1)

Um ein Maf fiir die Deformation des elastischen Korpers zu erhalten, gehen
wir folgendermafien vor: Wir betrachten zwei kleine Richtungsvektoren AA
und AA’ im unverformten Zustand und ihre Bilder Ax und Ax’ nach der
Verformung. Differentiation von (1) gibt

Als MaB fiir die lokale Deformation berechnen wir die Anderung im Skalarpro-
dukt zwischen den beiden Richtungsvektoren:

Ax - Ax' — AA - AA" = Ax; Az, — AAA A
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Das motiviert die Definition des symmetrischen Dehnungstensors
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Wir werden im Folgenden eine Theorie fiir kleine Verschiebungen (und deren
Ableitungen) herleiten. Als erste diesbeziigliche Mafinahme vernachlissigen
wir den quadratischen Term im Dehnungstensor und verwenden von nun an
die Definition

1
€= i(Vu + Vu™).

Dank seiner Symmetrie kann e diagonalisiert werden. Die (orthogonalen)
Eigenvektoren nennt man die Hauptdehnungsachsen.

Als weitere Naherung fiir kleine Verschiebungen ersetzen wir die Materi-
alableitung durch die partielle Ableitung nach der Zeit. Die Beschleunigung
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ist dann die zweite Ableitung der Verschiebung nach der Zeit und die Im-
pulsgleichung erhélt die Form

— =pf+V.T, (2)

mit der Massendichte p, der spezifischen Kraft f und dem Spannungsten-
sor T wie im 1. Kapitel. Eine weitere flir kleine Verschiebungen giiltige
Néherung betrifft die Dichte. Sie wird als zeitunabhangig und gegeben
angenommen: p(x,t) = p(z).

Das Grundpostulat der Elastizitdtstheorie ist, dass Spannungskrafte durch
die Dehnung verursacht werden. Das einfachste Modell ist ein linearer
Zusammenhang zwischen Dehnungstensor und Spannungstensor, d.h.

Tij = Cijri€ri

mit einem Tensor vierter Stufe C. Wie in der Stromungsmechanik wer-
den wir die vereinfachende Annahme der Rotationsinvarianz des elastischen
Mediums machen. Es ist allerdings festzuhalten, dass es viele relevante
Beispiele elastischer Festkorper gibt, die dieser Annahme nicht geniigen,
wie Kristalle oder geschichtete Materialien (Holz). Mathematisch bedeutet
die Rotationsinvarianz, dass nach einer Rotation im IR? der Zusammenhang
zwischen den entsprechend transformierten Dehnungs- und Spannungsten-
soren durch denselben Tensor C beschrieben wird. Hat C diese Eigenschaft,
dann wird es als isotrop bezeichnet. Ahnlich wie in Kapitel 2.1 beweist man
das folgende Grundresultat der Tensorrechnung.

Satz: Sei C ein isotroper Tensor vierter Stufe im IR3. Dann gibt es drei
Konstante A, u, k € IR, sodass

Cijkt = N0 + (6051 + 0udjr) + K(0ixdj — 60k -
Fiir den Zusammenhang zwischen Dehnungs- und Spannungstensor er-
halten wir damit
Tij = Aéijekk + M(&Z‘j + 5jz’) + Kv(eij — Eji) .

Der letzte Term verschwindet allerdings wegen der Symmetrie des Dehnung-
stensors. Damit bleibt

T = Ar(e)I + 2ue, (3)
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bzw. in Abhéngigkeit der Verschiebung
T = ANV -wWI+pu(Vu+vVu'"),

mit den Lamé-Konstanten A und p. Diese Gleichung wird verallgemeinertes
Hookesches Gesetz genannt. Setzt man sie in die Impulsgleichung (2) ein,
so erhalt man ein geschlossenes System von Differentialgleichungen fiir die
Verschiebungen, die Naviergleichungen

9%*u

pﬁ:,uAu—i-(/\—ﬁ-u)V(V-u)—i-pf.

Die Elastizitatskonstanten

Bildet man die Spur (tr) in der Gleichung (3), so ergibt sich eine Gleichung,
aus der man tr(e) aus tr(T) berechnen kann, und damit den Zusammenhang
zwischen € und T invertieren kann:

1 T Atr(T)

T2 2u(3h+2p)

Als Anwendung berechnen wir die Dehnungen, die einer reinen Zugspannung
in z-Richtung entsprechen. Diese wird durch den Spannungstensor

N
T=| 0
0

o O O

0
0
0

beschrieben. Der Dehnungstensor ist diagonal mit den Diagonalelementen

N+ ) AN

T B 20 BT T B )

Experimente zeigen eine Dehnung in z-Richtung und eine Kontraktion in
die orthogonalen y- und z-Richtungen, d.h. der Young-Modul bzw. das
Poisson-Verhdltnis

2
g BB 20 €22 _ €33 _ A

V —m— —— —

A+ ' €11 en 2(A+p)

sind positive Konstante. In Abhéngigkeit dieser technischen Elastizitdtskonstanten
lasst sich das Hookesche Gesetz schreiben als

Ee=(14v)T —vtr(T)I.
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Ein zweites Gedankenexperiment, eine isotrope Kompression, wird durch
den Spannungstensor T = —pl mit einem skalaren Druck p reprasentiert.
Es ergibt sich fiir den Dehnungstensor Fe = —(1 — 2v)pI. Die natiirliche
Forderung, dass Kompression zu Kontraktion (und nicht zu Expansion)
fiihrt, liefert die zusétzliche Ungleichung v < % Daraus und aus der Posi-
tivitdat von E und v folgt die Positivitdt der Lamé-Konstanten:

A pu>0

Energiebilanz

Die Naviergleichungen bilden ein geschlossenes System. Die Energiegle-
ichung ist daher zur Berechnung der Verschiebungen nicht notwendig. Trotz-
dem ist es von Interesse, die Energiebilanz zu betrachten. Entsprechend dem
ersten Kapitel definieren wir die im Gebiet  C R? enthaltene kinetische
Energie durch

2

p(x) |Ou dx .|

Bunlt) = | 32| S20x,)

und berechnen ihre zeitliche Anderung fiir eine Losung u der Naviergleichun-
gen:

dFEy; Ou; 0%u; ou; oT;
m — K Zd — K . 1] d
dt oot oz / <f xj> *

_ / i dx +/ Ouip s [ Ui g
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In der zweiten Gleichung haben wir partielle Integration verwendet. Da t =
T - n der Spannungsvektor, d.h. die Spannungskraft pro Oberflacheneinheit
ist, konnen die ersten beiden Terme auf der rechten Seite als die pro Zeit-
einheit durch die Volumskréfte und durch die Spannungskréfte verrichtete
Arbeit interpretiert werden. Im letzten Term verwenden wir die Darstellung
T = Atr(e)I + 2pue:

82ul-
8:13 yi ot

_/[a ot 5”“(;:;*;;3) 1‘“
dt/Q(A( r(e)? + pe €>dx.
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In dieser Rechnung haben wir verwendet, dass wegen der Symmetrie von &

82UZ’ o aQUj 3 _} 8211,2' + 82uj B
00t~ Bzt 7 T 2\ dw0t | dmiot ) Y

gilt. Die Dehnungsenergie

E. = /Q (;\(tr(e))Z +pe: 5) dx

entspricht der inneren Energie aus dem ersten Kapitel. Fassen wir unsere
Resultate zusammen, so ergibt sich die Energiebilanz

d Ju ou
—(Eyin + E:) = — . fd — - tds.
Fiir zeitunabhéngige Volums- und Spannungskrifte (d.h. f = f(x), t =
t(x)) wird die durch E = Ej;y, + Epo definierte Gesamtenergie erhalten,

wenn wir die potentielle Energie definieren durch
Epot:Es—/ pu-fdx—/ u-tds.
Q 0

Elastische Wellen

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass das dynamische Verhalten elastis-
cher Medien unter anderem durch Wellenausbreitungsphdinomene charakter-
isiert werden kann. Dazu betrachten wir ein homogenes elastisches Medium
(p =const) ohne Volumskréfte (f = 0):

0%u
P o2
Bezeichnen wir die Divergenz der Verschiebung mit D = V - u und wen-

den die Divergenz auf die Naviergleichungen an, so ergibt sich fiir D die
Wellengleichung

92D 9 ) IA+2u

Andererseits ergibt sich auch durch Anwendung des Rotors auf die Naviergle-
ichungen eine Wellengleichung fiir die Komponenten des Rotors w = V x u:

0w ) 1
w:C%Aw mit CT:\/;,

=pAu+ A+ p)V(V-u).

allerdings mit einer anderen Wellengeschwindigkeit.
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