2. KAPITEL Strémungsmechanik

2.1. Die Navier-Stokes-Gleichungen

Die Stromungsmechanik beschéftigt sich mit der Bewegung von Fluiden (d.h. Flissigkeiten und Gasen).
Fluide sind ausgezeichnet durch die Art der in ihnen wirkenden Spannungskrifte. Zerlegt man den Span-
nungsvektor t(x,t,n) in eine normale Komponente (Normalspannung, parallel zu n) und in tangentiale
Komponenten (Scherspannungen), dann gilt fiir ein bewegungsloses Fluid, dafl die Scherspannungen ver-
schwinden. Der Spannungsvektor ist also gegeben durch

t(X7 ta n) = *p(X, ta n)n ’

wobei die skalare Grofle p(x,t,n) als Druck bezeichnet wird. Verwendet man die Darstellung des Span-
nungsvektors mit Hilfe des Spannungstensors T, dann folgt

n-T(x,t) = —p(x,t,n)n. (2.1)

Setzen wir in dieser Gleichung fiir n den i-ten kanonischen Basisvektor e; ein und bilden wir das Skalarprodukt
mit e;, so erhalten wir
Tz](xv t) = *p(X,Lei)(Sij ) Zv.] = 172737

mit dem Kronecker-Symbol §;;. Damit wird die j-te Komponente von (2.1) zu

—n;p(x,t,e;) = —n;p(x,t,n).

Aus dieser Gleichung folgt, dafl der Druck unabhéngig von n ist, und daher fiir den Spannungstensor in
einem ruhenden Fluid
T(x,t) = —p(x,1)I (2.2)

gilt (T ist die 3 x 3-Einheitsmatrix).

Beispiel 2.1: Um unser Vertrauen in (2.2) zu stérken, iiberpriifen wir, ob es zusammen mit der
Impulsgleichung zu den bekannten Gesetzen der Hydrostatik fithrt. Wir setzen in der Impulsgle-
ichung (1.31) v = 0 und beriicksichtigen den Einfluf der Gravitation, indem wir fiir die Volumskraft
f = —ges setzen, wobei g die Gravitationsbeschleunigung ist und wir annehmen, dafl ez senkrecht
nach oben zeigt. Die Impulsgleichung hat dann die Gestalt

Vp = —pges,
also, mit x = (x,y, 2),
Pz =py =0, Dz = —pg.

Der Druck ist nur von der Héhe abhéngig, woraus folgt, dafl dasselbe auch fiir die Dichte p gilt. Im
Fall konstanter Dichte wachst der Druck linear mit der Tiefe:

P =DPa — pgz,

wobei z = 0 die Oberfléche einer Fliissigkeit und p, der Druck in der dariiberliegenden Atmosphére
ist.

Eine weitere Annahme ist, daf in einem bewegten Fluid zuséitzlich zum Druck Reibungskréfte ( Viskositdt)
zur Spannung beitragen:
T=-pl+7

Die Matrix 7(x,¢) wird als wviskoser Spannungstensor bezeichnet. Da bei einer Bewegung mit ortsun-
abhéngiger Geschwindigkeit v = v(t) keine Reibungskrifte zu erwarten sind, nimmt man an, dafi 7 von
Ortsableitungen der Geschwindigkeit abhangig ist. Um das Modell moglichst einfach zu halten, wird weiter
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angenommen, daff nur die Ableitungen erster Ordnung eingehen und dafl die Abhéngigkeit linear ist. Es gilt
daher

8vk
=S Cimer ij=1,2,3. 2.3
Tij ; I o, ¥ (2.3)
Aus der Symmetrie des Spannungstensors folgt die Bedingung
Cijrr = Cjirt i,J,k, 1 =1,2,3

fir die Koeffizienten des Tensors vierter Stufe C. Unter der Annahme der Homogenitat des Materials sind
diese Koeffizienten konstant. Die Annahme, daf§ nur bei einer Relativbewegung verschiedener Teile des
Fluids Reibungskrifte auftreten, ist in (2.3) noch nicht vollsténdig beriicksichtigt. Rotiert ndmlich das Fluid
wie ein starrer Korper, dann findet auch keine Relativbewegung statt, obwohl sich die Geschwindigkeit mit
dem Ort dndert. Eine Rotation um die z-Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w ist gegeben durch

v =w(-y,z,0).
Die Forderung, daf} der viskose Spannungstensor fiir dieses v verschwindet, fithrt auf die Gleichung
Cijo1 = Cijiz, 1,5 =1,2,3.
Analog zeigt man mit Rotationen um die z- bzw. die y-Achse
Cijz2 = Cijoz, Cijz1 = Cijiz, 1,7 =1,2,3.
Damit vereinfacht sich (2.3) zu

Tij =Cij11ue + Cijoavy + Cijzzw, + Cijia(uy + ve) + Cijiz(uz + wy)

2.4
+Cij23(vz+wy)7 laj:1a273 ( )

Bezeichnet man den symmetrischen Anteil
1 tr
D= 3 (Vv +VvT)

der Matrix Vv als Deformationstensor, dann ergibt sich die Aussage, dal der viskose Spannungstensor nur
vom Deformationstensor abhangig ist.

Die Darstellung (2.4) kann weiter vereinfacht werden, wenn man annimmt, dafl das betrachtete Fluid
isotrop ist. Das bedeutet, dafl es keine ausgezeichneten Richtungen gibt. Fiir das mathematische Modell
folgt daraus, daf es invariant unter Drehungen des Raumes sein mufl. Drehungen werden durch Matrizen S
mit S~! = S*" beschrieben. Fiir die neuen Ortskoordinaten x’ nach der Drehung gilt

x' = Sx.

Genauso werden alle Vektoren, wie z.B. ein Geschwindigkeitsfeld v oder die durch Reibung bedingte Kraft
f = n -7 auf ein Flachenstiick mit Normalvektor n, transformiert:

v =8Sv, f' = Sf (2.5)
Es gilt also

fi= 328 1)) = 3 Sigmati = 3 SigSuenimi;
J J:k

Ik,
:anzslkaJS]t: = (n/' (STStT)),L'a 1= 1a2737
l 7.k
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woraus wegen f = n’ -7/ und der Beliebigkeit von n’

7 = SrS"” (2.6)
folgt. Komponentenweise geschrieben, gilt
=3 S S = S35t Cltmn 20 ,j=1,2,3 (2.7)
Tij = ; ik ThIOjl = klz: ikl Cklmn oz, s 1,7 =1,2,3. .

Fiir die ersten Ableitungen der Geschwindigkeitskomponenten gilt

ol ov! Oxy, o' oy, v .
- = : = j L= kRl iy # ) s — 17 27 )
am;— ; Oz 636;- ;Sjkamk ;Sjkslamk ;Slaxk Skj bJ 3

und daher
V'v = SVvS", (2.8)

wobei V' der Gradient beziiglich x’ ist. So wie in (2.5) ein Gesetz zur Transformation von Vektoren verwendet
wurde, sind (2.6) und (2.8) Anwendungen der Transformationsregel fiir Tensoren zweiter Stufe. Unter der
Annahme, dafi nach der Drehung der Zusammenhang zwischen dem viskosen Spannungstensor und den
Ableitungen der Geschwindigkeitskomponenten unveréndert ist, kann 7/ mit Hilfe von (2.8) berechnet werden:

ov, Ov
/= E 2Tk § o ZTm S
Tij - ~ Czykl 81’; - Skmslncz]kl al’n ) 1,) = 1a273 (29)

k,l,m,n

Da Vv beliebig gewéhlt werden kann, folgt aus einem Vergleich von (2.7) und (2.9)

Z SikSj1 Crimn = Z SkmSinCijrt t,J,m,n=1,23. (2.10)
Kl Kl

Daf} (2.10) fiir alle orthogonalen Matrizen S gelten soll, ist eine starke Forderung an den Tensor C. Wiirde
man in der rechten Seite von (2.10) Cjjx; durch C’l{jkl ersetzen, erhielte man die Transformationsregel fiir
Tensoren vierter Stufe.

Gleichungen fiir die Komponenten von C werden durch spezielle Wahl von S in (2.10) hergeleitet. Ist
z.B. S eine Diagonalmatrix, also

(—1)k 0 0
s= o (= o |,
0 0 (—1)ks

dann reduziert sich (2.10) auf
(—Dketksthmtbn 1) Cijmn =0, i,j,m,n=1,2,3.

Durch geeignete Wahl von k1, ks und k3 zeigt man leicht, dafl alle Komponenten von C verschwinden miissen,
bis auf die Komponenten der Form Cj;;;, 4,5 = 1,2, 3, und

Ci212 = Cr221 = C2191 = Co112,
Ci313 = Ci331 = C3131 = C3113,
Ca323 = Cozzp = U3032 = C3223 .

Das bedeutet, da3 C maximal 12 verschiedene nicht verschwindende Komponenten hat.
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Nun wéahlen wir

S =

S = O
_ o O
O O =

und eine Reihe spezieller Quadrupel (4, j,m,n) in (2.10). Die folgende Tabelle enthélt diese Quadrupel und
die sich aus (2.10) ergebenden Gleichungen:

( ) Ci111 = Cazo
( ) Ci111 = C3333
( ) C1122 = C3311
( ) C1122 = Ca2233
(1,1,2,2) C1133 = C3322
( ) Cussz = Can
( ) Cia21 = C3113
( )

Ci331 = C3223

Schliefllich folgt noch mit

02]

I
O = O
o o
—= O

und (4,7, m,n) = (1,1,1,1) die Gleichung
Cri22 = Ca211 -

Diese Gleichungen zeigen, dafl die Komponenten von C hochstens drei verschiedene nicht verschwindende
Werte annehmen, und zwar

k=Ciisi, 1=1,2,3, A=Clijj, i#j,  w=Cyi=Cijij, 1 #J.
Der viskose Spannungstensor ist daher gegeben durch
T=ANV-v)I+2uD + (k — A —2p)diag(Vv),

wobei diag(A) die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen von A ist. Die ersten beiden Summanden
auf der rechten Seite erfiillen die Gleichung (2.6) wegen

Da aber im allgemeinen

diag(V'v’) = diag(SVvS™) # Sdiag(Vv)S™"
gilt, folgt kK — A — 2 = 0, und der viskose Spannungstensor ist gegeben durch
7=V -v)I+2uD. (2.11)

Zur Interpretation der Parameter A und p betrachten wir zwei einfache Stromungen. Eine isotrope
Ezxpansion wird beschrieben durch das Geschwindigkeitsfeld v = ¢x mit einer positiven Konstanten c. Fiir die
Gesamtspannung ergibt sich in diesem Fall T = — (p -3+ QM)C)I. Es kann also von einem effektiven Druck
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gesprochen werden, der durch Verminderung der thermodynamischen Druckes p um (3A+2u)c entsteht. Der

Parameter I+ 2 5
+2p

= S

3 + 3

Hd

wird Druckviskositdt genannt.

AuBlerdem betrachten wir eine einfache Scherstromung mit dem Geschwindigkeitsfeld v = (kx2,0,0)
mit der konstanten Schergeschwindigkeit . Der Spannungsvektor ist in diesem Fall gegeben durch t(n) =
uk(ng,ny,0). Das ist eine reine Scherkraft, und p wird als Scherviskositit bezeichnet. In Abhéngigkeit von
Druckviskositat und Scherviskositat schreiben wir den viskosen Spannungstensor auch als

T=2u <D - %(v -V)I> + pa(V - V)L

Ein Beispiel fiir eine konstitutive Relation, die aus dem mikroskopischen Verhalten hergeleitet werden kann,
ist das Verschwinden der Druckviskositdt in idealen Gasen.

Die Impulserhaltungsgleichungen (2.31) mit dem soeben berechneten Spannungstensor sind die Navier-
Stokes-Gleichungen

D
pFZ =pf —Vp+V(\V-v)+ V- (2uD). (2.12)

Eine andere Schreibweise fiir konstante A und g ist

pj‘tf — of —Vp+ V(A + )V V) + pAv, (2.13)

in der die i-te Komponente des Vektors Av gegeben ist durch

0%v;
(Av); =3 7 i=1,2,3.
;

2 7
3zj

Unter der Annahme, daf§ die Volumskraft f(x,¢) gegeben ist und fiir die Warmefluidichte das Newton-
Fouriersche Abkiihlungsgesetz q = —xVT gilt, sind die Navier-Stokes-Gleichungen, kombiniert mit der
Kontinuitétsgleichung (2.30) und der Energiegleichung (2.33), 5 skalare Differentialgleichungen fiir die Un-
bekannten p, p, T, e und die 3 Komponenten von v. Es fehlen also zwei Gleichungen, die das betrachtete
Fluid naher bestimmen.

Eine fiir viele Fluide durch Experimente sehr gut abgesicherte Annahme ist, dafl die spezifische innere
Energie e nur von der Temparatur 7" abhangig ist. Insbesondere wird oft Konstanz der spezifischen Warme
bei konstantem Volumen ¢, = de/dT angenommen, d.h.

e = ¢, I + const. (2.14)

Eine weitere Annahme, die fiir typische Fliissigkeiten wie z.B. Wasser verwendet wird, ist die der Inkom-
pressibilitat:
Dp
Dt
Sehr oft ist sogar die starkere Annahme p = const gerechtfertigt. Man beachte, dafl in diesem Fall die
Kontinuitatsgleichung

0

V-v=0 (2.15)

und die Navier-Stokes-Gleichungen
Dv
"Dt

ein geschlossenes System fiir die Bestimmung von Druck und Geschwindigkeit darstellen.
Fiir typische Gase wie z.B. Luft wird statt der Inkompressibilitdtsannahme das ideale Gasgesetz

= pf — Vp+ pAv (2.16)

p=pRT (2.17)
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mit der Gaskonstanten R verwendet.

Schliellich stellen wir noch die Frage nach geeigneten Zusatzbedingungen. Befindet sich das Fluid in
einem Behélter mit zeitabhéngigem Rand, dann miissen die Differentialgleichungen fiir x € Q(t) betrachtet
werden, wobei das Gebiet Q(t) € R® das Innere des Behilters zum Zeitpunkt ¢ beschreibt. Nimmt man an,
dafl die Wénde des Behilters undurchlissig sind, dann folgt die Randbedingung

V-n=V,- N auf 0Q(t), (2.18)

wobei n der nach auflen gerichtete Einheitsnormalvektor auf den Rand und v, die Geschwindigkeit der
Wand ist.

Die Kontinuitatsgleichung kann als lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir die Dichte p betra-
chtet werden. Die Charakteristikenmethode zeigt, dai auf 02(¢t) wegen (2.18) keine Randbedingungen fiir
die Dichte vorgegeben werden miissen.

Zumindest im inkompressiblen Fall (2.16) ist es offensichtlich, daf§ die Navier-Stokes-Gleichungen ein
System von parabolischen Gleichungen fiir die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors sind. Die Randbe-
dingungen (2.18) sind daher unzureichend, weil sie nur eine Geschwindigkeitskomponente auf dem Rand
festlegen. Die Frage nach Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit eines Fluids, das sich im Kontakt mit
einer starren Wand befindet, ist duflerst schwierig. Trotzdem gibt es eine allgemein akzeptierte, einfache
Antwort in Form der Haftbedingung

V="V auf 0Q(t) . (2.19)

Diese Bedingung bedeutet, dafl zwischen der starren Wand und dem angrenzenden Fluid keine Relativbewe-
gung stattfindet. (2.19) ist eine Dirichletbedingung fiir die Komponenten von v.

Die Energieerhaltungsgleichung kann bei Verwendung von (2.14) und dem Newton-Fourierschen
Abkiithlungsgesetz als parabolische Gleichung fiir die Temperatur 1" aufgefa$t werden. Man muf} also auch
fiir die Temperatur Randbedingungen auf 9€2(¢) vorgeben. Alle fiir die Warmeleitungsgleichung sinnvollen
Arten von Randbedingungen sind hier denkbar.

Ein vollstandig formuliertes mathematisches Problem erhélt man bei zusétzlicher Angabe von Anfangs-
bedingungen, d.h. p, v und 7" miissen in (0) vorgegeben werden.

2.2. Einige exakte Losungen fiir inkompressible viskose Stromungen

Wir betrachten ein Fluid mit konstanter vorgegebener Dichte, d.h. die Gleichungen (2.15), (2.16) mit
p = const.

Zunéchst suchen wir eine stationédre Stromung zwischen zwei parallelen unendlichen Platten im Abstand
d, von denen eine ruht und sich die andere mit konstanter Geschwindigkeit U bewegt.

Wir verwenden die Schreibweise x = (x,y, z) und v = (u, v, w) fiir die Komponenten des Orts- und des
Geschwindigkeitsvektors. Das Koordinatensystem sei so gewéhlt, dafl die y-Achse normal auf die Platten ist
und die Bewegungsrichtung der bewegten Platte durch die positive z-Richtung gegeben ist. Wir vereinfachen
das Problem, indem wir keine Volumskréfte beriicksichtigen (f = 0) und nach einer zweidimensionalen
Stromung suchen, d.h. w = 0 und u, v und p sind unabhéngig von z. Weiters scheint es plausibel, nach einer
Losung mit v = 0 zu suchen. Mit all diesen Annahmen werden die Gleichungen (2.15), (2.16) zu

Uy =0,
0= —pz + puyy, (2.20)
0=—py.

Aus der ersten Gleichung folgt, da3 u nur von y, und aus der dritten, da} p nur von x abhingt. Damit
impliziert die zweite Gleichung
Pz = HlUyy = const.

Wir sind an einer Stromung interessiert, die nur durch die Relativbewegung der Platten und nicht durch
einen Druckabfall getrieben wird. Daher wahlen wir p,, = 0. Aus den Haftbedingungen
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folgt die Losung
_ Uy
==
Das ist die schon oben beschriebene einfache Scherstromung. Sie wird auch als ebene Couette-Stromung
bezeichnet. Eine andere exakte Losung fiir eine ahnliche Situation ist die Couette-Stromung zwischen zwei
rotierenden koaxialen Zylindern.

Wie oben berechnet, wirkt auf die ruhende Platte die Kraft (uU/d,0,0). Zumindest im Prinzip konnte
diese Formel verwendet werden, um die Viskositat p mit Hilfe eines Experimentes zu bestimmen. Typische
Werte der Viskositit sind

U v=w=0, p = const.

p=10"2gem 's™!  fiir Wasser, p=2x10"*gems™1 fiir Luft.

Als zweites Beispiel suchen wir eine Strémung zwischen zwei ruhenden parallelen Platten, die von einem
Druckabfall getrieben wird. Wir treffen dieselben Annahmen wie oben und erhalten wieder die Gleichungen
(2.20). Allerdings setzen wir nun

P =—C <0,

wobei das kleiner Werden des Druckes in positive z-Richtung eine Strémung in diese Richtung erwarten laft.
Aus der Gleichung C + puy, = 0 und den Haftbedingungen «(0) = u(d) = 0 folgt die Losung

C
u:2—y(d—y), v=w=0, p=—Cz + const.
w

Dieses parabolische Geschwindigkeitsprofil wird als ebene Poiseuille-Stromung bezeichnet. Der Name
Poiseuille-Stromung wird fiir eine exakte Losung verwendet, die die stationdre Stréomung durch ein zylin-
drisches Rohr beschreibt, welche von einem axialen Druckgradienten getrieben wird.

Mit Hilfe dieser Losungen kann die Viskositat aus Messungen der transportierten Masse des Fluids
bestimmt werden. Fiir die ebene Poiseuille-Stromung ist die transportierte Masse pro Zeiteinheit und pro
Léangeneinheit in 2-Richtung gegeben durch

/d u d _pCd3
o pudy =5 -

Als letztes Beispiel beschéftigen wir uns mit einer zeitabhéngigen Stromung. Wir nehmen an, der
Halbraum y > 0 ware gefiillt mit einem Fluid, das fiir ¢ < 0 ruht. Weiters sei angenommen, dafl die das Fluid
begrenzende unendliche Platte sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 in ihrer Ebene mit der konstanten Geschwindigkeit
U zu bewegen beginnt. Es ist anzunehmen, dafl auch das Fluid durch Reibungseffekte in Bewegung gesetzt
wird. Wie geschieht das?

Sei die Bewegungsrichtung der Platte die z-Richtung. Dann suchen wir eine Losung mit v = w = 0 und
u=u(y,t). Aus den Navier-Stokes-Gleichungen (2.16) folgt dann

pUL = —Dz + [WUyy , py=p.=0.

Daraus folgt wie oben, daf} p, konstant ist. Wir sind nicht an den Effekten eines Druckgefélles interessiert
und setzen p, = 0. Wir haben daher die Warmeleitungsgleichung

Ut = Vlyy (2.21)
mit der kinematischen Viskositdt v = p/p zu betrachten. Als Anfangsbedingung ergibt sich
u(y,0) =0 (2.22)

und als Randbedingung die Haftbedingung
u(0,t) =U. (2.23)
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Die dimensionslose Geschwindigkeit u* = u/U ist Losung des Anfangs-Randwertproblems

*
vy’

u*(y,0) =0, u*(0,t) =1.

* __
Uy = ru

Da u* dimensionslos ist, kann es nur von dimensionslosen Kombinationen von v, y und ¢ abhingen. Die
Einheit der kinematischen Viskositit v ist cm?s™!, woraus folgt, dafl u* als Funktion der dimensionslosen

Variablen
Y

WA

geschrieben werden kann: v* = F(n). Fiir F folgt aus der Warmeleitungsgleichung

F' 4+ 2nF =0.
Aus den Anfangs- und Randbedingungen werden
FO)=1, F(o0)=0.
Die Losung dieses Randwertproblems ist gegeben durch die komplementére Fehlerfunktion

F(n) = erfe(n) = % /OO e~ ds.

Die Geschwindigkeit des Fluids ist also

Y
= Uerf .
“ erc(zm)

Diese Losung bedeutet, dafl an einem festen Abstand von der Platte die Geschwindigkeit des Fluids fiir t — oo
gegen die Geschwindigkeit der Platte konvergiert. Der Abstand von der Platte, an dem die Geschwindigkeit
des Fluids einen bestimmten Prozentsatz der Geschwindigkeit der Platte erreicht, ist proportional zu v/vt.
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2.3. Reibungsfreie ideale Gase—Entropie—Rotation

Um die relative Grofle verschiedener Terme in den Navier-Stokes-Gleichungen abschétzen zu konnen, skalieren
wir die Impulsgleichungen (2.13) fiir ein ideales Gas, d.h. mit ug = 0:

v H

=z _ _ L . A 2.24
Py = —Vo+ EV(V v) 4 pav (2:24)
Der Einfachheit halber wurden Volumskréfte vernachléssigt und Konstanz der Viskositdt angenommen. Wir
wiahlen die Referenzgeschwindigkeit Uy, -lange Lo und -dichte po. Die Zeit skalieren wir mit Lo/Uy und
den Druck mit poUg. Verwenden wir in der skalierten Gleichung dieselben Variablennamen wie in (2.24), so
ergibt sich

v 1 1
— =-V —V(V. —A 2.25
P D P+ VIV -v) + oAy, (2.25)
mit der dimensionslosen Reynoldszahl
UpL
Re = PoYoro
1

Eine typische Dichte fiir das fast ideale Gas Luft ist po = 10 3gcm™3. Betrachtet man als Beispiel die

Luftstrémung um einen gehenden Menschen, dann sind Uy = 100 cms ™! und Ly = 100 cm sinnvolle Referen-
zgroBen. Mit dem Wert g = 2 x 10 %*gem~!s~! fiir die Viskositéit der Luft ergibt sich Re = 5 x 10%.
Nun betrachten wir die Energiegleichung (2.33) mit den Annahmen e = ¢, T + const und q = —kVT:

D (v _
pﬁt <T+CUT) —V~(I€VT+T~V)

Wir wihlen die Referenztemperatur U /c, und skalieren sonst wie oben. Die dimensionslose Version der

obigen Gleichung ist dann
D(NME Yoy (Lorgr (2.26)
Dt Y\ Relt v '

mit dem Spannungstensor

2 2

und der Prandtlzahl
P — HCy

KR

als zusatzlichen dimensionslosen Parameter. Die Prandtlzahl gibt das Verhiltnis zwischen der Starke der
Reibungseffekte und der Warmeleitung an. Fiir Gase ist die Prandtlzahl gewhnlich von der Gréflenordnung
1. Ein typischer Wert fiir Luft ist Pr = 0, 72.

Unsere Uberlegungen legen den Schluff nahe, daf in vielen Fillen die Effekte von Reibung und
Warmeleitung vernachlassigt werden kénnen. Wir werden uns daher im Folgenden mit den Eulergleichungen

Dp
D—t+pV'V—O,
Dv
_— :O
th—i—Vp ) (2.27)
D [|v|?
pﬁ (T‘i‘@) +V-(pv) =0,

mit den konstitutiven Relationen e = ¢, T + const und p = pRT fiir ideale Gase beschéftigen.

Als néchsten Schritt wollen wir einige Uberlegungen aus der Thermodynamik verwenden. Wir betra-
chten einen Behélter mit beweglichen Wanden, gefiillt mit einem rdumlich homogenen idealen Gas. Der
Zustand des Gases wird dann durch Angabe von zwei der drei Zustandsvariablen Druck P, Volumen V'
und Temperatur T' beschrieben, die durch die Gleichung P = RT/V zusammenhéngen. Die in dem Gas
enthaltene Energie E ist bestimmt durch E = CyT + const.
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Der erste Hauptsatz der Thermodynamik sagt aus, dafl die Differenz der Energien zweier Zustande
gegeben ist durch die Differenz aus der bei der Zustandsanderung von auflen zugefithrten Warmeenergie und
der von dem Gas bei der Zustandsénderung geleisteten Arbeit. Eine differentielle Form dieser Aussage ist

dE = dQ — dW .

Es ist leicht einzusehen, daf} fiir das Differential der Arbeit die Formel dW = P dV gilt. Die obige Gleichung
kann daher auch geschrieben werden als

dQ = Cy dT + PdV . (2.28)

Diese Form erklart auch, warum die Konstante C'y als spezifische Warme bei konstantem Volumen bezeichnet
wird. Weiters gilt wegen des idealen Gasgesetzes PdV = RdT — V dP und daher

dQ = CpdT —V dP

mit der spezifischen Wdrme bei konstantem Druck Cp = Cy + R.
Division von (2.28) durch 7" ergibt

dQ dT  _dV

Man beachte, dafl der Ausdruck auf der rechten Seite ein totales Differential ist. Diese Darstellung motiviert
die Definition der Entropie

S=CyInT+ RInV + const,

die konstant ist fiir ein System, dem keine Warme zugefithrt wird.
Nach diesem Exkurs in die Thermodynamik definieren wir die Entropie fiir ein nicht homogenes Gas
lokal durch

s =cyInT — Rln p + const .

Diese Relation kann auch in der Form
p=kple’/e (2.29)

mit einer Konstanten k& und dem Verhéltnis der spezifischen Warmen v = (¢, + R)/c, geschrieben werden.
Mit Hilfe der Eulergleichungen kann man zeigen, daf3 die Materialableitung von s verschwindet:

Ds

ZZ_

Dt
Das bedeutet, dafl die Entropie eines sich mit der Stromung bewegenden infinitesimalen Volumselementes

konstant ist. Diese Tatsache wird im Folgenden von Bedeutung sein.
Wir bezeichnen das Vektorfeld

(a’l)g 61}2 6’1}1 6v3 6’1}2 le)
w=Vxv=|—2—— — - — — - ——

als Rotation des Geschwindigkeitsfeldes. Diese Bezeichnung wollen wir im Folgenden motivieren. Wir be-
trachten ein zum Zeitpunkt ¢ = ¢; in der z-y-Ebene liegendes Rechteck ABCD, dessen Eckpunkte A, B
und C' die Koordinaten (0,0), (Az,0) bzw. (0, Ay) haben (siehe Abb. 2.1). Wir nehmen an, die Eckpunkte
des Rechtecks bewegt sich bis zum Zeitpunkt to = t; + At mit der Stromung, wobei Az, Ay und At klein
sind. Die Projektionen der Punkte zum Zeitpunkt ¢o in die z-y-Ebene bezeichnen wir mit A’, B’ und C".

22



Abb. 2.1: Drehung eines Rechtecks um die z-Achse

Sie haben naherungsweise die Koordinaten (At wvy(0,0), Atv2(0,0)), (Az + Atvi(Ax,0), At va(Az,0)) bzw.
(Atv1(0, Ay), Ay + At ve(0, Ay)).
Die Winkelgeschwindigkeit der Seite AB des Rechtecks um die z-Achse ist ndherungsweise gegeben

durch
& ~ U2(A$70) 77)2(050) %

~
~

At~ Az or
Analog gilt fiir die Winkelgeschwindigkeit der Seite AC' um die z-Achse
B 0
At~ dy

Die mittlere Winkelgeschwindigkeit um die z-Achse der beiden Seiten eines infinitesimalen Rechtecks ist also
die Halfte der z-Komponente der Rotation w. Analog kann die z- bzw. die y-Komponente von w als Maf fiir
die Winkelgeschwindigkeit um die z- bzw. y-Achse interpretiert werden.

Fiir das Weitere bendtigen wir eine Vektoridentitét, die durch einfaches Nachrechnen verifiziert werden
kann. Fiir den zweiten Term in der Materialableitung der Geschwindigkeit

Dv  0Ov
E = E + (V . V)V
gilt die Formel
2
(V-V)VZV(%) —VXw. (2.30)
Damit kénnen wir die Impulsgleichung in (2.27) in der Form
ov [v|? 1
- ) - - = 2.31
6t+v<2 vxw—i—pr 0 (2.31)

schreiben. Aus der Formel (2.29) fiir die Darstellung des Druckes mit Hilfe der Entropie folgt
1 gl P p v
-Vp=—"—-7V <—>+— 1———) Vs. 2.32
P y—=1"\p) o (v=1)p (2:32)

Aus diesen Formeln folgt eine wichtige Relation fiir stationére Stromungen. Klarerweise gilt v- (v xw) =
0. Auflerdem gilt im stationédren Fall v- Vs = 0. Verwenden wir daher (2.32) in der stationéren Version von
(2.31) und bilden das Skalarprodukt dieser Gleichung mit v, so erhalten wir

lv|? vp >
vV £ ) =0
(2 (y—=1)p

Daraus folgt, daf entlang von Teilchenbahnen die Bernoulli- Gleichung

NP,

———— = const 2.33
2 (y—Dp (2.33)

gilt.

23



2.4. Kompressionswellen in isentropen Gasen

In diesem Abschnitt beschéaftigen wir uns mit reibungsfreien Gasen, in denen die Entropie einen konstanten
Wert annimmt. Aus (2.29) folgt daher p = Kp” bzw.—allgemeiner—p = p(p). Diese Relation ersetzt die
Energiegleichung, und wir betrachten daher nur die ersten beiden Gleichungen in (2.27):

Dp
Et+pV v ,

ovo. _
Py TP (P)VP =0

(2.34)

Diese Gleichungen fiir ein reibungsfreies isentropes Gas werden oft als p-System bezeichnet. Die Ableitung
des Druckes nach der Dichte hat die Dimension des Quadrates einer Geschwindigkeit. Wir fithren daher die
Bezeichnung

< =p(p)

ein.

Wir wollen uns zunéchst mit Wellen mit kleiner Amplitude beschéftigen, d.h. wir betrachten kleine
Storungen einer homogenen bewegungslosen Atmosphére. Hat die ungestorte Atmosphéare die Dichte pg, so
machen wir den Ansatz

£:1+so

Po
mit 0 < ¢ <« 1. Weiters skalieren wir (2.34) durch Wahl der Referenzgrofien Uy, Lo und to fir die
Geschwindigkeit v, Lange x und Zeit t. Die Geschwindigkeit ¢ skalieren wir mit ihrem Wert c¢o = p/(po) in
der ungestorten Atmosphére. Balanciert man im skalierten Problem die fiithrenden Terme, so ergeben sich
die Forderungen

Uoto Eto 2
-1 -1
ELO ’ UOLO “0
fiir die Wahl von Uy, Ly und tg. Daraus folgt
L
t_O = Cp, Uo = ECqp . (235)
0

Mit diesen Annahmen hat das skalierte Problem die Form

9]
a—j+€V'VU+(1+6J)V~V:O,

(1+e0) <({2—‘; +5(V~V)v) +c*Vo=0.

Der Grenziibergang ¢ — 0 fithrt auf die Wellengleichung

8%

i A0

fiir die Storung in der Dichte. Kehrt man zu dimensionsbehafteter Lange bzw. Zeit zuriick, dann erhélt sie
die Form ,

0%o

T iAo . (2.36)
In diesem Zusammenhang ist die Wellengleichung die Grundgleichung der Akustik. Daher erklért sich auch
die Bezeichnung Schallgeschwindigkeit fir die Geschwindigkeit ¢ = /p’(p), mit der sich kleine Stérungen in
einer Atmosphére mit der Dichte p ausbreiten.

Explizite Losungen der dreidimensionalen Wellengleichung kann man mit Symmetrieannahmen berech-

nen. Fir Losungen mit einer Kugelsymmetrie gilt die Gleichung

oo _, (#a 200
ot? % or2  ror)’
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die mit der Substitution o = §/r auf die eindimensionale Wellengleichung

OB _ 0°8
oz~ Vo2

transformiert werden kann. Aus der allgemeinen Losung dieser Gleichung erhélt man alle kugelsymmetrischen
Losungen von (2.36):

o= %(f(r — cot) + g(r + cot))

Sie bestehen aus wandernden Wellen, die sich mit Schallgeschwindigkeit fortbewegen und deren Amplitude
proportional zum Kehrwert der Entfernung ist.

Der Stérungsparameter € ist wegen (2.35) der Quotient aus der charakteristischen Stréomungsgeschwin-
digkeit und der Schallgeschwindigkeit. Dieser Quotient M = U/co wird als Machzahl bezeichnet. Die
Gleichung (2.36) kann daher als Naherungsproblem fiir kleine Machzahl angesehen werden.

Die wesentlichste Eigenschaft der Naherungsgleichung (2.36) ist ihre Linearitdt. Im Folgenden sollen
nichtlineare Effekte anhand spezieller Losungen des p-Systems (2.34) demonstriert werden. Wir betrachten
das eindimensionale p-System

% + u@ + p% =0,
ot Ox Ox (2.37)
ou ou 0p 0 '

o "oz " p e
und suchen nach Losungen in der Form einfacher Wellen
p=pla), u=u(a) mit o = a(x,t).

Mit diesem Ansatz erhalten die Gleichungen (2.37) die Form

J@) (a—a +ua—a) o) 2 — 0,

ot Ox or
o (2% 1) 4 @ 2
u(a)(8t+u8z +pp(a)ax—0.

Diese Gleichungen konnen als lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von p’ und «' bzw. von da/dx
und da/0t aufgefafit werden. Fiir die Existenz nichttrivialer Losungen sind die Bedingungen

2 2 2
C N2 2 8_a 8_a _ 2 5_04
pQ(p) = ()7, ((% +u8z) - (8x)

notwendig. Aus der ersten Bedingung folgt offensichtlich
u= i/@dp. (2.38)

Die zweite Bedingung kann als quasilineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir e umgeschrieben werden:

0 0
8_(1:: + (u(a) + c(a))a—j =0
Mit Hilfe des Charakteristikenverfahrens zeigt man, dafl die allgemeine Losung dieser Gleichung gegeben ist
durch a = F(z — (u = ¢)t) mit einer beliebigen Funktion F.
Mit der konstitutiven Relation p = K p? fiir ein ideales isentropes Gas folgt aus (2.38) die Beziehung

u==+ l(c—co).

5 —
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Abb. 2.2: Charakteristiken fiir a) monoton wachsendes ug, b) monoton fallendes ug.

Aus dieser Gleichung 148t sich ¢ in Abhéngigkeit von u berechnen. Wir erhalten schliefflich

1
u:F[ac— (7;— uico)t} .

Betrachten wir Anfangsbedingungen fiir u in der Form u(z,0) = wug(z), dann gilt F = wg. Durch jeden
Punkt (z9,0) geht eine Charakteristik in Form der Geraden

(74—1
r — o —

auf der u den Konstanten Wert uo(xo) hat. Abhéngig von ug treten zwei typische Situationen auf: Ist wug
monoton wachsend, so laufen die Charakteristiken mit fortschreitender Zeit auseinander. Die Losung des
Anfangswertproblemes ist fiir alle Zeiten eindeutig bestimmt. Fiir monoton fallendes u( hingegen laufen die
Charakteristiken zusammen (Abb. 2.2). Das bedeutet daf es einen Zeitpunkt tg > 0 gibt, an dem zwei
Charakteristiken, die verschiedene u-Werte tragen, einander schneiden.

’U,o(mo) + Co) t,

Nach dem Zeitpunkt o kann daher keine stetige Losung des Anfangswertproblemes existieren. Es ist
allerdings moglich, die Losung iiber den Zeitpunkt tg hinaus fortzusetzen, wenn man die Differentialgle-
ichungen durch geeignete schwache Formulierungen ersetzt, die Losungen mit Unstetigkeiten zulassen. Eine
derartige Losung besitzt eine Sprungunstetigkeit entlang einer Kurve in der z-t-Ebene und wird Stoffwelle
genannt.
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Abb. 2.3: Zweidimensionale Stréomung um eine Tragflache

2.5. Potentialstromungen um Tragflachen

Als Modell fiir Stromungen um léngliche Korper, deren Querschnitt schwach variiert, betrachten wir zwei-
dimensionale Stromungen um Zylinder mit verschiedenen Querschnitten. Insbesondere ist unser Ziel die
Behandlung von Querschnitten wie in Abb. 2.3 skizziert, die typisch fiir Tragflachen sind.

Wir verwenden ein Koordinatensystem, in dem sich die Tragflache in Ruhe befindet, und nehmen an,
dafl die Stromung weit weg von der Tragfliche eine konstante Geschwindigkeit hat, die normal auf die
Erzeugenden des Zylinders ist. Der Betrag dieser Geschwindigkeit sei U. Weiters habe die Atmosphére weit
weg von der Tragflache konstante Dichte po, und Druck ps, (siche Abb. 2.3).

Das Koordinatensystem sei so gewahlt, dafl die z-y-Ebene normal auf die Erzeugenden steht und die
positive z-Richtung die Richtung der Stromung weg von der Tragflache ist. Wir beschrinken uns auf zwei-
dimensionale Stromungen, d.h. die z-Komponente des Geschwindigkeitsfeldes verschwindet. Es gilt

V= (0,0) = (U,0), p—par p—pe, i x| = /2 Ty — o0, (2.39)
Das Innere der Querschnittsflache bezeichnen wir mit Q. Offensichtlich mufl die Randbedingung
v-n=0 auf 02 (2.40)

erfiillt sein. Hier bezeichnet n den beziiglich 2 nach innen gerichteten Einheitsnormalvektor auf den Rand.
Wir interessieren uns fiir stationdre Strémungen. Die in Abb. 2.3 eingezeichneten Kurven sind Teilchen-
bahnen oder Stromlinien, d.h. Losungen der Differentialgleichung x = v(x).
Wegen der Bedingungen an oo nimmt die Entropie dort einen konstanten Wert an. Da alle Stromlinien
in R? \ 2 aus oo kommen und die Entropie entlang von Stromlinien konstant bleibt, haben wir es mit einer
isentropen Stromung zu tun. Es gilt die konstitutive Relation (siehe (2.29))

-
P o_ (L) (2.41)
Poo Poo

und die Bernoulli-Gleichung (2.33) erhélt die Form

v[? P U? VPoo
v =24 P= 2.42
2 (y-Dp 2 (v—Dps (2:42)

Damit folgt aus der stationdren Version der Impulsgleichung (2.31) und aus (2.32) die Beziehung
vxw=0. (2.43)

Fiir die betrachteten zweidimensionalen Stromungen hat die Rotation nur eine nichtverschwindende Kom-
ponente. Die Gleichung (2.43) impliziert daher, dafl die Stromung wirbelfrei ist, d.h. daBw =V xv =0
gilt. Jedes wirbelfreie Vektorfeld ist ein Gradientenfeld; es gibt daher ein Geschwindigkeitspotential ¢ mit

v=V¢. (2.44)
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Wirbelfreie Stromungen werden deshalb auch Potentialstromungen genannt.
Fiir einen stationdren Zustand kénnen wir das p-System (2.34) schreiben als

pV-v+v-Vp=0,
[v|?

CQ
Vi—+—Vp=0.
2 p

Bilden wir das Skalarprodukt der zweiten Gleichung mit v und verwenden wir die erste, so ergibt sich

[v[?

2.:.
cV-v vV2

(2.45)

Zusammen mit der Bernoulli-Gleichung (2.42) bildet diese Gleichung ein System zur Bestimmung des Po-
tentials ¢ und des Druckes p (bzw. der Dichte p).

Wir wollen das System (2.42), (2.45) skalieren, indem wir die Werte U, po, und po, von Geschwindigkeit,
Druck und Dichte an oo als Referenzgrofien wahlen. Die Referenzgrofle fiir die Lange hat offensichtlich keinen
Einflu} auf die skalierten Gleichungen. Wir wéhlen den Durchmesser des Querschnittes §2:

L=d(Q):= sup |x1— X2
(x1,%x2)€0?

In der skalierten Version von (2.42), (2.45) verwenden wir fiir die dimensionslosen Variablen dieselben Namen
wie fiir die dimensionsbehafteten und als dimensionslosen Parameter die Machzahl

U %
M=— mit coo = p’(poo)zﬂ.
Coo o
Die skalierten Gleichungen sind
2 - i
M2|V|2 14»%(771): ,
7 (2.46)
! 2 lv[?
p v V.-v=Mv -V 5

Verwenden wir (2.44), so ist fiir gegebenen Druck die zweite Gleichung in (2.46) eine nichtlineare
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir das Potential. Um das Problem zu vereinfachen,
beschranken wir uns auf langsame Stromungen, d.h. die Strémungsgeschwindigkeit sei klein im Vergle-
ich zur Schallgeschwindigkeit. Die Machzahl ist also ein kleiner Parameter, und wir interessieren uns fiir
Approximationen fiir die Losung, die im Grenzfall M — 0 giiltig sind.

Die skalierte Bernoulli-Gleichung zeigt, daf} fiir M — 0 der skalierte Druck gegen den konstanten Wert
1 konvergiert. Wir machen daher den Ansatz

v=vo+O(M?), p=1+M?p +0M*").
Einsetzen in (2.46) und Koeffizientenvergleich liefert

volP =1 7

B ’7:0, V'VQZO.

Schreibt man dieses vereinfachte System wieder in Abhéngigkeit der dimensionsbehafteten Gréflen und ver-
wendet man das Geschwindigkeitspotential, so erhéalt man

Vo|? U?
pool 2¢| +P:P<>07+Pom Ap=0. (2~47>
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Das Potential ist eine Losung der Laplace-Gleichung. Als Zusatzbedingungen erhélt man

V¢ — (U,0) fir |z] — oo,
Vo -n=0 auf 09.

Die Annahme der langsamen Stromung hat zwei wesentliche Vereinfachungen bewirkt. Zunéchst ist das Prob-
lem zur Bestimmung von ¢ und p entkoppelt. ¢ kann aus dem Randwertproblem fiir die Laplace-Gleichung
berechnet und danach p aus der Bernoulli-Gleichung ermittelt werden. Auflerdem ist nur mehr ein lineares
Problem zu l6sen. Die hier gemachten Annahmen entsprechen denen von Abschnitt 2.4 (Kompressionswellen
mit kleiner Amplitude).

Als Beispiel betrachten wir die Stromung um einen Kreiszylinder. Der Querschnitt €2 ist ein Kreis mit
Radius @ und Mittelpunkt im Ursprung der z-y-Ebene. Nach Transformation auf Polarkoordinaten (r,0)
hat das Problem fiir das Geschwindigkeitspotential die Form

1 1
¢7‘7‘+_¢7‘+_2¢99:O7 firr >a
r r
mit den Randbedingungen

¢T(a5 0) =0,

1
¢r = Ucosf, —¢g— —Usinb, fir r — o0
r

und den Stetigkeitsbedingungen fiir die Geschwindigkeit
Or(r,0 +27) = ¢p(r,0) , @o(r,0 + 2m) = gg(r,0).

Mit der Methode der Separation von Variablen 148t sich zeigen, dafl
a2
o(r,0) = —A0+U (r + —) cos 6
r

fiir jedes reelle A eine Losung ist. Zusétzliche Losungen kénnen durch Addition von Konstanten erzeugt
werden. Diese beschreiben aber klarerweise dieselbe Stromung. FEin echter Mangel an Eindeutigkeit ist
allerdings durch die Moglichkeit der beliebigen Wahl von A gegeben. Im folgenden wollen wir uns auf
Situationen beschrénken, in denen die Parameter U und A nicht negativ sind.

Um die berechnete Stromung besser beschreiben zu konnen, bedienen wir uns der Tatsache, dafl das
berechnete Potential als harmonische Funktion als Realteil der komplexen analytischen Funktion

2
F(Z)AilHE+U<Z+a_>
a z

mit z = x + iy aufgefait werden kann. Umgekehrt kann fiir jede analytische Funktion

F(Z) = ¢($7y) + “ﬁ(%y)

der Realteil ¢ als Geschwindigkeitspotential interpretiert werden. In diesem Zusammenhang wird die Funk-
tion F' als komplezes Geschwindigkeitspotential bezeichnet. Aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgle-
ichungen

UZ%Z%, ’U:(by:_z/}m
folgt, dafl die Teilchenbahnen bzw. Stromlinien durch die Gleichung
Y(x,y) = const
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Abb. 2.4: Stromung um einen Kreiszylinder fiir 1) A > 2aU, 2) A < 2aU

gegeben sind. Der Imaginérteil ¢ von F' (die konjugierte harmonische Funktion zu ¢) wird Stromfunktion
genannt.
Bemerkenswert ist auflerdem, dafl der Geschwindigkeitsvektor aus der komplexen Geschwindigkeit

W=F =u—iv

berechnet werden kann.
Fiir die Stromung um den Kreiszylinder ist die Stromfunktion gegeben durch

2
RS Aln L +U (r— a_) sinf.
a r
Die Randbedingungen auf 02 bedeuten, dafl 9 eine Stromlinie ist. Fiir den Kreiszylinder ist 2 durch
r = a gegeben, was der Stromlinie ¢ = 0 entspricht.

Um die Bedeutung des Parameters A zu verstehen, betrachten wir zunéchst die Situation U = 0. In
diesem Fall sind die Stromlinien Kreise. Es handelt sich um eine reine Drehbewegung, deren Stéarke durch
den Parameter A gegeben ist. Die Losung des Stromungsproblems ist also bis auf die Stédrke des drehenden
Anteils eindeutig.

Fiir das qualitative Verhalten der Stromlinien im Fall U > 0 sind die sogenannten Staupunkte von
Bedeutung, an denen die Geschwindigkeit verschwindet. Die Forderung W (z,:) = 0 liefert

A, [
T oy TN T

Es ergeben sich zwei qualitativ verschiedene Fille (siche Abb. 2.4):

1) A > 2aU: In diesem Fall liegt nur einer der beiden Staupunkte auflerhalb von Q. Er befindet sich auf der
negativen imagindren Achse.

2) A < 2aU: Beide Staupunkte liegen auf 92, im Sonderfall A = 0 auf der reellen Achse.

Im weiteren wollen wir uns mit der Berechnung der Kraft

f:/ pnds
o0

beschéftigen, die auf den umstromten Korper wirkt. Es bietet sich an, die Bernoulli-Gleichung in (2.47) zu
Berechnung des Druckes zu verwenden und das obige Integral auszuwerten. Hier soll jedoch ein anderer Zu-
gang gewihlt werden, der funktionentheoretische Uberlegungen verwendet, die den Rechenaufwand erheblich
verringern.
Bildet man den Gradienten der Bernoulli-Gleichung, so ergibt sich mit Hilfe der Identitét (2.30) die
Divergenzform der Impulsgleichung
V- (poov ® v +pI) =0.
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Abb. 2.5: Die Kontur C

Nun betrachten wir eine im Stromungsgebiet verlaufende geschlossene Jordan-Kurve C', in deren Inneren
sich der Querschnitt 2 befindet (Abb. 2.5). Integrieren wir die obige Gleichung tiber das zwischen C' und
0%} liegende Gebiet und verwenden den Divergenzsatz, so erhalten wir

/ n~(poov®v+p1)ds+/n~(poov®v+p1)ds:0.
o0 c

Wegen der Identitdt n- (v ® v) = (n-v)v und der Randbedingung an 99 148t sich die Kraft f durch
ein Kurvenintegral iiber C berechnen:

f= f/c(anrpoo(n~v)v)ds

Im Folgenden verwenden wir die Bernoulli-Gleichung fiir die Berechnung des Druckes und die Identitaten

nds<dy), /nds:().
—dx c

Die erste Komponente f; der Kraft f, d.h. die Komponente in Strémungsrichtung, genannt Widerstand, ist
dann gegeben durch

fi= Poc [(v* — u®)dy + 2uv dz] .
2 Je

Fiir die Komponente normal auf die Stromungsrichtung, den Auftried, gilt

fa= P [(v* — u?)dz — 2uv dy] .
2 Je

Wegen der Relation
W?dz = (u—w)*(de + idy) = (u* — v*)dx + 2uv dy + i [(u® — v*)dy — 2uv dz]

folgt aus den beiden obigen Gleichungen die Formel von Blasius
’Lp;.o% W2dZ = f1 —ifg.
2 Jo

Hat man eine Entwicklung von W um z = oo der Form W = U + a1 /z + O(2~2) zur Verfiigung, dann gilt
W2 =U?+2Ua1/z + O(22) und aus dem Residuensatz folgt

7{ W2dz = 4milUay .
C
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Auflerdem gilt

7{ W dz = 2miaq .
C

Dieses Integral kann auch in der Form

7{Wdz:/(uda:—&—vdy)—&—i/(udy—vdm)z/v-ds—i—i/v-nds
C C C C C

geschrieben werden. Wegen der Divergenzfreiheit von v verschwindet der Imaginarteil. Vergleich der letzten
beiden Formeln liefert daher die Aussage, daf§ a; rein imaginir sein muf}. Damit sind die Komponenten von
f gegeben durch

fl :O, f2 = —poo2m'a1U.

Die Tatsache, dafi die Widerstandskraft verschwindet, ist das d’Alembertsche Paradoxon. Dieses Resul-
tat zeigt eine Schwiche des verwendeten Modells auf. Fiir die im Experiment sehr wohl beobachteten
Widerstandskréfte sind Reibungseffekte verantwortlich, die wir hier vernachlassigt haben. Fiir eine weitere
Behandlung dieser Frage sei auf den folgenden Abschnitt verwiesen.

Fiir die Stromung um einen Kreiszylinder ist die komplexe Geschwindigkeit gegeben durch

Ai 2
W:—Z+U(1—a—).
z

22
Es gilt daher a; = Ai, und der Auftrieb ist gegeben durch
fa =2mpo AU . (2.48)

Er ist also proportional zur Geschwindigkeit und zur Stérke des rotierenden Anteils.

Ein Kreiszylinder ist keine sehr effektive Tragfliche. Andererseits konnen mit Hilfe von konformen
Abbildungen beliebige Querschnitte auf den Einheitskreis abgebildet werden. Da auflerdem die Laplace-
Gleichung invariant unter konformen Abbildungen ist, haben wir zumindest theoretisch das Problem fiir
beliebige Querschnitte gelost. Eine spezielle konforme Abbildung, die in der Aerodynamik grofle Bedeutung

hat, ist die Joukowski- Transformation
2

C
(=z+—, (2.49)

die das Auflere des Ursprungskreises mit Radius ¢ in der z-Ebene auf die entlang der Strecke (—2c¢,2c¢)
geschlitzte (-Ebene abbildet.

Mit Hilfe einer Joukowski-Transformation mit ¢ = a kénnen wir das Problem der Umstrémung einer
Platte 16sen. Das komplexe Geschwindigkeitspotential ist gegeben durch

29

G(Q) = F(2(¢)) = Ailn +U¢.

Verschwindet der drehende Anteil, dann wird die gleichméfige Strémung durch die in Stromungsrichtung
ausgerichtete Platte nicht gestort. Die komplexe Geschwindigkeit ist

W) W)
acjdz  1—a?/=(F

V(Q) =

Die Punkte z = £a entsprechen den Kanten ( = 4+2a der Platte. Die Geschwindigkeit wird dort unendlich
grof3.

Realistische Tragflachenquerschnitte sind vorne rund und haben eine Hinterkante (siehe Abb. 2.3). Die
unbefriedigende Situation, dal die Hinterkante mit unendlicher Geschwindigkeit umstromt wird, kann durch
geeignete Wahl der bisher beliebigen Rotation A behoben werden. Das bedeutet, dafl der hintere Staupunkt
mit der Hinterkante zusammenféllt. Diese von Kutta und Joukowski formulierte Abfluf$bedingung macht die
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Losung des Problems eindeutig. Eine rigorose theoretische Rechtfertigung dieser Bedingung existiert jedoch
zur Zeit nicht.

Fir die umstromte Platte ergibt sich die Forderung A = 0, also ein Verschwinden des drehenden An-
teils. Ein Problem von groflerer Relevanz fiir die Praxis ist die Stromung um eine Platte, die gegen die
Stromungsrichtung geneigt ist. Das komplexe Geschwindigkeitspotential fiir einen unter dem Winkel «
angestromten Kreiszylinder ist

2
F(z) = Ailn S <zei°‘ + a—eio‘> .
a z

Aus der Abfluibedingung folgt die Forderung W(a) = 0 und damit

A=2aUsino.

Damit ist die komplexe Geschwindigkeit fiir eine unter dem Winkel a angestromte Platte gegeben durch

V() =U <cosa - isina%) .

Diese hat nur mehr an der Vorderkante eine Singularitat.

Da die Joukowski-Transformation fiir z — oo bzw. ( — oo asymptotisch gleich der Identitét ist, sind
die Auftriebe in der z-Ebene und der ¢-Ebene gleich. Aus Gleichung (2.48) ergibt sich also der Auftrieb

fo= 47rpooaU2 sin .

Ein Kreis in der z-Ebene, der durch den Punkt ¢ geht und dessen Mittelpunkt zy im zweiten Quadran-
ten liegt, wird durch die Joukowski-Transformation (2.49) auf ein sogenanntes Joukowskisches Fligelprofil
abgebildet (siehe Abb. 2.6). Solche Profile kommen realistischen Tragflachenquerschnitten ziemlich nahe.
Statt durch den Mittelpunkt zy ist der Kreis auch durch seinen Radius @ und den Anstiegswinkel 8 der
Verbindungsstrecke zwischen zo und ¢ bestimmt (Abb. 2.6). Es gilt ¢ = 2o + ae~%.

Das komplexe Geschwindigkeitspotential fiir den unter dem Winkel v angestromten Kreiszylinder ist

zZ— 20

2
F(z) = Ailn +U ((z —z0)e " + a eio‘) .

a Z =20
Die Abflubedingung F’(¢) = 0 ist fir A = 2aU sin(a + ) erfiillt, woraus die Formel
fo = 4mpocal? sin(a + B)
fiir den Auftrieb einer Joukowski-Tragfliche folgt. Dieses Resultat ist erstaunlich gut durch Experimente

belegt, wenn man beriicksichtigt, dal sich das geloste Problem aus einer starken Vereinfachung der ur-
spriinglichen Gleichungen und der nur heuristisch motivierten Abflulbedingung zusammensetzt.
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2.6. Grenzschichten

Das zu experimentellen Resultaten in krassem Widerspruch stehende d’Alembertsche Paradoxon motiviert
eine eingehendere Betrachtung von Reibungseffekten. Wir wollen uns hier auf zweidimensionale stationére
Stromungen mit konstanter Dichte beschranken. Die skalierten Massen- und Impulserhaltungsgleichungen
sind dann

Uz + vy =0,
1
ity + vty + Py = o (s + yy) (2.50)
UV + VUy + Py = §(1}M + vyy) -

Fiir groBe Reynoldszahlen sind diese Gleichungen singuldr gestort. Es ist daher zu erwarten, daf§ die im
vorigen Abschnitt berechneten Losungen der reduzierten Gleichungen auferhalb von Grenzschichten brauch-
bare Approximationen darstellen. Hier nehmen wir an, wir hétten eine solche reduzierte Losung @, U, p
gegeben. Es ist zu erwarten, dafl Grenzschichten an Randstiicken auftreten, an denen die reduzierte Losung
die Haftbedingung verletzt.

Sei als Beispiel die positive z-Achse ein solches Randstiick. Dann gilt im allgemeinen o(z,0) = 0, aber
u(x,0) # 0. Eine Grenzschichtvariable ist durch n = yRe®, @ > 0 gegeben. Auflerdem ist anzunehmen,
daB die Geschwindigkeitskomponente v iiberall in der Grenzschicht klein ist. Die Umskalierung w = vRe”,
B > 0 scheint daher angebracht. Fiihrt man diese Transformationen in (2.50) durch, so zeigt sich, daf die
Wahl oo = 8 = 1/2 zu einer signifikanten Degeneration fithrt. Fiir die Grenzschichtlésung @, w, p gelten die
Gleichungen

Uy +wy =0,
Uly + WUy + Do = Uy ,
Py =0.
Die letzte Gleichung zeigt, da3 der Druck iiber die Grenzschicht konstant ist. Beachtet man, dafl fiir die
reduzierte Losung
u(x,0)uy(z,0) + D, (2,0) =0
gilt, so ergibt sich das Grenzschichtproblem
Uy +wy =0,

2.51
Wy + Wity — U(z, 0Tz (x,0) = Uy, - (2:51)

Fiir positive u ist die zweite Gleichung eine parabolische Gleichung fiir u, wahrend w durch Integration der
ersten Gleichung in n-Richtung ermittelt werden kann. Die Zusatzbedingungen

u(z,0) = w(z,0) =0, u(x, 00) = u(x,0), (0,1) = up(n) (2.52)

scheinen daher auf ein sachgemafl gestelltes Problem zu fiihren.
Man kann zeigen, dafl (2.51), (2.52) auch Grenzschichten entlang gekriimmter Rénder beschreibt, wobei
x die Bogenldnge auf dem Rand und 7 der um Re!/? gestreckte Abstand vom Rand ist. Hierbei mufl man
allerdings voraussetzten, dafl der Kriimmungsradius des Randes iiberall grofl im Vergleich zu Re™ /2 ist.
Das Vertrauen des Lesers in das Problem (2.51), (2.52) soll durch die Betrachtung eines Beispieles
gestirkt werden. Fiir eine in Anstromungsrichtung ausgerichtete Platte gilt w(xz,y) = U. Fir die durch
U = 1y, W = —1, definierte Stromfunktion + gilt

wnwzn - 1/}11/]7777 = 1/}777777 )
%(iﬂao) :¢n($a0):07 ’(/Jn(m,OO)ZU, 1/%7(0,77) =U.

Von Blasius (1908) wurde entdeckt, daB dieses Problem eine Ahnlichkeitslosung der Form

P =V2Uzf(s) mitsn\/g
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besitzt. Fiir die Funktion f ergibt sich das Problem

f”/‘i‘ff//:(),
f0)=f(0)=0,  f(o0)=1.

Die Geschwindigkeitskomponenten lassen sich aus der Blasius-Losung ermitteln:

E=Uf(s), @ o (55) ~ 1(5)

Die mit Hilfe der Grenzschicht berechneten, auf einen umstrémten Koérper wirkenden viskosen Span-
nungskrafte sind O(Re_l/ 2). Die in Experimenten gemessenen Widerstandskrafte sind oft viel grofler. Unsere
bisherigen Uberlegungen sind daher noch nicht ausreichend.

Das d’Alembertsche Paradoxon erklart sich dadurch, daf§ zwar vom vorderen Staupunkt weg der Druck
auf den Korper abnimmt, sich diese Entwicklung jedoch an der Hinterseite des Korpers wieder umkehrt. Das
bedeutet, dafl der Term p,(z,0) = —u(x,0)u,(z,0) in (2.51) an der Hinterseite positiv ist. Aus der zweiten
Gleichung in (2.51) wird es plausibel, dafl diese Tatsache bewirken kann, dafl die tangentiale Geschwindigkeit-
skomponente in der Grenzschicht negativ wird. Es tritt also eine Riickstromung auf, deren Effekt eine
Abdrangung der Stréomung von der Koérperoberfliche ist. Dieser Effekt wird Ablésung der Grenzschicht
genannt. Zwischen den an der Ober- und Unterseite abgelosten Grenzschichten bildet sich ein Totwasser mit
viel geringerem Druck als durch die Potentialstromung vorausgesagt. Ob dieser Effekt auftritt, hangt von
der Form des umstromten Korpers ab. Fiir an der Hinterseite spitz zulaufende (stromlinienférmige) Korper
ist er weniger bedeutend. Die Resultate des vorigen Abschnittes haben daher zwar fiir Joukowski-Profile
aber nicht fiir Kreiszylinder praktische Bedeutung.

35



